Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 334, 2006 g.

ı. A. Al~pin, L. ı. Kolotilina

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI PERRONOVSKOGO KORN˚ §1. Vvedenie i predvaritel~nye svedeniØ Bazovym rezul~tatom teorii neotricatel~nyh matric ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema Perrona–Frobeniusa.

Teorema 1.1 (sm., napr., [5, glava 2, teorema 1.4]). Pust~ A – neo-

tricatel~naØ matrica porØdka n > 1. Togda A imeet sobstvennoe znaqenie ρ(A) = max λ(A)∈Spec A |λ(A)|, i suwestvuet neotricatel~nyæ

sobstvennyæ vektor A, otveqa¸wiæ ρ(A). Krome togo, esli matrica A neprivodima, to sobstvennoe znaqenie ρ(A) ØvlØetsØ poloßitel~nym i prostym, i suwestvuet otveqa¸wiæ emu poloßitel~nyæ sobstvennyæ vektor.

Sobstvennoe znaqenie ρ(A) nazyvaetsØ perronovskim kornem matricy A, a otveqa¸wie emu neotricatel~nye pravyæ i levyæ sobstvennye vektory A nazyva¸tsØ perronovskimi vektorami.

Kak horoxo izvestno, perronovskiæ koren~ obladaet vaßnymi svoæstvami monotonnosti, predstavlennymi v sledu¸wih teoremah.

Teorema 1.2 (sm., napr., [5, glava 2, teorema 1.11]). Pust~ A

– neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1. Esli dlØ nekotorogo neotricatel~nogo vektora x ≠ 0 vypolneno neravenstvo Ax > αx, α ∈ R, α > 0, (1.1) to ρ(A) > α, (1.2) a esli dlØ poloßitel~nogo vektora x vypolneno neravenstvo Ax 6 βx, β ∈ R, β > 0, (1.3) to ρ(A) 6 β. (1.4) 13

14 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA

Krome togo, esli matrica A neprivodima i neravenstvo (1.1) (neravenstvo (1.3)) spravedlivo dlØ neotricatel~nogo vektora x ≠ 0, to neravenstvo (1.2) (neravenstvo (1.4)) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (1.1) (neravenstvo (1.3)) ØvlØetsØ ravenstvom.

Teorema 1.3 (sm., napr., [5, glava 2, sledstvie 1.5]). Pust~ A i

B – neotricatel~nye matricy porØdka n > 1. Esli A 6 B, to perronovskie korni A i B svØzany sootnoxeniem ρ(A) 6 ρ(B). (1.5) Krome togo, esli matrica B neprivodima i A ≠ B, to neravenstvo (1.5) ØvlØetsØ strogim.

Teorema 1.4 (sm., napr., [5, glava 2, sledstvie 1.6]). Pust~ A

– neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 i pust~ S – nepustoe podmnoßestvo mnoßestva indeksov ⟨n⟩. Togda ρ(A[S]) 6 ρ(A). (1.6) Krome togo, esli matrica A neprivodima, to neravenstvo (1.6) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda S = ⟨n⟩.

V teoreme 1.4 i na protØßenii vseæ stat~i ispol~zuetsØ oboznaqenie ⟨n⟩ = {1, . . . , n}, gde n > 1. Matriqnye i vektornye neravenstva ponima¸tsØ kak pokomponentnye. Toqnee govorØ, esli A = (a_{ij}), B = (b_{ij} ) ∈ R^{m×n}, m, n > 1, to neravenstvo A > B oznaqaet, qto a_{ij} > b_{ij}, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, a neravenstvo A > B oznaqaet, qto a_{ij} > b_{ij}, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n.

V §2 fftoæ raboty my dokazyvaem tak nazyvaemoe obobwennoe svoæstvo monotonnosti perronovskogo kornØ, pozvolØ¸wee sravnivat~ perronovskie korni neotricatel~nyh matric A i B razliqnyh porØdkov, sravnivaØ proizvedeniØ AH i HB, gde H – prØmougol~naØ neotricatel~naØ matrica. My pokazyvaem, qto iz obobwennogo svoæstva monotonnosti sledu¸t vse utverßdeniØ teorem 1.2–1.4, a takße dvustoronnie ocenki dlØ perronovskogo kornØ bloqnoæ neotricatel~noæ matricy, predloßennye QistØkovym v rabote [4]. Bolee togo, poluqeny usloviØ, neobhodimye i dostatoqnye dlØ togo, qtoby ocenki QistØkova vypolnØlis~ s ravenstvom. V §3 predstavleny nekotorye verhnie ocenki dlØ spektral~nogo radiusa kompleksnoæ matricy, vyteka¸wie iz rezul~tatov §2, a imenno, obobwenie lemmy Vilandta i bloqnye verhnie ocenki.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 15 V zakl¸qenie fftogo paragrafa privedem nekotorye oboznaqeniØ, ispol~zuemye v rabote.

• Qerez, I_n, n > 1, oboznaqaetsØ ediniqnaØ matrica porØdka n. • DlØ m × n matricy A = (a_{ij}) i nepustyh podmnoßestv R ⊆ ⟨m⟩ i S ⊆ ⟨n⟩ qerez A[R, S] oboznaqaetsØ podmatrica (a_{ij}) i2R_j2_S , a esli R ⊆ ⟨m⟩ ∩ ⟨n⟩, to qerez A[R] oboznaqaetsØ glavnaØ podmatri- ca A[R, R]. • DlØ matricy A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} qerez

r_i(A) = n∑ j=1 |a_{ij}|, i = 1, . . ., n, oboznaqa¸tsØ absol¸tnye stroqnye summy matricy A. • Esli A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , to qerez |A| oboznaqaetsØ matrica (|a_{ij}|), sostoØwaØ iz moduleæ fflementov A.

• C(A) – ffto mnoßestvo vseh prostyh konturov v orientirovannom grafe matricy A, i dlØ kontura γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ C(A), gde i_{k+1} = i_1, my polagaem |γ| = k i

Π_γ (A) = k∏ j=1 a_{ij ij}+1 ; (1.7)

mnoßestvo {i_1, . . . , i_k} nazyvaetsØ nositelem kontura γ i oboznaqaetsØ qerez γ̄.

§2. Osnovnye rezul~taty Obobwennoe svoæstvo monotonnosti perronovskogo kornØ sformulirovano v sledu¸weæ teoreme.

Teorema 2.1. Pust~ A i B – neotricatel~nye matricy porØd-

kov m, n > 1 sootvetstvenno. Esli dlØ neotricatel~noæ m × n matricy H, ne ime¸weæ nulevyh strok, spravedlivo matriqnoe neravenstvo AH 6 HB, (2.1) to ρ(A) 6 ρ(B). (2.2) Krome togo, esli obe matricy A i B neprivodimy, to neravenstvo (2.2) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (2.1) vypolnØetsØ s ravenstvom.

16 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA

Dokazatel~stvo. Predpoloßim sperva, qto matrica A neprivo-

dima. V fftom sluqae, po teoreme 1.1, levyæ perronovskiæ vektor u matricy A poloßitelen, i iz neravenstva (2.1) sleduet, qto u^T AH = ρ(A)(u^T H) 6 (u^T H)B. (2.3) Poskol~ku matrica H ne imeet nulevyh strok, ona, oqevidno, nenulevaØ, tak qto vektor v = H^T u neotricatel~nyæ i nenulevoæ. Predstaviv neravenstvo (2.3) v vide B^T v > ρ(A)v (2.4) i primeniv teoremu 1.2, my prihodim k ßelaemomu neravenstvu (2.2).

Rassmotrim teper~ obwiæ sluqaæ privodimoæ matricy A. V fftom sluqae suwestvuet nepustoe sobstvennoe podmnoßestvo

S $ ⟨m⟩ mnoßestva indeksov takoe, qto glavnaØ podmatrica A[S]

ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ A, priqem ρ(A) = ρ(A[S]). (2.5) Kak legko videt~, iz neravenstva (2.1) sleduet, qto A[S] H[S, ⟨n⟩] 6 (AH)[S, ⟨n⟩] 6 (HB)[S, ⟨n⟩] = H[S, ⟨n⟩]B. (2.6) Takim obrazom, neprivodimaØ matrica A[S] udovletvorØet usloviØm teoremy s neotricatel~noæ matriceæ H[S, ⟨n⟩]. Zametim, qto matrica H[S, ⟨n⟩] ne imeet nulevyh strok, poskol~ku, po predpoloßeni¸, H ne imeet takovyh. V qastnosti, H[S, ⟨n⟩] – nenulevaØ matrica. Sledovatel~no, kak uße ustanovleno, iz neravenstva (2.6) sleduet, qto ρ(A[S]) 6 ρ(B), (2.7) i neravenstvo (2.2) vytekaet iz (2.5) i (2.7).

Pust~ teper~ obe matricy A i B neprivodimy. Rassmotrim sluqaæ ravenstva v (2.2). Pust~ sperva ρ(A) = ρ(B). (2.8) Togda iz neravenstva (2.4) sleduet, qto B^T v > ρ(A)v = ρ(B^T )v.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 17 PrimenØØ teoremu 1.2 k neprivodimoæ matrice B^T , my zakl¸- qaem, qto B^T v = ρ(B^T )v, (2.9)

t.e. v = H^T u – levyæ perronovskiæ vektor matricy B. Poskol~ku matrica B neprivodima, vektor v poloßitelen.

Teper~, rassußdaØ ot protivnogo, dopustim, qto neravenstvo (2.1) ne ØvlØetsØ ravenstvom. V fftom sluqae, uqityvaØ poloßitel~nost~ vektora u i sootnoxenie (2.9), my moßem naæti takoæ indeks i ∈ ⟨m⟩, qto

(u^T AH)_i = ρ(A)(u^T H)_i = ρ(A)v_i < (u^T HB)_i = (v^T B)_i = ρ(B)v_i ,

otkuda sleduet, qto ρ(A) < ρ(B). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto AH = HB. (2.10) Obratno, pust~ spravedlivo ravenstvo (2.10) i pust~ x – (poloßitel~nyæ) pravyæ perronovskiæ vektor neprivodimoæ matricy B. Togda, v silu (2.10) i (2.2), my imeem AHx = HBx = ρ(B)Hx > ρ(A)Hx. (2.11) Poskol~ku matrica H otliqna ot nulevoæ, vektor y = Hx neotricatelen i otliqen ot nulevogo, a znaqit, po teoreme 1.2 v primenenii k neprivodimoæ matrice A, pravoe neravenstvo v (2.11) ØvlØetsØ ravenstvom. Sledovatel~no, vypolnØetsØ sootnoxenie (2.8), qto i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

Zameqanie 2.1. Esli v usloviØh teoremy 2.1 matrica A ne-

privodima, to, kak sleduet iz privedennogo dokazatel~stva, vse utverßdeniØ fftoæ teoremy verny dlØ proizvol~noæ neotricatel~noæ matricy H ≠ 0, u kotoroæ dopuskaetsØ naliqie nulevyh strok.

Zameqanie 2.2. Vo vtoroæ qasti teoremy 2.1 predpoloßenie o

neprivodimosti obeih matric A i B ne moßet byt~ opuweno. Deæstvitel~no, esli A = [ 3 0 1 1 ] , H = [ 1 1 ] , B = 3,

18 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA to ρ(A) = ρ(B) = 3, AH = [ 3 2 ]

6 HB =^{[ 3}^] , no AH ≠ HB.

Analogiqno, esli

A = 2, H = [1 1], B = [ 2 2 0 1 ] , to ρ(A) = ρ(B) = 2, AH = [2 2] 6 HB = [2 3] , no AH ≠ HB.

TransponiruØ uslovie (2.1), my nemedlenno poluqaem sledu- ¸wiæ rezul~tat, vyteka¸wiæ iz teoremy 2.1.

Sledstvie 2.1. Pust~ A i B – neotricatel~nye matricy porØd-

kov m, n > 1 sootvetstvenno. Esli dlØ neotricatel~noæ m × n matricy H, ne ime¸weæ nulevyh stolbcov, spravedlivo neravenstvo AH > HB, (2.12) to ρ(A) > ρ(B). (2.13)

Krome togo, esli obe matricy A i B neprivodimy, to neravenstvo (2.13) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (2.12) vypolnØetsØ s ravenstvom.

Zameqanie 2.3. Esli v usloviØh sledstviØ 2.1 matrica B ne-

privodima, to vse utverßdeniØ osta¸tsØ v sile dlØ nenulevoæ neotricatel~noæ matricy H.

Teper~ my pokaßem, qto iz teoremy 2.1 i sledstviØ 2.1 moßno vyvesti svoæstva monotonnosti perronovskogo kornØ, sformulirovannye v teoremah 1.2–1.4.

Deæstvitel~no, vvidu zameqaniæ 2.1 i 2.3, teorema 1.2 ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 2.1 i sledstviØ 2.1, sootvetstvu- ¸wim n = 1.

DlØ togo, qtoby vyvesti teoremu 1.4, predpoloßim, qto B – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1 i qto S ≠ ? – podmnoßestvo mnoßestva ⟨n⟩, |S| = m 6 n. Perestaviv, esli ffto trebuetsØ, stroki i stolbcy matricy B, moßno sqitat~, qto S = ⟨m⟩.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 19 Poloßim A = B[S] i H = [I_m 0]. Togda neravenstvo (2.1) ravnosil~no neravenstvu

[B[S] 0] 6 [B[S] B[S, S̄]], (2.14)

gde^¯S = ⟨n⟩ \ S, kotoroe oqevidno verno. Sledovatel~no, po teoreme 2.1, my imeem ρ(B[S]) 6 ρ(B), S ⊆ ⟨n⟩. (2.15) Dalee, esli neravenstvo (2.15) ØvlØetsØ ravenstvom, a matrica B neprivodima, to, opØt~ ße po teoreme 2.1, my neobhodimo imeem AH = HB. Vvidu (2.14), poluqennoe ravenstvo oznaqaet, qto libo B[S,^¯S] = 0, libo S = ⟨n⟩. Poskol~ku, v silu neprivodimosti matricy B, pervoe nevozmoßno, my zakl¸qaem, qto S = ⟨n⟩. Itak, teorema 1.4 deæstvitel~no ØvlØetsØ sledstviem teoremy 2.1.

Nakonec, teorema 1.3 vyvoditsØ sledu¸wim obrazom. DlØ togo, qtoby poluqit~ pervoe utverßdenie teoremy 1.3, dostatoqno v teoreme 2.1 poloßit~ m = n i H = I_n. Pust~ teper~ matrica B neprivodima i pust~ S ⊆ ⟨n⟩ – takoe nepustoe podmnoßestvo, qto matrica A[S] ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ A i ρ(A[S]) = ρ(A). Iz neravenstva A 6 B oqevidno sleduet, qto A[S] 6 B[S], tak qto, v silu (1.5) i (1.6), my imeem ρ(A) = ρ(A[S]) 6 ρ(B[S]) 6 ρ(B). Takim obrazom, esli ρ(A) = ρ(B), to ρ(B[S]) = ρ(B), a poskol~ku matrica B neprivodima, iz teoremy 1.4 vytekaet, qto S = ⟨n⟩. Sledovatel~no, esli v usloviØh teoremy 1.3 matrica B neprivodima i ρ(A) = ρ(B), to A takße neprivodima, a togda, po teoreme 2.1, my neobhodimo imeem A = B.

Niße my rassmatrivaem ewe odno sledstvie iz teoremy 2.1 i sledstviØ 2.1, sootvetstvu¸wee specifiqeskomu vyboru matricy H.

Pust~ ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_j , 1 6 n 6 m,

20 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA – razbienie mnoßestva ⟨m⟩ na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva. Opredelim matricu H = (h_{ij}), poloßiv h_{ij} = { 1, esli i ∈ M_j , 0 v ostal~nyh sluqaØh,^1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, (2.16)

tak qto kaßdaØ stroka H soderßit v toqnosti odin ediniqnyæ fflement. Zametim, qto matrica H ne imeet ni nulevyh strok, ni nulevyh stolbcov. Togda dlØ k ∈ M_i i j ∈ ⟨n⟩ my imeem (AH)_{kj} = m∑ l=1 a_{kl}h_{lj} = ∑ l∈M_j a_{kl} i (HB)_{kj} = n∑ l=1 h_{kl}b_{lj} = b_{ij}. Sledovatel~no, matriqnoe neravenstvo AH 6 HB ravnosil~no usloviØm ∑ l∈M_j a_{kl} 6 b_{ij}, k ∈ M_i, i, j = 1, . . . , n. Drugimi slovami, dlØ matricy H, opredelennoæ v (2.16), my imeem AH 6 HB ⇐⇒ max_{k∈Mi}^∑_{l∈Mj} akl 6 bij, i, j = 1, . . ., n. (2.17) Oboznaqim A_{ij} = A[M_i, M_j], i, j = 1, . . ., n. Togda pravu¸ qast~ ffkvivalentnosti (2.17) moßno zapisat~ v vide ‖A_{ij}‖_∞ 6 b_{ij}, i, j = 1, . . . , n. (2.18) Analogiqno, dlØ n × n matricy C = (c_{ij}) i matricy H, opredelennoæ v (2.16), my imeem AH > HC ⇐⇒ min_{k∈Mi}^∑_{l∈Mj} akl > cij, i, j = 1, . . . , n. (2.19)

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 21 Vvedem v rassmotrenie n × n neotricatel~nye matricy

Â = (â_{ij}), â_{ij} = max k∈M_i ∑ l∈M_j a_{kl}, i, j = 1, . . . , n, (2.20) i Ǎ = (ǎ_{ij}), ǎ_{ij} = min k∈M_i ∑ l∈M_j a_{kl}, i, j = 1, . . . , n. (2.21) V fftih oboznaqeniØh ffkvivalentnosti (2.17) i (2.19) prinima¸t sledu¸wiæ vid: AH 6 HB ⇐⇒^^A 6 B, (2.22) AH > HC ⇐⇒^ˇA > C. (2.23) Vvidu (2.22) i (2.23), my takße imeem AH = HB ⇐⇒ B = Â = Ǎ. (2.24) Teper~ my gotovy dokazat~ teoremu o dvustoronnih ocenkah dlØ perronovskogo kornØ neotricatel~noæ matricy, predstavlennoæ v bloqnom vide.

Teorema 2.2. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka m > 1 i pust~ ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_j , 1 6 n 6 m, (2.25)

– razbienie mnoßestva indeksov na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva. Pust~ neotricatel~nye n × n matricy B i C udovletvorØ¸t usloviØm

B >^^A, C 6^ˇA. (2.26)

Togda dlØ perronovskogo kornØ matricy A spravedlivy dvustoronnie ocenki ρ(C) 6 ρ(A) 6 ρ(B). (2.27) Krome togo, esli matrica A neprivodima, to pravoe neravenstvo v (2.27) vypolnØetsØ s ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda

B = Â = Ǎ, (2.28)

22 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA a levoe neravenstvo v (2.27) vypolnØetsØ s ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda C = Ǎ = Â. (2.29) V qastnosti, l¸boe iz neravenstv v cepoqke ρ(Ǎ) 6 ρ(A) 6 ρ(Â) (2.30)

ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda Â = Ǎ; v protivnom sluqae oba neravenstva v (2.30) vypolnØ¸tsØ strogo.

Dokazatel~stvo. Vvidu (2.22) i (2.23), neravenstva (2.27) ne-

medlenno vyteka¸t iz teoremy 2.1 i sledstviØ 2.1.

Pust~ teper~ matrica A neprivodima i predpoloßim, qto ρ(A) = ρ(B). (2.31) Poskol~ku iz privodimosti^^A oqevidno sleduet, qto i A privodima, my zakl¸qaem, qto matricy^^A i B >^^A obe neprivodimy. Sledovatel~no, v silu teoremy 2.1 i s uqetom ffkvivalentnosti (2.24), ravenstva (2.28) ime¸t mesto.

Teper~ predpoloßim, qto A neprivodima i qto ρ(C) = ρ(A). (2.32) PrimenØØ teoremu 1.3 i ispol~zuØ (2.27) s C =^ˇA, my vyvodim ρ(C) 6 ρ(Ǎ) 6 ρ(A). S uqetom ravenstva (2.32), poslednie neravenstva svodØtsØ k ravenstvam ρ(C) = ρ(Ǎ) = ρ(A). (2.33) Pokaßem, qto matrica^ˇA neprivodima. DlØ fftogo, rassußdaØ ot protivnogo, dopustim, qto^ˇA privodima. Pust~ S $ ⟨n⟩ – takoe nepustoe podmnoßestvo, qto podmatrica^ˇA[S] ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ matricy^ˇA i vypolneno ravenstvo ρ(Ǎ[S]) = ρ(Ǎ). (2.34) Opredelim podmnoßestvo

S̃ = ⋃ i∈S M_i.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 23 Oqevidno,^~S – nepustoe sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva ⟨m⟩. Poskol~ku matrica A neprivodima, v silu teoremy 1.4 i (2.33), my imeem ρ(A[S̃]) < ρ(A) = ρ(Ǎ). No, v silu (2.34) i teoremy 2.2 , my takße imeem

ρ(Ǎ) = ρ(Ǎ[S]) 6 ρ(A[S̃]).

Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto matrica^ˇA neprivodima, otkuda, opØt~ ße po teoreme 2.2, sleduet, qto iz pravogo ravenstva v (2.33) vytekaet ravenstvo^ˇA =^^A.

Nakonec, v silu teoremy 1.3, iz neprivodimosti matricy^ˇA sleduet, qto ρ(C) = ρ(^ˇA) togda i tol~ko togda, kogda C =^ˇA. �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo teoremy 2.2. �

Zameqanie 2.4. V poslednem utverßdenii teoremy 2.2 predpo-

loßenie o tom, qto matrica A neprivodima, ne moßet byt~ zameneno na predpoloßenie o neprivodimosti^ˇA i, tem bolee, na predpoloßenie o tom, qto matrica^^A neprivodima, t.e. qto matrica A ØvlØetsØ bloqno neprivodimoæ otnositel~no bloqnogo razbieniØ, induciruemogo (2.25). Deæstvitel~no, pust~ A = 0 0 1 0 1 1 0 1 1 , M_1 = {1, 2}, M_2 = {3}. Togda

Â = [ 1 1 1 1 ] ≠ Ǎ = [ 0 1 1 1 ] i ρ(A) = ρ(Â) = 2 > ρ(Ǎ).

Znaqit, dlØ fftogo primera pravoe neravenstvo v (2.30) ØvlØetsØ ravenstvom, togda kak levoe neravenstvo vypolnØetsØ strogo.

Zameqanie 2.5. Interesno otmetit~ tot fakt, qto esli v uslovi-

Øh teoremy 2.2 imeet mesto ravenstvo^^A =^ˇA, to kaßdoe sobstvennoe znaqenie matricy^^A ØvlØetsØ odnovremenno i sobstvennym znaqeniem ishodnoæ matricy A. Deæstvitel~no, vvidu (2.24), spravedlivo sootnoxenie AH = H^^A, iz kotorogo sleduet, qto esli_^ Ax = μx, x ≠ 0,

24 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA to A(Hx) = μ(Hx). Teper~ ostaetsØ lix~ zametit~, qto, v silu opredeleniØ (2.16) matricy H, vektor Hx otliqen ot nulevogo, poskol~ku Hx =

0 ⇐⇒ x = 0.

V svØzi s teoremoæ 2.2 umestny sledu¸wie kommentarii. (1) Pervoe utverßdenie teoremy 2.2 – ffto v toqnosti glavnyæ rezul~tat raboty [4].

(2) Pravoe neravenstvo v (2.27) ØvlØetsØ qastnym sluqaem znaqitel~no bolee obwego rezul~tata, vpervye poluqennogo Ostrovskim (sm. [8, teorema 4], a takße [9]).

(3) Qast~ teoremy 2.2, otnosØwaØsØ k sluqaØm ravenstva, ØvlØetsØ novoæ i predstavlØet interes. Ranee v rabote [7] sluqaæ ravenstva ρ(A) = ρ(B) byl rassmotren dlØ drugogo qastnogo sluqaØ upomØnutoæ teoremy Ostrovskogo, a imenno, v predpoloßenii, qto (sr. (2.18)) ‖A_{ij} ‖_2 6 b_{ij}, i, j = 1, . . . , n, a ‖ · ‖_2 – spektral~naØ matriqnaØ norma. Otmetim, qto sluqaæ ravenstva v obweæ teoreme Ostrovskogo poka ne issledovan. (4) Pri m = 1 teorema 2.2 svoditsØ k sledu¸wemu horoxo izvestnomu rezul~tatu Frobeniusa.

Sledstvie 2.2. Pust~ A – neotricatel~naØ matrica porØdka n > 1. Togda dlØ ee perronovskogo kornØ spravedlivy dvustoron-

nie ocenki min i∈⟨n⟩ r_i(A) 6 ρ(A) 6 max_{i∈⟨n⟩} r_i(A). (2.35)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to l¸boe iz neravenstv v (2.35) vypolnØetsØ s ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda min i∈⟨n⟩ r_i(A) = max_{i∈⟨n⟩} r_i(A). Iz teoremy 2.2 nemedlenno sleduet, qto l¸baØ verhnØØ ocenka dlØ ρ(^^A) i l¸baØ nißnØØ ocenka dlØ ρ(^ˇA) mogut byt~ ispol~- zovany sootvetstvenno kak verhnØØ i nißnØØ ocenki dlØ ρ(A). Naprimer, kombiniruØ neravenstva (2.30) s dvustoronnimi konturnymi ocenkami dlØ perronovskogo kornØ, predloßennymi v rabote [1] (sm. takße [3, teorema 1.1] v fftom sbornike), my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 25

Teorema 2.3. Pust~ A = (aij) – neotricatel~naØ matrica porØd-

ka m > 1 i pust~ ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_j , 1 6 n 6 m,

– razbienie mnoßestva indeksov na nepereseka¸wiesØ nepustye podmnoßestva. Pust~ matricy Â i Ǎ opredeleny, kak v (2.20) i (2.21). Togda dlØ perronovskogo kornØ A spravedlivy dvustoronnie ocenki

min γ∈C(^ˇA) ∏ i∈γ̄ r_i(Ǎ) 1/|γ|

6 ρ(A) 6 max_{γ∈C(Â)}

∏ i∈γ̄ r_i(Â) 1/|γ| . (2.36)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to oba neravenstva v (2.36) ØvlØ¸tsØ ravenstvami togda i tol~ko togda, kogda vypolneny sledu¸wie usloviØ: • Ǎ = Â, • min γ∈C(^^A) ∏ i∈γ̄ r_i(Â) 1/|γ| = max γ∈C(^^A) ∏ i∈γ̄ r_i(Â) 1/|γ| ;

v protivnom sluqae oba neravenstva v (2.36) ØvlØ¸tsØ strogimi.

Zameqanie 2.6. Neravenstva (2.36) sovpada¸t s qastnym sluqa-

em ocenok (3.23) iz raboty [3], sootvetstvu¸wim {A^{(x)}}_{x∈X} = {A}. Utverßdenie, otnosØweesØ k sluqa¸ ravenstv v (2.36), ØvlØetsØ novym.

§3. Verhnie ocenki dlØ spektral~nogo radiusa

V fftom paragrafe my vyvodim verhnie ocenki dlØ spektral~- nogo radiusa kompleksnoæ matricy iz ocenok dlØ perronovskogo kornØ, poluqennyh v §2.

Napomnim sperva odin rezul~tat, prinadleßawiæ Vilandtu (sm., napr., [2, s. 358]), kotoryæ pozvolØet ocenivat~ sverhu spektral~nyæ radius kvadratnoæ matricy qerez perronovskiæ koren~ podhodØweæ neotricatel~noæ matricy.

26 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA

Lemma 3.1. Pust~ matricy A ∈ C^{n×n} i P ∈ R^{n×n}, n > 1, udovle-

tvorØ¸t uslovi¸ |A| 6 P. Togda kaßdoe sobstvennoe znaqenie λ(A) ∈ Spec A udovletvorØet neravenstvu |λ(A)| 6 ρ(P ); (3.1) krome togo, esli matrica P neprivodima, to neravenstvo (3.1) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet unitarnaØ diagonal~naØ matrica D takaØ, qto A = εD^∗P D, (3.2) gde ε = λ(A)/ρ(P ).

Zametim, qto iz sootnoxeniØ (3.2) trivial~no sleduet ravenstvo P = |A|, i napomnim, qto v neprivodimom sluqae suwestvovanie unitarnoæ diagonal~noæ matricy D, dlØ kotoroæ spravedlivo ravenstvo ε̄A = D^∗|A|D, (3.3) ravnosil~no vypolneni¸ koneqnogo nabora usloviæ, sootvetstvu¸wih konturam iz C(A). Toqnee govorØ, spravedliv sledu- ¸wiæ rezul~tat.

Lemma 3.2 [6, lemma (3,4)]. DlØ neprivodimoæ matricy B ∈ C^{n×n} , n > 1, sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) B = D^∗|B|D, gde |D| = I_n;

(ii) dlØ kaßdogo kontura γ ∈ C(B) imeet mesto neravenstvo

Π_γ (B) > 0, (3.4)

gde konturnoe proizvedenie Π_γ (B) opredeleno v (1.7).

V silu lemmy 3.2, ravenstvo (3.3) ravnosil~no sledu¸wemu uslovi¸:

ε̄^{|γ|}Π_γ (A) > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ C(A). (3.5)

Teper~, kombiniruØ teoremu 2.1 i sledstvie 2.1 (s uqetom zameqaniæ 2.1 i 2.3) s lemmoæ 3.1 i ispol~zuØ lemmu 3.2, my prihodim k sledu¸wemu obobweni¸ lemmy Vilandta.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 27

Teorema 3.1. Pust~ A ∈ C^{m×m} , m > 1, i pust~ B – neotrica-

tel~naØ matrica porØdka n > 1. Esli libo |A|H 6 HB, (3.6) gde H – neotricatel~naØ m × n matrica, ne ime¸waØ nulevyh strok, libo H|A| 6 BH, (3.7) gde H – neotricatel~naØ n × m matrica, ne ime¸waØ nulevyh stolbcov, to ρ(A) 6 ρ(B). (3.8) Krome togo, esli obe matricy A i B neprivodimy i uslovie (3.6) (uslovie (3.7)) vypolneno dlØ nenulevoæ neotricatel~noæ matricy H, to neravenstvo (3.8) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda neravenstvo (3.6) (neravenstvo (3.7)) ØvlØetsØ ravenstvom i dlØ nekotorogo ε ∈ C , |ε| = 1, vypolneno uslo- vie [ Π_γ (A)/|Π_γ (A)| ]_{1/|γ|} = ε dlØ kaßdogo γ ∈ C(A). (3.9)

KombiniruØ teoremu 2.2 s lemmoæ 3.1 i ispol~zuØ lemmu 3.2, my nemedlenno poluqaem sledu¸wu¸ bloqnu¸ ocenku dlØ spektral~nogo radiusa.

Teorema 3.2. Pust~ A ∈ C^{m×m} , m > 1, i pust~ ⟨m⟩ = n⋃ i=1 M_j , 1 6 n 6 m,

– razbienie mnoßestva indeksov na nepustye nepereseka¸wiesØ podmnoßestva. Poloßim

Â = (â_{ij} ), â_{ij} = max k∈M_i ∑ l∈M_j |a_{kl}| = ‖A[M_i, M_j ]‖_∞, i, j = 1, . . ., n. (3.10) Togda dlØ spektral~nogo radiusa matricy A spravedliva ocenka

ρ(A) 6 ρ(Â). (3.11)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to neravenstvo (3.11) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda â_{ij} = min_{k∈Mi} ∑ l∈M_j |a_{kl}|, i, j = 1, . . . , n, (3.12)

28 ı. A. AL^PIN, L. ı. KOLOTILINA

i dlØ nekotorogo ε ∈ C , |ε| = 1, vypolneno uslovie (3.9).

Nakonec, teorema 2.3 v soqetanii s lemmami 3.1 i 3.2 daet sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3.3. V usloviØh teoremy 3.2 spektral~nyæ radius ma-

tricy A udovletvorØet verhneæ ocenke

ρ(A) 6 max_{γ∈}

C(^^A) ∏ i∈γ̄ r_i(Â) 1/|γ|

= max γ∈C(^^A) ∏ i∈γ̄ n∑ j=1 ‖A[M_i, M_j]‖_∞ 1/|γ| . (3.13)

Krome togo, esli matrica A neprivodima, to neravenstvo v (3.13) ØvlØetsØ ravenstvom togda i tol~ko togda, kogda vypolneny usloviØ (3.12) i (3.9) i spravedlivo sootnoxenie

max γ∈C(^^A) ∏ i∈γ̄ r_i(Â) 1/|γ| = min γ∈C(^^A) ∏ i∈γ̄ r_i(Â) 1/|γ| . (3.14)

Literatura

1. ı. A. Al~pin, Granicy dlØ perronova kornØ neotricatel~noæ matricy, uqityva¸wie svoæstva ee grafa. — Matem. zametki 58 (1995), 635–637.

2. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, M., 1967.

3. ı. A. Al~pin, L. ı. Kolotilina, N. N. Korneeva, Sovmestnye ocenki dlØ perronovskih korneæ neotricatel~nyh matric i ih priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 334 (2006), 30–56.

4. V. P. QistØkov, K ocenke perronova kornØ neotricatel~nyh matric. — Dokl. AN SSSR 246 (1979), 548–550.

5. A. Berman, R. J. Plemmons, Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences.

Academic Press, New York etc., 1979.

6. M. Fiedler, V. Pták, Cyclic products and an inequality for determinants. — Czechoslovak Math. J. 19 (1969), 428–450.

7. L. Yu. Kolotilina, Nonsingularity/singularity criteria for block diagonally dominant matrices. — Linear Algebra Appl. 359 (2003), 133–159.

8. A. M. Ostrowski, On some metrical properties of operator matrices and matrices partitioned into blocks. — J. Math. Anal. Appl. 2 (1961), 161–209.

9. F. Robert, Recherche d’une M-matrice parmi les minorantes d’un opérateur linéaire. — Numer. Math. 9 (1966), 189–199.

OBOBWENNOE SVO`STVO MONOTONNOSTI 29 Al’pin Yu. A., Kolotilina L. Yu. The generalized monotonicity property of the Perron root.

The paper presents a new monotonicity property of the Perron root of a nonnegative matrix. It is shown that this new property implies known monotonicity properties and also the Chistyakov two-sided bounds for the Peroon root of a block-partitioned nonnegative matrix. Moreover, based on the monotonicity property suggested, the equality cases in Chistyakov’s theorem are analyzed. Applications to bounding above the spectral radius of a complex matrix are presented.

Postupilo 29 i¸nØ 2006 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Yuri.Alpin@ksu.ru

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: liko@pdmi.ras.ru