Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 332, 2006 g.

G. I. Petraxen~ , V. V. Rexetnikov, ı. A. Surkov

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA INTERFERENCIONNYH UPRUGIH VOLNOVYH POLE` V TONKOSLOISTYH SREDAH. 1

Odnoæ iz poslednih rabot G. I. PetraxenØ, ostavxeæsØ nezaverxennoæ, byla stat~Ø o sopostavlenii metodov rasqeta interferencionnyh uprugih volnovyh poleæ v tonkostoistyh sredah. Predpolagalos~ proanalizirovat~ i sopostavit~ rezul~taty qislennogo modelirovaniØ volnovyh poleæ, poluqennyh metodom dispersionnogo uravneniØ i metodom naloßeniØ kratnyh voln. Analiz i sopostavlenie planirovalos~ provesti na primere prosteæxeæ zadaqi dlØ tonkogo uprugogo sloØ na uprugom poluprostranstve. V silu rØda priqin nezaverxennoæ okazalas~ poslednØØ qast~ raboty, svØzannaØ s analizami rasqetov, za kotoru¸ otveqali soavtory. Pervye dva paragrafa praktiqeski byli zakonqeny G. I. Petraxenem i soavtory rexili opublikovat~ ih v vide neskol~kih stateæ, dopolniv ih obsußdeniem vyqislitel~nyh problem, vozmoßnosteæ ih rexeniØ i aktual~- nost~¸ algoritmov, predloßennyh G. I. Petraxenem dlØ interpretacii seæsmiqeskih nabl¸deniæ.

V dannoæ stat~e rassmatrivaetsØ nestacionarnaØ zadaqa na rasprostranenie nizkoqastotnyh voln dlØ paqki uprugih sloev, leßaweæ na uprugom poluprostranstve. Postroeny toqnye matematiqeskie rexeniØ v forme povtornyh integralov v treh osnovnyh formah. DokazyvaetsØ udovletvorenie fftih rexeniæ naqal~nym usloviØm. RassmatrivaetsØ vozmoßnost~ perehoda k predstavleni¸ rexeniØ naloßeniem kratnyh voln. ObsußdaetsØ svØz~ postroennyh rexeniæ.

1. RassmatrivaetsØ uprugaØ sreda, sostoØwaØ iz N plosko-

parallel~nyh odnorodnyh i izotropnyh sloev

H_ν < z < H_{ν+1} = H_ν + h_ν, (ν = 1, 2, 3, . . . , N ), (1)

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant No. 05-01-00936. 220

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 221 ograniqennaØ svobodnoæ poverhnost~¸ pri z = 0 i poluprostranstvom pri z > H_N . Sloi sredy harakterizu¸tsØ parametrami

h_ν > 0, ρ_ν , v^{(ν)}_p , v^{(ν)}_s , μ_ν , (ν = 1, 2, . . . , N ), (2)

ili modulØmi μ_ν, i otnosmitel~nymi skorostnymi parametrami

γ_ν = v_0 v^{(ν)}_p , δ_ν = v_0 v^{(ν)}_s , (2^′)

gde v_0 – minimal~naØ iz popereqnyh skorosteæ v sloØh v^{(ν)}s (ν = 1, 2, . . . , N ). PredpolagaetsØ, qto pri t < 0 sreda nahodilas~ v pokoe, a pri t = 0 v proizvol~no-vybrannoæ toqke prikladyvaetsØ sosredotoqennoe vozdeæstvie vida ⃗F = δ(x)δ(z − z_0)f(t)⃗q (3) v ploskom sluqae volnovogo polØ, i vida ⃗F = δ(r) πr δ(z − z_0)f(t)⃗q (4) v prostranstvennom sluqae. Zdes~ ⃗q = ⃗k – ort osi z, δ(x) ili δ(r) – simvoly funkcii Diraka, a f(t) – proizvol~naØ gladnaØ funkciØ ot vremeni.

V rassmatrivaemom klasse sred rexenie zadaq dlØ opredeleniØ uprugih volnovyh poleæ pri vozdeæstvii istoqnikov (3) i (4) otliqa¸tsØ drug ot druga lix~ v detalØh, v osnovnom, lix~ v vybore vnexnego integrala iz povtornyh. Tak v sluqae (3) vnexnim v predstavlenii rexeniæ ØvlØetsØ integral Fur~e po peremennoæ x, a v sluqae (4) – integral Fur~e–BesselØ po peremennoæ r. Vnutrennie ße integraly Mellina po t okazyva- ¸tsØ toßdestvennymi [1, 2]. Pofftomu izloßenie l¸byh principial~nyh voprosov teorii moßno proizvodit~ na prosteæxem primere kakoæ-libo iz ploskih zadaq, matematiqeskoe rexenie kotoroæ proizvodØt obyqno v potencialah φ_ν = φ_ν (x, z, t) i ⃗ψ_ν = ψ_ν (x, z, t)⃗j, (ν = 1, 2, . . . , N ). V sluqae ploskoæ zadaqi dlØ ideal~noæ uprugoæ sredy potencialy v ν-om sloe sredy dolßny udovletvorØt~ uravneniØm dvißeniØ

∂^2φ_ν ∂x^2 + ∂^2φ_ν ∂z^2 = 1 (v^{(ν)}p )

∂^2φ_ν ∂t^2 , ∂^2ψ_ν ∂x^2 + ∂^2ψ_ν ∂z^2 = 1 (v^{(ν)}s )

∂^2ψ_ν ∂t^2 . (5)

222 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV Na granicah razdela sloev dolßny vypolnØt~sØ te ili inye (lineænye) graniqnye usloviØ kontakta, soderßawie sostavlØ- ¸wie vektorov smeweniæ i naprØßeniæ ⃗u_ν = q_ν⃗i + w_ν⃗k; ⃗t^{(ν)}_z = t^{(ν)}_{zx} ⃗i + t^{(ν)}_{zz} ⃗k, (6) gde q_ν = q(φ_ν , ψ_ν ) = ∂φ_ν ∂x − ∂ψ_ν ∂z , w_ν = w(φ_ν, ψ_ν ) = ∂φ_ν ∂z + ∂ψ_ν ∂x , t^{(ν)}_{zx} = t_{zx}(φ_ν , ψ_ν) = μ_ν ( 2 ∂^2φ_ν ∂x∂z + ∂^2ψ_ν ∂x^2 − ∂^2ψ_ν ∂z^2 ) , t^{(ν)}_{zz} = t_{zz}(φ_ν , ψ_ν) = λ_ν

∂^2ψ_ν ∂x^2 + (λ_ν + 2μ_ν)

∂^2φ_ν ∂z^2 + 2μ_ν

∂^2ψ_ν ∂x∂z .

(7)

Nakonec, v zadaqah na vozbußdenie voln vozdeæstviØmi vida (3) ili (4) (vkl¸qaemyh v moment t = 0) potencialy φ_ν i ⃗ψ_ν dolßny udovletvorØt~ nulevym naqal~nym usloviØm φ_ν (x, z, t) | |_{t=0} = 0, ψν(x, z, t) | |_{t=0} = 0 (8) vnutri kaßdogo iz sloev ν = 1, 2, . . . , N sredy.

Zdes~ ostaetsØ zametit~, qto praktiku, obyqno interesu¸t polØ smeweniæ, otveqa¸wie vozdeæstviØm (3) i (4) s nepreryvnoæ i qasto s nizkoqastotnoæ funkcieæ f(t) ot vremeni. Odnako v nekotoryh sluqaØh, naprimer, pri rexenii postavlennoæ zadaqi naloßeniem mnoßestva otraßenno-prelomlennyh kratnyh voln moßet predstavlØt~ interes rassmotrenie zadaqi pri vozdeæstviØh (3) i (4), v kotoryh vremennaØ funkciØ f(t) zamenena sootvetstvenno na funkci¸ Diraka δ(t−τ ) ili funkci¸ Hevisaæda ε(t − τ ). V takih sluqaØh posle postroeniØ poleæ ⃗u_ν(x, z, t − τ ) i ⃗u_ν(r, z, t − τ ) (otveqa¸wih ukazannym singulØrnym vozdeæstvi- Øm), perehod k polØm ⃗U_ν , otveqa¸wih vozdeæstviØm s nepreryvnoæ funkcieæ f(t), sleduet proizvodit~ po formulam ⃗U_ν (x, z, t) = ∞∫ 0 f(τ )⃗u_ν (x, z, t − τ )dτ

⃗U_ν (r, z, t) = ∞∫ 0 f^′(τ )⃗u_ν (r, z, t − τ )dτ, f(0) = 0 (9)

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 223 tipa D¸amelØ

2. ObrawaØs~ k obweæ formulirovke zadaqi iz p. 1, a takße

k izloßeni¸ vozmoßnyh podhodov k ee rexeni¸, budem napominat~ fflementy primenØemogo apparata rexeniØ zadaq takogo tipa. Pri fftom radi opredelennosti, budem sqitat~, qto kontakty na granicah razdela meßdu sloØmi ØvlØ¸tsØ ßestkimi i vozdeæstviØ nad sredoæ opredelØ¸tsØ usloviØmi

t_{zx}(φ_1, ψ_1) = 0, t_{zz}(φ_1, ψ_1) = −δ_β (x)f(t) (3^′)

pri t ¿ 0 i z = H_1 = 0, v pravu¸ qast~ kotoryh vhodit proizvol~naØ funkciØ ot vremeni f(t) i δ-obraznaØ funkciØ ot peremennoæ x, dopuska¸waØ udobnoe integral~noe predstavlenie δ_β(x) ≡ 1 2β exp ( − |x| β ) = 1 π ∞∫ 0 cos kxΦ_0(kβ)dk,

Φ_0 = 1 1 + k^2 , β > 0. (10)

TakaØ funkciØ udovletvorØet sootnoxeni¸

lim_{β→0} +∞∫ −∞ {Ψ(x)δ_β (x − x_0)dx = Ψ(x_0)

pri l¸boæ nepreryvnoæ funkcii Ψ(x). Pofftomu dlØ perehoda v usloviØh (3^′) k vozdeæstvi¸ tipa δ(x)f(t) dostatoqno rexit~ zadaqu pri vozdeæstvii (3^′) v sluqae β > 0, a zatem v okonqatel~no postroennom rexenii soverxit~ predel~nyæ perehod pri β → 0 pod znakom integralov.

Neobhodimo otmetit~, qto pri ßestkom kontakte meßdu sloØmi sredy dolßny vypolnØt~sØ: 1) neodnorodnoe uslovie (3^′) na svobodnoæ granice z = H_1 = 0, gde prikladyvaetsØ vozdeæstvie (3) v sluqae ⃗q = ⃗k i 2) 2(N − 1) vektornyh odnorodnah usloviæ vida

⃗u(φ_ν , ψ_ν) = ⃗u(φ_{ν+1}, ψ_{ν+1}), t_z(φ_ν , ψ_ν) = ⃗t_z(φ_{ν+1}, ψ_{ν+1}) (11)

pri t > 0 na vnutrennih granicah z = H_ν (ν = 2, 3, . . . , N ) razdela sloev sredy, gde H_ν opredeleno v (1).

224 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV Takim obrazom, pri uqete izloßennogo, zadaqa dlØ N -sloænoæ uprugoæ sredy (1)–(3) moßet byt~ sformulirovana sledu¸wim obrazom. Opredelit~ potencialy φ_ν , ψ_ν uprugih volnovyh poleæ tak, qtoby v kaßdom sloe udovletvorØlis~ uravneniØ dvißeniØ (5), na granicah razdela vypolnØlis~ usloviØ kontakta (11), a na svobodnoæ poverhnosti z = H_1 = 0 vypolnØlis~ by usloviØ (3^′), opredelØ¸wie vnexnee vozdeæstvie nad sredoæ i, nakonec, vo vseh vnutrennih toqkah sreda pri t = 0 dolßny vypolnØt~- sØ nulevye naqal~nye usloviØ (8). Taka zadaqa korrektna i ee rexenie edinstvenno.

�ffektivnye ße rexeniØ podobnyh zadaq udaetsØ stroit~ v perviqnoæ forme “(s, k)” metoda konturnyh integralov povtornymi integralami Mellina (po peremennoæ t) i Fur~e (po peremennoæ x) [3].

3. Pri ukazannom podhode potencialy poleæ smeweniæ v sloØh

sredy predstavlØ¸tsØ v vide povtornyh integralov, naprimer, vida φ_ν ψ_ν } = 1 π ∞∫ 0 Φ_ν (z, t, k) cos kx Ψ_ν (z, t, k) sin kx } Φ_0(βk)dk, (12)

Φ_ν Ψ_ν } = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ ~A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν + ~A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν ~B^−_ν e^{−(z−H}ν^{)β̃}ν + ~B^+_ν e^{(z−H}ν^{)β̃}ν } F (s)e^{st} ds, (13)

ili (v simvoliqeskom vide) v forme φ_ν ψ_ν } = L ( φ̃_ν ψ̃_ν ) ≡ 1 π ∞∫ 0 Φ_0(βk) 2πi dk σ+i∞∫

σ−i∞ φ̃_ν ψ̃_ν } F (s)e^{st} ds, (14)

φ̃_ν = cos kx [ ~A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν + ~A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν ] ψ̃_ν = sin kx [ ~B^−_ν e^{−(z−H}ν^{)β̃}ν + ~B^+_ν e^{(z−H}ν^{)β̃}ν ] , (15)

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 225 gde vyraßeniØ

F (s) = ∞∫ 0 f(t)e^{−st} dt, (Re s = σ > 0);

f(t) = 1 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (s)e^{st} ds (15^′)

otveqa¸t funkcii f(t) formy impul~sa v istoqnike, a radikaly α̃_ν, β̃_ν (i vstreqa¸waØsØ dalee veliqina g̃_ν )

α̃_ν = α̃_ν(k, s) = √ k^2 + s^2 (v^{(ν)}_p )^2 , β̃_ν = β̃_ν (k, s) = √ k^2 + s^2 (v^{(ν)}_s )^2 , g̃_ν = g̃(k, s) = 2k^2 + s^2 (v^{(ν)}_s )^2 , (16)

opredeleny na kompleksnoæ ploskosti (s) s razrezami, provedennymi ot toqek vetvleniØ radikalov s = ±ikv^{(ν)}_p i s = ±ikv^{(ν)}_s (16^′)

na beskoneqnost~ vdol~ prØmyh, parallel~nyh otricatel~noæ qasti s < 0 vewestvennoæ osi. Na osnovnom liste ploskosti (s) vetvi radikalov fiksiru¸tsØ usloviØmi

arg α̃_ν = arg β̃_ν = 0 pri s = 0.

Iskomymi veliqinami v formulah (12)–(15) ØvlØ¸tsØ kofffficienty ~A^±_ν i ~B^±_ν , opredelØ¸wie znaqeniØ potencialov polØ smeweniæ v ν-om sloe sredy. Pri fftom kofffficienty pri ffksponen- tah exp [ ± (z − H_ν )~α_ν ] i exp [ ± (z − H_ν) ~β_ν ] otveqa¸t sootvetstvenno p i s volnam, rasprostranØ¸wimsØ v ν-om sloe v storonu vozrasta¸wih znaqeniæ peremennoæ z (kofffficienty pri ffksponentah s indeksom (−) i v obratnu¸ storonu (indeks (+)). Takoe zakl¸qenie ØvlØetsØ sledstviem izvestnogo

226 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV svoæstva integralov Mellina J, soderßawih radikaly ~α_ν i ~β_ν iz (13), obrawat~sØ toßdestvenno v nul~ J = 1 2πi σ+i∞ σ−i∞ F (s) exp [ st − ∑ ν h_ν(n_ν ~α_ν + m_ν ~β_ν ) ] ds = 0 (17)

pri vypolnenii odnogo iz (ffkvivalentnyh) neravenstv t < ∑ ν ( n_ν h_ν v^{(ν)}p + m_ν h_ν v^{(ν)}s )

v_0t < ∑ ν (n_ν h_ν γ_ν + m_ν h_νδ_ν )

, (17^′)

gde n_ν i m_ν (celye) poloßitel~nye qisla, a γ_ν i δ_ν – parametry iz (2^′). Pri fftom predpolagaetsØ, qto pri s → 0 v poluploskosti Re s > 0 regulØrnaØ funkciØ F (s) stremitsØ k nul¸ “dostatoqno bystro” (naprimer, kak |s|^{−α} α > 0).

Pri funkcional~nyh kofffficientah ~A^±_ν i ~B^±_ν , ubyva¸wih pri s → ∞ dostatoqno bystro, udovlevtorenie vsem usloviØm zadaqi iz p. 2 svoditsØ k udovletvoreni¸ podobnym ße usloviØm podyntegral~nymi funkciØmi iz (12)–(14). �to srazu ße pozvolØet ubedit~sØ v udovletvorenii uravneniØm dvißeniØ, a takße privodit k podobnym ße predstavleniØm dlØ sostavlØ¸- wih smeweniæ i naprØßeniæ v sloØh sredy

q_ν( ~φ_ν , ~ψ_ν) = sin kx [ − k ( ~A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν + ~A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν ) + + ~β_ν ( ~B^−_ν e^{−(z−H}ν^{)β̃}ν − ~B^+_ν e^{(z−H}ν^{)β̃}ν )]

w_ν ( ~φ_ν , ~ψ_ν) = cos kx [ − ~α_ν ( ~A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν − ~A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν ) + + k ( ~B^−_ν e^{−(z−H}ν^{)β̃}ν + ~B^+_ν e^{(z−H}ν^{)β̃}ν )] , (18)

t^{(ν)}_{zx} ( ~φ_ν , ~ψ_ν) = μ_ν sin kx [ 2k ~φ_ν ( ~A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν − ~A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν )

− ~g_ν ( ~B^−_ν e^{−(z−H}ν^{)β̃}ν + ~B^+_ν e^{(z−H}ν^{)β̃}ν )]

t^{(ν)}_{zz} ( ~φ_ν , ~ψ_ν) = μ_ν cos kx [ ~g_ν ( ~A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν + ~A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν )

− 2k ~β_ν ( ~B^−_ν e^{−(z−H}ν^{)β̃}ν − ~B^+_ν e^{(z−H}ν^{)β̃}ν )] . (19)

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 227 Pri pomowi takih vyraßeniæ vypisyva¸tsØ podyntegral~nye funkcii q( ~φ_ν , ~ψ_ν) = q( ~φ_{ν+1}, ~ψ_{ν+1}), w( ~φ_ν , ~ψ_ν) = w( ~φ_{ν+1}, ~ψ_{ν+1}) integral~nyh vyraßeniæ vida (11) pri (ν = 1, 2, . . . , N − 1), uqityva¸wih (v integral~noæ forme) usloviØ kontakta na vnutrennih granicah z = H_{ν+1} razdela sloev sredy. V podyntegral~nyh funkciØh oni svodØtsØ k sisteme ravenstv − k ( ~A^−_ν e^{−a}ν + ~A^+_ν e^aν ) + ~β_ν ( ~B^−_ν e^{−b}ν − ~B^+_ν e^bν ) = = −k ( ~A^−_{ν+1} + ~A^+_{ν+1} ) + ~β_{ν+1} ( ~B^−_{ν+1} + ~B^+_{ν+1} )

−~α_ν ( ~A^−_ν e^aν − ~A^+_ν e^aν ) + k ( ~B^−_ν e^{−b}ν + ~B^+_ν e^bν ) = = − ~φ_{ν+1} ( ~A^−_{ν+1} − ~A^+_{ν+1} ) + k ( ~B^−_{ν+1} + ~B^+_{ν+1} )

μ_ν [ 2k~α_ν ( ~A^−_ν e^{−a}ν − ~A^+_ν e^aν ) − ~g_ν ( ~B^−_ν e^{−b}ν + ~B^+_ν e^bν )]

=μ_{ν+1} [ 2k~α_{ν+1} ( ~A^−_{ν+1} − ~A^+_{ν+1} ) − ~g_{ν+1} ( ~B^−_{ν+1} + ~B^+_{ν+1} )]

μ_ν [ ~g_ν ( ~A^−_ν e^{−a}ν + ~A^+_ν e^aν ) − 2k ~β_ν ( ~B^−_ν e^{−b}ν − ~B^+_ν e^bν )]

=μ_{ν+1} [ ~g_{ν+1} ( ~A^−_{ν+1} + ~A^+_{ν+1} ) − 2k ~β_{ν+1} ( ~B^−_{ν+1} + ~B^+_{ν+1} )]

, (21)

gde, radi uproweniØ zapisi, poloßeno

h_ν ~α_ν ≡ kh_ν ^α_ν(η) = a_ν , h_ν ~β_ν ≡ kh_ν ^β_ν (η) = b_ν (22)

pri oboznaqeniØh ~α_ν i ~β_ν iz (16) i znaqeniØh ^α_ν(η) i ^β_ν (η) iz (25^′) v forme metoda konturnyh integralov. Pri fftom dlØ ffkonomii mesta pri dal~neæxih matriqnyh zapisØh sistemy uravneniæ dvißeniØ, ispol~zu¸tsØ sledu¸wie sokrawennye oboznaqeniØ exp(±kh_ν ^α_ν) ≡ e^{±aν} , exp(±kh_ν ^β_ν ) ≡ e^{±bν} (22) ili ffkvivalentnye im oboznaqeniØ e^{±aν} ≡ exp(±k_ν α_ν), e^{±bν} ≡ exp(±k_ν β_ν ), gde poloßeno

k_ν = h_ν ω v_0

, α_ν(ζ) = √ ζ^2 − γ^2_ν , β_ν (ζ) = √ ζ^2 − δ^2_ν , (23)

228 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV a opisanie volnovyh poleæ proizvoditsØ v peremennyh ω i ζ iz (26) metoda Lffmba. Zametim, qto v dal~neæxem suwestvennymi okaßutsØ sledu¸wie predel~nye sootnoxeniØ Re(kh_ν ^α_ν(η)) = kh_νγ_ν Re η → ∞, Re a_ν → ∞, e^{−aν} → 0; Re(kh_ν ^β_ν (η)) = kh_νδ_ν Re δ → ∞, Re b_ν → ∞, e^{−bν} → 0, (23^′)

spravedlivye pri Re η → ∞ na osnovnom liste ploskosti (η).

4. V svØzi s izloßennym sleduet ewe otmetit~ sledu¸wee: vo-

pervyh, uqet usloviæ (3^′) na granice z = H_1 = 0, gde prilagaetsØ vnexnee vozdeæstvie nad sredoæ, privodit k sootnoxeniØm

2~α_1k ~A^−_1 − ~g_1 ~B^−_1 − 2~α_1k ~A^+_1 − ~g_1 ~B^+_1 = 0,

~g_1 ~A^−_1 − 2 ~β_1k ~B^−_1 + ~g_1 ~A^+_1 + 2 ~β_1k ~B^+_1 = − 1 μ_1 . (24)

Vo-vtoryh, toqki vetvleniØ radikalov ~α_ν i ~β_ν pri ν = 1, 2, . . . , N − 1), otveqa¸wie vnutrennim sloØm sredy, ne ØvlØ¸tsØ toqkami vetvleniØ vyraßeniæ iz (15). Deæstvitel~no, rassmotrim kakoæ-libo “vnutrenniæ radikal”, naprimer, ~α_ν . Pri obhode l¸boæ odnoæ ego toqki vetvleniØ s = ±iv^ν_p radikal izmenØet znak, vsledstvie qego menØ¸tsØ rolØmi slagaemye summy ^A^−_ν e^{−(z−H}ν^{)α̃}ν + ^A^+_ν e^{(z−H}ν^{)α̃}ν iz (13) i (15) (no ne vsØ summa!). Odnovaremenno s fftim menØ- ¸tsØ rolØmi i slagaemye summ vida ~A^−_ν + ~A^+_ν , ~A^−_ν e^{−a}ν + ~A^+_ν e^aν , ~α_ν( ~A^−_ν e^{−a}ν − ~A^+_ν e^aν ) iz graniqnyh usloviæ (20) i (21), odnako tak, qto sami summy osta¸tsØ neizmennymi. A ots¸da sleduet, qto faktiqeski neizmennymi osta¸tsØ vse sootnoxeniØ, soderßawie amplitudnye mnoßiteli A^±_ν i ~B^±_ν .

I, nakonec, v-tret~ih, iz sootnoxeniæ (20)–(24) neposredstvenno sleduet svoæstvo qetnosti otnositel~no argumenta k pri fiksirovannom argumente s amplitudnyh mnoßiteleæ ~A^±_ν ≡ ~A±_ν (k, s) i svoæstvo neqetnosti ~B±_ν ≡ ~B±_ν (k, s). �ti svoæstva nam ponadobØtsØ pri perehode k predstavleni¸ poleæ v forme metoda Lffmba. Odnako snaqala sdelaem rØd zameqaniæ po povodu

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 229 rexeniæ zadaqi iz p. 2, predstavlennyh v forme (12) pri podqinenii amplitudnyh mnoßi~eleæ ~A^±_ν i ~B^±_ν iz (12) graniqnym sootnoxeniØm (20)–(23) nulevym naqal~nym dannym (8), a takße uslovi¸ ~A^+_N = ~B^+_ν = 0,

vyraßa¸wemu otsutstvie voln, prihodØwih k sloistoæ srede iz beskoneqnosti (z = ∞).

5. Operirovat~ s integral~nymi predstavleniØmi iz (13), v ko-

toryh peremennye k i s razdeleny, ne udobno. Bolee ffffektivnye predstavlenie poluqa¸tsØ pri perehode k novym peremennym integrirovaniØ, ili

1) po formulam metoda konturnyh integralov, kogda polaga¸t k ¿ 0, s = kv0η, ~αν = ~αν(k, s) = k^αν(η), ~β_ν = ~β_ν (k, s) = k ^β_ν (η), ^α_ν = √ 1 + γ^2_γ η^2, ^β_ν = √ 1 + δ^2_γ η^2,

(25^′)

priqem razrezy ot toqek vetvleniØ η = ±^i_{γν} , η = ±^i_{δν} provodØt parallel~no otricatel~noæ qasti vewestvennoæ osi, a na osnovanom liste ploskosti (η) vetvi radikalov opredelØ¸tsØ usloviØmi

arg ^α_ν(η) = arg ^β_ν (η) = 0 pri η > 0.

Esli ße ßelatel~no pridat~ bol~xu¸ kompleksnu¸ “svobodu izmeneniØ” peremennoæ k, to vmesto nee

2) polaga¸t (gde snaqaal ω > 0) k = ω v_0 ζ, gde s = iω. (26)

Pri fftom dlØ radikalov poluqa¸tsØ sledu¸wie vyraßeniØ √ k^2 + s^2 (v^ν_p )^2 = ω v_0 α_ν(ζ), α_ν(ζ) = √ ζ^2 − γ^2_ν , √ k^2 + s^2 (v^ν_s )^2 = ω v_0 β_ν (ζ), β_ν (ζ) = √ ζ^2 − δ^2_ν ,

a razrezy na ploskosti (ζ) provodØtsØ ot toqek vetvleniØ ζ = ±γ_ν i ζ = ±δ_ν na beskoneqnost~ vdol~ vewestvennoæ osi bez pereseqeniØ mnimoæ osi. Vetv~ ße radikalov na osnovnom liste

230 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV ploskosti (ζ) opredelØetsØ usloviØmi

arg α_ν(ζ) = arg β_ν (ζ) = π 2 , (ζ = 0). (26^′)

Qto ße kasaetsØ qetnosti ili neqetnosti otnositel~no peremennoæ k, to v metode Lffmba oni sohranØ¸tsØ otnositel~no peremennoæ ζ.

V sluqae metoda konturnyh integralov sootnoxeniØ metoda vyteka¸t iz vyxeizloßennogo lix~ zamenoæ v formulah (13), (15), (17)–(19), (21)–(23) veliqin ~α_ν, ~β_ν , ~g_ν iz (15) na veliqiny ^α_ν = √ 1 + γ^2_ν η^2, ^β_ν = √ 1 + δ^2_ν η^2, ^g_ν = 2 + δ^2_ν η^2 (27)

v sootvetstvii so shemoæ (pri k > 0)

~α_ν = kα̂_ν, ~β_ν = kβ̂_ν , ^g_ν = 2k^2 + s^2

(v^{(ν)}_p )^2

= k^2ĝ_ν (27^′)

s posledu¸wim sokraweniem vseh ravenstv na k^2.

Takim obrazom, perehod k novym peremennym nastol~ko prost, qto on faktiqeski ne trebuet perepisyvaniØ predyduwih formul. Poluqa¸wiesØ predstavleniØ rexeniØ okazyva¸tsØ naibolee udobnymi pri izuqenii neinterferencionnyh volnovyh poleæ, vozbußdaemyh podhodØwe-vybrannymi singulØrnymi vozdeæstviØmi (po prostranstvennoæ i vremennoæ peremennym) vi- da ⃗F = δ(x)δ(z − z_0)δ(t)⃗q ili ⃗F = δ(r) πr δ(z − z_0)ε(t)⃗q. Primeneni¸ metoda konturnyæ integralov v interferencionnyh zadaqah (tipa zadaq iz p. 2) mexa¸t dva obstoØtel~stva.

Vo-pervyh, neprØmoæ fiziqeskiæ smysl korneæ η = η_0(k) dispersionnogo uravneniØ zadaqi, iz kotoryh vaßneæxiæ qastotnyæ parametr ω volnovogo polØ poluqaetsØ lix~ v forme proizvedeniØ ω_n = k Im η_n(k). (28)

Vo-vtoryh, neudobnoe raspoloßenie na kompleksnoæ ploskosti (η) korneæ η = η_n(k) dispersionnyh uravneniæ zadaq, rassmatrivaemogo tipa zatrudnØet, kak qislennu¸ ocenku korneæ, tak i poluqenie razloßenie poleæ v integraly tipa Fur~e po qastote ω, ime¸wie fundamental~nye znaqeniØ dlØ vseh fiziqeskih issledovaniæ.

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 231 V probleme obosnovaniØ pravil~nosti predstavleniØ rexeniØ zadaqi iz p. 2 v forme povtornyh integralov iz (12), (13) ostalos~ faktiqeski lix~ dokazat~, qto vyraßeniØ φ_ν i ψ_ν iz (14) dopuska¸t dvukratnoe differencirovanie pod znakami integrirovaniØ po peremennym k i s. Pri naliqii pod znakami integralov faktora “uluqxeniØ shodimosti” F_0(kβ) iz (10), a takße dostatoqno gladkoæ funkcii f(t) iz (15^′), fftot vopros moßno bylo by sqitat~ poqti oqevidnym. Odnako “dlØ porØdka” my vse ße ostanovimsØ v p. 7 na dokazatel~stve vozmoßnosti dvukratnogo differencirovaniØ pod znakami integrirovaniØ v (12) (qto i snimet vse stoØwie problemy). Pomimo fftogo ostanovimsØ i na prØmom dokazatel~stve udovletvorenii rexeniØ nulevym naqal~nym dannym.

6. Snaqala pokaßem, qto iz sootnoxeniØ (21), vyraßa¸wego

graniqnye usloviØ zadaqi (iz kotoryh dolßny opredelØt~sØ amplitudnye mnoßiteli ^A^±_ν i ^B^±_ν ), vytekaet udovletvorenie poleæ iz (12) nulevym naqal~nym dannym (8). Pri fftom budem uqityvat~, vo-pervyh, qto perviqnymi predstavleniØmi upomØnutyh graniqnyh usloviæ sleduet sqitat~ ravenstvo integralov Mellina vida σ+i∞∫

σ−i∞ Γ_ν( ~A^±_ν , ~B^±_ν )e^{st}ds = σ+i∞∫

σ−i∞ Γ_ν( ~A^±_{ν+1}, ~B^±_{ν+1})e^{st}ds, podyntegral~nye funkcii kotoryh kak raz i obrazu¸t pravye i levye qasti usloviæ (21). I, vo-vtoryh, budem pol~zovat~sØ svoæstvami integralov Mellina, vyraßennymi sootnoxeniØmi (17) i (17^′).

PolagaØ v sootnoxeniØh (21)–(22^′)

~A^+_ν = ~A_ν e^{−a}ν , ~B^+_ν = ~B_ν e^{−b}ν , (29)

budem rassmatrivat~ upomØnutye sootnoxeniØ xagami pri vozrasta¸wih znaqeniØh ν ¿ 1. Pri tekuwem znaqenii ν = ν_0 my budem delat~ predpoloßeniØ o povedenii veliqin ~A_{ν0} i ~B_{ν0} pri s → ∞, a na sledu¸wem xage ν = ν_0 + 1 rassußdeniæ budem opravdyvat~ sdelannoe predpoloßenie, i budem delat~ podobnoe ße predpoloßenie otnositel~no sledu¸wih veliqin ~A_{ν0+1} i ~B_{ν0+1}.

232 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV Esli vospol~zovat~sØ formulami perehoda (29) ot kofffficientov ~A^+_ν i ~B^+_ν k vspomogatel~nym kofffficientam ~A_ν i ~B_ν (ime- ¸wim na beskoneqnosti (s → ∞) takoæ ße porØdok malosti, kak i kofffficienty ~A^−_ν i ~B^−_ν , to na pervom xage rassußdeniæ (ν = 1) pervoe sootnooxenie iz (24) faktiqeski predstavit ravenstvo σ+i∞∫

σ−i∞ ( 2~α_1k ~A^−_1 − ~g_1 ~B^−_1 − 2~α_1k ~A_1e^{−a1} − ~g_1 ~B_1e^{−b1} ) e^{st}ds = 0. (30)

UqityvaØ oboznaqenie (22) i predpolagaØ, qto veliqiny ~A^−_1 , ~B^−_1 , ~A_1 i ~B_1 dostatoqno bystro stremØtsØ k nul¸ pri s → 0, pri vypolnenii neravenstva 0 < v_0t < γ_1h_1 (30^′) tret~e i qetvertoe slagaemye v (30) dadut nul~ (v silu sootnoxeniæ (17), (17^′)), a pervye dva slagaemye privedut k ravenstvu 2~α_1k ~A^−_1 − ~g_1 ~B^−_1 = 0.

Soverxenno tak ße vtoroe sootnoxenie iz (24) privedet k podobnomu ße ravenstvu

~g_1 ~A^−_1 − 2 ~β_1k ~B^−_1 = − 1 μ_1 , iz kotorogo sleduet (kak i v sluqae poluprostranstva z > 0)

~A^−_1 = − ~g^1 μ_1 ~R , ~B^−_1 = − −2~α_1k μ_1 ~R , ( ~R = ~g^2_1 − 4k^2 ~α_1 ~β_1). (31)

Na vtorom xage nußno rassmatrivat~ sootnoxenie (21) pri ν = 1, dopuska¸wie pri uqete obobznaqeniæ (29) matriqnu¸ perezapis~ v vide k − ~β_1 −k ~β_2 ~α_1 −k −~α_2 k −2μ_1k~α_1 μ_1~g_1 2μ_2k~α_2 −μ_2~g_2 −μ_1~g_1 2μ_1k ~β_1 μ_2~g_2 −2μ_2k ~β_2

~A_1 ~B_1 ~A_2 ~B_2 =

= −k − ~β_1 k ~β_2 ~α_1 k −~α_2 −k −2μ_1k~α_1 −μ_1~g_1 2μ_2k~α_2 μ_2~g_2 μ_1~g_1 2μ_1k ~β_1 μ_2~g_2 −2μ_2k ~β_2

~A^−_1 e−a1 ~B^−_1 e−b1 ~A^−_2 e−a2 ~B^−_2 e−b2 .

(32)

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 233 Esli uqest~, qto ravenstvo (32) faktiqeski dolßno stoØt~ pod znakom integrala Mellina vida (30), a takße, esli rassmatrivat~ momenty vremeni, udovletvorØ¸wie bolee sil~nomu neravenstvu 0 < v_0t < Inf (h_1γ_1, h_2γ_2)

i polagat~ veliqiny ~A_2 i ~B_2 dostatoqno malyvmi pri s → ∞, to v sootvetstvii s (17) i (17^′), pravu¸ qast~ ravenstva (32) moßno zamenit~ nulem. No ffto privodit k odnorodnoæ algebraiqeskoæ sisteme uravneniæ (dlØ levoæ qasti sootnoxeniØ (32)) otnositel~no veliqin ~A_1, ~B_1, ~A^−_2 i ~B^−_2 , iz kotoryh sleduet ~A_1 = ~B_1 = ~A^−_2 = ~B^−_2 = 0,

qto opravdyvaet, v qastnosti, i sdelannoe vyxe predpoloßenie o malosti veliqin ~A_1 i ~B_1.

Uqet usloviæ kontakta na granice z = H_3 (na osnovanii sootnoxeniæ (21) pri ν = 2) svoditsØ k sootnoxeniØm (32), esli indeksy u vseh vhodØwih v nih veliqin uveliqit~ na edinicu. Iz takih nevypisannyh sootnoxeniæ soverxenno tak ße, kak i iz (32) sleduet, qto pri znaqeniØh t, udovletvorØ¸wih neravenstvu 0 < v_0t < Inf (h_1γ_1, h_2γ_2, h_3γ_3),

i v predpoloßenii malosti znaqeniæ ~A_3 i ~B_3 pri s → ∞, pravu¸ qast~ nevypisannogo ravenstva moßno zamenit~ nulem. No togda iz poluqivxegosØ odnorodnogo uravneniØ dlØ veliqin ~A_2, ~B_2, ~A^−_3 i ~B^−_3 sleduet

~A_2 = ~B_2 = ~A^−_3 = ~B^−_3 = 0 i t.d.

Podobnyæ process rassußdeniæ prodolßaetsØ do posledneæ granicy z = H_N sredy, v usloviØh kontakta, na kotoroæ veliqiny veliqiny ~A^+_N = ~A_N e^{−aN} ~B^+_N = ~B_N e^{−bN} (ravnye nul¸) otsutstvu- ¸t, vsledstvie qego delat~ predpoloßenie ob ih ravenstve nul¸ ne prihoditsØ.

Takim obrazom, iz privedennogo rassmotreniØ vytekaet, qto pri t = 0 + ε, gde ε > 0 skol~ ugodno malo, vypolnØ¸tsØ vse vypolnennye ravenstva ~A^±_1 = ~B^±_1 = ~A^±_ν = ~B^±_ν = 0, (ν = 2, 3, . . . , N ).

Iz nih, ravno kak i iz ravenstv (31), nulevye naqal~nye usloviØ (8) vyteka¸t s oqevidnost~¸.

234 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV

7. Qtoby zaverxit~ obsußdenie zadaqi iz pp. 1 i 2 na ras-

prostranenie nizkoqastotnyh voln v N -sloænoæ uprugoæ srede, ostaetsØ rassmotret~ amplitudnye mnoßiteli ~A^±_ν i ~B^±_ν iz predstavleniæ (12)–(15) potencialov volnovogo polØ. TakaØ zadaqa trebuet vypisyvaniØ v matriqnom vide na osnovanii sootnoxeniæ (21) polnoæ sistemy algebraiqeskih uravneniæ dlØ (4N − 2) neizvestnyh kofffficientov ~A^±_ν i ~B^±_ν (ili luqxe, dlØ kofffficientov ~A^−_ν , ~B^−_ν , ~A_ν i ~B_ν , v kotoryh uße soverxen perehod po formulam (29) k vspomogatel~nym kofffficientam ~A_ν i ~B_ν ), raspoloßennym, naprimer, v porØdke sledovaniØ fflementov matricy stobca iz (33), vypisannoæ zdes~, radi udobstva, v vide transponirovannoæ matricy stroki χ = ( ~A^−_1 , ~B^−_1 , ~A_1, ~B_1, ~A^−_2 , ~B^−_2 , ~A_2, ~B_2, . . . , ~A^−_{4N−2}, ~B^−_{4N−2} )_+ . (33)

ObwaØ struktura kvadratnoæ matricy L polnoæ sistemy uravneniæ predstavlena na ris. 1. x x −a1 −b1 x x −a1 −b1 −a1 −b1 x x x x −a2 −b2 −a1 −b1 x x x x −a2 −b2 −a1 −b1 x x x x −a2 −b2 −a1 −b1 x x x x −a2 −b2 −a1 −b1 x x x x −a3 −b3 −a1 −b1 x x x x −a3 −b3 −a1 −b1 x x x x −a3 −b3 −a1 −b1 x x x x −a3 −b3 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · −a_N�1 −b_N�1 x x x x −a_N�1 −b_N�1 x x x x −a_N�1 −b_N�1 x x x x −a_N�1 −b_N�1 x x x x

Ris. 1

Matrica L “poqti” kvazidiagonal~na. V verhnem levom ee uglu raspoloßena matrica 2 × 4), predstavlennaØ na ris. 2a. [ 2k~α_1 −~g_1 −2k~α_1e^{−a1} −~g_1e^{−b1} ~g_1 −2k ~β_1 ~g_1e^{−a1} 2k ~β_1e^{−b1} ]

Ris. 2a

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 235 Ona sostoit iz dvuh matric (2 × 2) pravoæ i levoæ, priqem fflementy pravoæ matricy soderßat ffksponencial~nye mnoßiteli exp(−a_1) i exp(−b_1), a fflementy levoæ matricy – ne soderßat.

Snizu k fftoæ matrice primykaet matrica (4 × 8; ν = 1), privedennaØ na ris. 2b v obwem vide. �ta matrica sostoit iz central~noæ qasti, t.e. iz centarl~noæ matricy (4 × 4), fflementy kotoroæ ne soderßat ffksponencial~nyh mnoßiteleæ exp(−a_1) i exp(−b_1), a takße iz matric (4 × 2; ν + 1) i (4 × 2; ν + 2) bokovogo okaæmleniØ. Pri fftom matrica (4 × 4; ν = 1) central~noæ qasti leßit strogo na diagonali matricy L.

K matrice (4 × 8; ν = 1) na ris. 1 primykaet snizu (so sdvigom na 4 fflementa vpravo) analogiqnaØ ße matrica (4 × 8; ν = 2), central~naØ qast~ kotoroæ (4 × 4; ν = 2) leßit strogo na diagonali matricy L. K matrice (4 × 8; ν = 2) na ris. 1 primykaet snizu (so sdvigom na 4 fflementa vpravo) analogiqnaØ ße matrika (4 × 8; ν = 3) i t.d. Na poslednem xage opisaniØ struktury matricy L v pravyæ nißniæ ee ugol strogo popadaet central~naØ qast~ (4 × 4; ν = N − 1) matricy (4 × 8; ν = N − 1), pravoe bokovoe okaæmlenie kotoroæ (s ffksponentami exp(−a_N ) i exp(−b_N ) vyhodit za predely tablicy matricy L. 2 4^{ke} �a_1 �e_{β1e}�b_{1 k} e_{β1} �_k e_{β2} �_{ke}�a_2 �e_{β2e}�b_2 �eα1e�^a1 ke�^b1 eα1 k eα2 �k �eα2e�^a2 �ke�^b2

2kμ1 eα1e�^a1 �μ1eg1e�^b1 �2kμ1eα1 �μ1eg1 �2kμ2eα2 μ2eg2 2kμ2eα2e�^a2 μ2eg2e�^b2

μ1eg_1e�^a1 �2kμ_1 eβ_1e�^b1 μ_1eg_1 2kμ_1 eβ_1 �μ_2eg_2 2kμ_2β_2 �μ_2eg_2e�^a2 �2kμ_2β_2e�^b2 3 5

Ris. 2b

Takim obrazom, strogo na diagonali matricy L raspolaga¸tsØ vspomogatel~nye central~nye matricy (2 × 2), (4 × 4; ν = 1), (4 × 4; ν = 2), . . . , (4 × 4; ν = N − 1) iz ris. 1 i 2, ne soderßawie ffksponencial~nyh mnoßiteleæ. Poslednie ße vhodØt tol~ko v pravye i levye okaæmleniØ matric, stoØwih na diagonali.

Posle opisaniØ struktury matricy L, opredelØ¸weæ sistemu uravneniæ L × χ = P (34)

dlØ kofffficientov iz (33), v kotoroæ matrica stolbec P imeet vid P = (0, p, 0, 0, . . . , 0)^+, p = − 1 μ_1

, (34^′)

236 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV sleduet sdelat~ neskol~ko zameqaniæ po povodu rexeniØ takoæ sistemy.

Na osnovanii teoremy Kramera rexenie sistemy (34) moßet byt~ predstavleno otnoxeniem opredeliteleæ ~A^±_ν = Δ^{Aν} Δ_0 , ~B^±_ν = Δ_{Bν} Δ_0 , gde Δ_0(s, k) – determinant matricy L iz (34), opredelØ¸wiæ levu¸ qast~ dispersionnogo uravneniØ

Δ_0(s, k) = 0 (36)

zadaqi iz p. 2. V determinantah iz qisliteleæ otnoxeniæ iz (35) odin iz stolbcov, otveqa¸wih tomu fflementu matricy stolbca iz (33), dlØ kotorogo vypisyvaetsØ otnoxenie (35), zamenen matriceæ stolbcom iz (34^′). V rezul~tate, v opredelitelØh iz qisliteleæ vyraßeniæ (35) na odin stolbec, soderßawiæ veliqiny ~α_ν, β_ν i ~g_ν s sootvetstvu¸wimi indeksami ν, stanovit~sØ men~xe. �to i privodit v konce koncov k trebuemoæ ocenke vida O(η^2) dlØ porØdka ubyvaniØ kofffficientov ~A^−_ν , ~B^−_ν , ~A_ν i ~B_ν pri η → ∞. Zametim, qto pri takih ocenkah sleduet uqityvat~ ffksponencial~nu¸ malos~ veliqin tipa exp(−a_ν ) i exp(−b_ν ), pozvolØ¸wu¸ fflementy (matricy L), soderßawie ffksponenty, zamenØt~ nulØmi pri Re η → ∞. �to predel~no uprowaet vse ocenki, tak kak matrica L stanovitsØ strogo kvazidiagonal~noæ.

Qto ße kasaetsØ vozmoßnosti predstavleniØ rexeniØ zadaqi iz p. 2 (zapisannogo v forme povtornyh integralov (12)–(15) naloßeniem mnoßestva kratnyh voln), to po fftomu povodu sleduet otmetit~ sledu¸wee.

Esli uqest~ obyqnoe opredelenie ponØtiØ “opredelitel~ kvadratnoæ matricy” i vospol~zovat~sØ predstavleniem matricy L iz ris. 1, to netrudno zametit~, qto: 1) opredelitel~ Δ_0(s, k) matricy L imeet slagaemye, ne soderßawie mnoßiteleæ exp(−a_ν ) i exp(−b_ν ) (otveqa¸wie central~noæ – strogo kvazidiagonal~noæ – ee qasti). 2) On imeet slagaemye, soderßawie po dva takih mnoßitelØ s fiksirovannym indeksom ν_0 ili s kaßdym iz takih indeksov ν = 1, 2, . . . , N − 1. I, nakonec, 3) opredelitel~ imeet slagaemye, soderßawie po 4 takih mnoßitelØ s kaßdym znaqe-

O SOPOSTAVLENII METODOV RASQETA 237 niem ν. Pofftomu Δ_0(s, k) dopuskaet predstavlenie vida

Δ_0(s, k) = D_0(s, k)[1 − Q(s, k)], (D_0(s, k) ≠ 0), Q(s, k) = q D_0(s, k) Ω(s, k), (37)

gde Ω(s, k) oboznaqaet summu vseh slagaemyh opredelitelØ Δ_0(s, k), soderßawih ne menee dvuh ffksponencial~nyh mnoßiteleæ exp(−a_{ν0} ) i exp(−b_{ν0} ). A otliqie vyraßeniØ D_0(s, k) ot nulØ est~ sledstvie prØmogo vyqisleniØ D_0 kak opredelitelØ kvazidiagonal~noæ qasti matricy L. Nakonec, iz konstrukcii funkcii Q(s, k) (opisannoæ vyxe), sleduet suwestvovanie takogo qisla R_0 ≫ 1, qto pri Re s = σ_0 > R_0 vypolnØetsØ neravenstvo |Q(s, k)| 6 q_0 < 1, pozvolØ¸wee vospol~zovat~sØ ravnomerno shodØwimsØ razloßeniem v rØd progressii 1 Δ_0(s, k) = 1 D_0(s, k) ∞∑ n=0 ]Q(s, k)]^n (38)

osnovnogo somnoßitelØ iz vyraßeniæ (34). Na osnove takogo razloßeniØ udaetsØ postroit~ podobnye ße razloßeniØ dlØ kofffficientov ~A^±_ν i ~B^±_ν iz (34), vhodØwih v podyntegral~nye funkcii predstavleniæ dlØ potencialov φ_ν , ψ_ν polØ smeweniæ v ν-om sloe sredy. Kak netrudno videt~, podstanovka takih razloßeniæ v formuly (12) privodit k predstavleni¸ poleæ φ_ν i ψ_ν vyraßeniØmi (12), integraly Mellina kotoryh ime¸t kaqestvenno taku¸ ße strukturu.

V zakl¸qenii otmetim, qto dlØ dvuhsloænoæ sredy (ν = 1 i ν = 2) byla sostavlena programma i provedeno bol~xoe koliqestvo rasqetov [4–6]. Na osnove fftih rasqetov byli obnarußeny novye tipy modal~nyh voln, rasprostranØ¸wihsØ v glub~ sreßy. Genezis fftih voln tesno svØzan s kompleksnymi kornØmi dispersionnogo uravneniØ zadaqi.

Literatura 1. G. I. Petraxen~, B. M. Kaxtan, ı. V. Kiselev, Koliqestvennoe

izuqenie nestacionarnyh interferencionnyh volnovyh poleæ v sloisto-odnorodnyh uprugih sredah s plosko-parallel~nymi granicami razdela. I. Postanovka zadaq i racional~nye metody ih rexeniØ. — Zap.

nauqn. semin. POMI 214 (1994), 10–77.

2. G. I. Petraxen~, V. V. Rexetnikov, Razrabotka inßenernyh podhodov

k izuqni¸ interferencionnyh volnovyh poleæ, vozbußda¸wihsØ v paqkah

238 G. I. PETRAXEN^ , V. V. REXETNIKOV, ı. A. SURKOV

tonkih uprugih sloev. (I) (Postroenie volnovyh poleæ tipa SV i obsußdenie racional~nyh metodov ih koliqestvenno ocenki).

3. G. I. Petraxen~, L. A. Molotkov, P. V. Krauklis, Volny v sloi-

sto-odnorodnyh izotropnyh uprugih sredah. Nauka, L. (1982).

4. V. V. Rexetnikov, Razrabotka inßenernyh podhodov k izuqeni¸ inter-

ferencionnyh volnovyh poleæ, vozbußda¸wihsØ v paqkah tonkih uprugih sloev. (II). (Qislennye metody ocenki poleæ. Kratkiæ obzor poluqaemyh rezul~tatov). — Zap. nauqn. semin. POMI 253 (1999), 137–161.

5. V. V. Rexetnikov, ı. A. Surkov, O novyh ØvleniØh v uprugih sredah,

sostoØwih iz tonkogo sloØ, kontaktiru¸wego s poluprostranstvom. —

SPbGU, Voprosy geofiziki 36 (2004), 35–51.

6. ı. A. Surkov, V. V. Rexetnikov, Qislennye issledovaniØ svoæstv kva-

zilokal~nyh ploskih voln modal~nogo tipa v sluqae tonkogo nizklskorostnogo uprugogo sloØ, kontaktiru¸wego s uprugim poluprostranstvom.

— Zap. nauqn. semin. POMI 308 (2004), 182–196.

Petrashen G. I., Reshetnikov V. V. Surkov Yu. A. On the comparison of methods of computation of interference elastic wave fields in thin-layered media. 1.

A nonstationary problem on propagation of low-frequency waves for a model that consists of a packet of elastic layers lying on the elastic halfspace is considered, exact mathematical solutions in the form of iterated integrals are constructed in three basic forms. It is proved that these solutions satisfy initial conditions. The possibility of the passage to the representation of the solution by a superposition of multiple waves is considered.

Postupilo 20 i¸nØ 2006 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet