Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 332, 2006 g.

L. A. Molotkov, M. N. Perekareva

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ V �FFEKTIVNO` MODELI, OPISYVAıWE` UPRUGO-ȷIDKUı SLOISTUı SREDU

DlØ izuqeniØ rasprostraneniØ voln v periodiqeskih sredah, sostoØwih iz qeredu¸wihsØ uprugih i ßidkih sloev, byla predloßena v 1979 g. dvuhfaznaØ ffffektivnaØ model~, opisyvaemaØ special~nymi uravneniØmi [1]. �ta model~ ØvlØetsØ osobym qastnym sluqaem izvestnoæ modeli poristoæ sredy Bio [2]. Na osnove modeli qeredu¸wihsØ sloev, bylo postroeno i issledovano volnovoe pole, byli postroeny fronty ot toqeqnogo istoqnika i opredeleny skorosti rasprostraneniØ voln vdol~ oseæ [3]. �ffektivnaØ model~ poluqila ffksperimental~noe podtverßdenie v laboratornyh opytah s plastinami iz al¸miniØ i pleksiglaza i s vodoæ [4, 5]. VvedennaØ ffffektivnaØ model~ byla obobwena na sluqai, kogda uprugie sloi ØvlØ¸tsØ anizotropnymi i mogut obladat~ obweæ anizotropieæ [6]. V poslednie gody v uravneniØ fftoæ modeli byli vvedeny dopolnitel~nye qleny, opisyva¸wie zatuhanie, svØzannoe s vØzkim treniem meßdu uprugimi i ßidkimi sloØmi [7].

V predlagaemoæ rabote vyvoditsØ novoe predstavlenie dlØ volnovogo polØ ot toqeqnogo istoqnika v dvumernom sluqae. Osobennost~ fftogo predstavleniØ sostoit v tom, qto ono ne soderßit integralov Fur~e i Mellina i vyraßaetsØ qerez vyqety v kompleksnyh ili vewestvennyh pol¸sah. �to predstavlenie sootvetstvuet rexeniØm, poluqennym metodom Smirnova– Soboleva v sluqae uprugih sred.

§1. Volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli

Pust~ zadana poluploskost~ z ¿ 0, opisyvaemaØ uravneniØ-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant 06-05-64252. 175

176 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

mi [6]

τ_{xx1} = [((1 − ε)b^2_1 ~λ + a_1] ∂u_{x1} ∂x + b_1ε~λ ∂u_{x2} ∂x + b_1~λ ∂u_z ∂z , τ_{xx2} = τ_{zz} = τ_{zz1} = τ_{zz2} = (1 − ε)b_1 ~λ ∂u_{x1} ∂x + ε~λ ∂u_{x2} ∂x + ~λ ∂u_z ∂z , ∂τ_{xx1} ∂x = ρ_1

∂^2u_{x1} ∂t^2 , ∂τ_{xx2} ∂x = ρ_2

∂^2u_{x2} ∂t^2 , ∂τ_{zz} ∂z = ρ ∂^2u_z ∂t^2 (1.1)

ffffektivnoæ dvuhfaznoæ modeli sredy, v kotoroæ qeredu¸tsØ uprugie i ßidkie sloi. V uravneniØh (1.1) ispol~zovany oboznaqeniØ:

~λ = λ^2(λ^1 + 2μ^1) ε(λ_1 + 2μ_1) + λ_2(1 − ε)

, a_1 =

4μ_1(λ_1 + μ_1) λ_1 + 2μ_1 , b_1 = λ_1 λ_1 + 2μ_1

, ρ = ρ_1 (1 − ε) + ρ_2ε,

(1.2)

ε – poristost~, λ_1, μ_1 – kofffficienty Lame uprugoæ sredy, λ_2 – modul~ ßidkoæ sredy, ρ_1, ρ_2 – plotnosti uprugoæ i ßidkoæ sred, u_{x1}, u_{x2} – smeweniØ vdol~ osi x v uprugih i ßidkih sredah, u_z, τ_{zz} – obwie dlØ obeih sred smeweniØ i naprØßeniØ vdol~ osi z, τ_{xx1}, τ_{xx2} – naprØßeniØ vdol~ osi x v uprugih i ßidkih sredah. Pri fftom, soglasno zakonu PaskalØ, naprØßeniØ v ßidkoæ srede vdol~ oseæ x i z sovpada¸t (τ_{xx2} = τ_{zz}). Na granice poluploskosti z = 0 zadaetsØ uslovie τ_{zz} = Aδ(x)f(t), (1.3) v kotorom δ(x) – funkciØ Diraka, a f(t) – funkciØ, opredelØ- ¸waØ vremennu¸ zavisimost~ istoqnika i ravnaØ toßdestvenno nul¸ pri t < 0.

DlØ opredeleniØ volnovogo polØ polezno predstavit~ uslovie (1.3) v vide ravenstva τ_{zz} = 2 π ∞∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ F (kη)e^{ktη}dη, (1.4) gde F (kη) = ∞∫ 0 f(t)e^{−kηt}dt, (1.5)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 177

a smeweniØ i naprØßeniØ vyrazit~ sootnoxeniØmi u_{xi} = ∞∫ 0 sin kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ ~u_{xi}e^{k(tη−zα)}dη,

u_z = ∞∫ 0 cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ ~u_ze^{k(tη−zα)}dη,

τ_{xxi} = ∞∫ 0 k cos kxdk 2πi σ+i∞∫

σ−i∞ ~τ_{xxi}e^{k(tη−zα)}dη (i = 1, 2).

(1.6)

Posle podstanovki ravenstv (1.6) v uravnenie (1.1) prihodim k sisteme uravneniæ

[(1 − ε)b^2_1~λ + a_1]~u_{x1} + εb_1 ~u_{x2} + b_1~λα~u_z − ~τ_{xx1} = 0, (1 − ε)b_1 ~λ~u_{x1} + ε~λ~u_{x2} + ~λα~u_z − ~τ_{xx2} = 0, ρ_1η^2 ~u_{x1} + ~τ_{xx1} = 0, ρ_2η^2 ~u_{x2} + ~τ_{xx2} = 0, ρη^2 ~u_z − α~τ_{xx2} = 0. (1.7)

Uslovie suwestvovaniØ nenulevogo rexeniØ sistemy sostoit v ravenstve nul¸ ee opredelitelØ i privodit k uravneni¸ ρ [ρ_1ρ_2η^4 + (a_1ρ_2 + (1 − ε)b^2_1 ~λρ_2 + ε~λρ_1)η^2 + εa_1 ~λ]− − α^2~λρ_2(ρ_1η^2 + a_1) = 0. (1.8) RexaØ uravnenie (1.8), prihodim k sootnoxeni¸ α = η √ ρ [ 1 ~λ + (1 − ε)b^2_1 ρ_1η^2 + a_1 + ε ρ_2η^2 ] , (1.9)

opredelØ¸wemu harakteristiqesku¸ funkci¸ α(η).

Iz graniqnogo usloviØ (1.3) s uqetom formul (1.4), (1.6), a takße ravenstva t_{zz} = t_{xx2} sleduet sootnoxenie ~τ_{xx2} = 2 π F (kη) (1.10)

178 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

dlØ podyntegral~noæ funkcii ~τ_{xx2}. Ostal~nye podyntegral~nye funkcii v ravenstvah (1.6) vyraßa¸tsØ na osnovanii sistemy uravneniæ (1.7) sootnoxeniØmi

~u_{x1} =

1 − e^{λα2}_{ρη2} +^εe^λ_{ρ2η2} (1 − ε)b_1~λ ~τ_{xx2}, ~u_{x2} = − ~τ_{xx2} ρ_2η^2 ,

~τ_{xx1} = −ρ_1 η^2

1 − e^{λα2}_{ρη2} +^εe^λ_{ρ2η2} (1 − ε)b_1 ~λ ~τ_{xx2}, ~u_z = α~τ_{xx2} ρη^2 (1.11)

qerez funkci¸ ~τ_{xx2}. Formuly (1.10) i (1.11) sovmestno s ravenstvami (1.6) opredelØ¸t obrazu¸weesØ volnovoe pole.

§2. Stacionarnye kontury i kontur λ DlØ preobrazovaniØ poluqennogo rexeniØ polezno predvaritel~no issledovat~ podyntegral~nye funkcii integralov Mellina. S fftoæ cel~¸ predstavim funkci¸ α(η), kak i v monografii [6], formuloæ α = 1 v_4 √ (η^2 + v^2_1 )(η^2 + v^2_3 )

η^2 + v^2

, (2.1)

v kotoroæ

v^2_{1,3} = [ ± √ [ερ_1~λ + (1 − ε)b^2_1ρ_2 ~λ + a_1ρ_2]^2 − 4ερ_1ρ_2 ~λa_1+

+ ερ_1 ~λ + (1 − ε)b^2_1ρ_2 ~λ + a_1ρ_2 ] /(2ρ_1ρ_2),

v^2 = a_1/ρ_1, v^2_4 = ~λ/ρ.

(2.2)

Kak pokazano v rabote [3], veliqiny v_1, v_2, v_3 – skorosti voln vdol~ osi x, a v_4 – skorost~ volny vdol~ osi z. Veliqiny v_1, v_2, v_3 udovletvorØ¸t usloviØm v_1 ¿ v_2 ¿ v_3. (2.3) Podyntegral~nye funkcii integralov Mellina ime¸t toqki vetvleniØ η = ±iv_1, η = ±iv_2 i η = ±iv_3. DlØ odnoznaqnosti funkcii α(η) iz fftih toqek vetvleniØ provedeny v levu¸ poluploskost~ razrezy i osnovnaØ vetv~ fiksirovana usloviem α(η) > 0 pri η > 0. (2.4)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 179

Svoæstva integralov Mellina opredelØ¸tsØ fazovoæ funkcieæ f(η) = tη − zα. (2.5) MnimaØ qast~ fazovoæ funkcii na mnimoæ osi η = iτ imeet grafik (ris. 1), simmetriqnyæ otnositel~no prØmoæ τ = 0. Tak kak v intervalah v_3 < τ < v_2 i v_1 < τ Re f(iτ ) = 0, to iz risunka 1 vidno, qto na mnimoæ osi raspoloßeny tri pary sedlovyh toqek η_1 = ±iτ_1, η_2 = ±iτ_2 , η_3 = ±iτ_3 , v kotoryh f^′(η) = 0.

Ris. 1.

Stacionarnye kontury

Im f(η) = Im f(η_i) (i = 1, 2, 3), (2.6)

prohodØwie qerez sedlovye toqki, pokazany na ris. 2. Strelki na ris. 2 ukazyva¸t napravleniØ, v kotoryh Re f(η) vozrastaet. Iz ris. 2 vidno, qto stacionarnye kontury ili uhodØt na drugie listy, ili okanqiva¸tsØ na beskoneqnosti, ili v osoboæ toqke η = iv_2.

Qtoby issledovat~ stacionarnye kontury vblizi mnimoæ osi v okrestnosti toqki η = iv_2, polezno zapisat~ sootnoxenie η − iv_2 = |η − iv_2|e^{i(π/2−φ)}. (2.7) FazovaØ funciØ v ukazannoæ oblasti predstavlØetsØ priblißennym ravenstvom f(η) = itv_2 − z v_4 √ (v^2_1 − v^2 )(v^2 − v^2_3 ) 2v_2|η − v_2| e^i ’_2 . (2.8)

180 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

Ris. 2. Stacionarnye kontury Ris. 3. Kontur ˘.

Ugol φ, opredelØ¸wiæ stacionarnye kontury v okrestnosti toqki η = iv_2, vyraßaetsØ sootnoxeniØmi φ = 2v_4 z √ 2|η − iv_2|v_2 (v^2_1 − v^2 )(v^2 − v^2_3 ) [ v_2t − Im f(η_1) ] ,

φ = 2v_4 z √ 2|η − iv_2|v_2 (v^2_1 − v^2 )(v^2 − v^2_3 ) [ v_2t − Im f(η_2) ] (2.9)

sootvetstvenno dlØ stacionarnyh konturov, prohodØwih qerez sedlovye toqki η = iτ_1 i η = iτ_2. Iz ravenstv (2.9) sleduet, qto oba stacionarnyh kontura vyhodØt iz toqki η = iv_2 sperva vverh, a zatem otklonØ¸tsØ vpravo ili vlevo v zavisimosti ot znaka kvadratnyh skobok. V sluqae

v_2t > Im f(η_1) (2.10)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 181

kontur prihodit v sedlovu¸ toqku η_1 po pravoæ ploskosti, a pri obratnom sootnoxenii

v_2t < Im f(η_1) (2.11)

kontur sperva otklonØetsØ v levu¸ poluploskost~, a zatem peresekaet mnimu¸ os~. Oba vozmoßnyh poloßeniØ stacionarnogo kontura pokazany na ris. 2 xtrihovannymi liniØmi. Tak kak neravenstvo v_2t > Im f(η_2) (2.12)

vypolnØetsØ vsegda, to stacionarnyæ kontur, iduwiæ v sedlovu¸ toqku η_2, prohodit tol~ko po pravoæ poluploskosti.

Na osnovanii provedennyh issledovaniæ postroim kontur λ (ris. 3), na kotorom vypolnØetsØ uslovie

Re f(η) 6 0, (2.13)

pri fftom ravenstvo vypolnØetsØ tol~ko v treh sedlovyh toqkah, a v ostal~nyh toqkah kontura λ spravedlivo neravenstvo. Qtoby v dal~neæxem ne uqityvat~ osobennost~ v toqke η = 0, budem predpolagat~, qto kontur λ obhodit fftu toqku sprava i pri fftom obhode uslovie (2.13) vypolnØetsØ. Stacionarnyæ kontur simmetriqen otnositel~no vewestvennoæ osi.

§3. Perestanovka porØdka integrirovaniØ i vyqislenie vnutrennih integralov

Ispol~zuØ uslovie (2.13), polezno v integralah Mellina, vhodØwih v formuly (1.6), zamenit~ kontur integrirovaniØ na kontur λ. Posle takoæ zameny v fftih formulah udaetsØ perestavit~ porØdok integrirovaniØ i vyrazit~ smeweniØ u_{x1}, u_{x2} i u_z ravenstvami u_{xi} = 1 π^2i ∫ (λ) A_{xi}(η)dη ∞∫ 0 sin kxe^{k(tη−zα)}F (kη)dk (i = 1, 2),

u_z = 1 π^2i ∫ (λ) B_z(η)dη ∞∫ 0 cos kxe^{k(tη−zα)}F (kη)dk, (3.1)

182 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

v kotoryh

A_{x1} = ρρ_2η^2 − ~λρ_2α^2 − ε~λρ ρρ_2(1 − ε)b_1 ~λη^2

, A_{x2} = − 1 ρ_2η^2

, B_z = α ρη^2 . (3.2)

DlØ prostoty rassmotrim sluqaæ, kogda f(t) = δ(t), F (kη) = 1. (3.3) V fftom sluqae vnutrennie integraly vyqislØ¸tsØ fflementarno i formuly (3.1) zamenØ¸tsØ ravenstvami u_{xi} = 1 2π^2 ∫ (λ) A_{xi}(η)dη [ 1 zα − ηt + ix − 1 zα − ηt − ix ] (i = 1, 2),

u_z = 1 2π^2i ∫ (λ) B_z (η)dη [ 1 zα − ηt + ix + 1 zα − ηt − ix ] . (3.4) Vyqislenie integralov (3.4) moßet byt~ svedeno k uqetu osobennosteæ podyntegral~nyh funkciæ, raspoloßennyh sprava ot puti integrirovaniØ λ. Takimi osobennostØmi ØvlØ¸tsØ pol¸- sa, sovpada¸wie s kornØmi uravneniæ ηt − zα − ix = 0, ηt − zα + ix = 0. (3.5) Vse korni uravneniæ (3.5) udovletvorØ¸t sootvetstvenno uravneniØm

(v^2_4 t^2 − z^2)η^4 − i2xtv^2_4 η^3 + [v^2_4 (v^2 t^2 − x^2) − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]η^2− − i2xtv^2 v^2_4 η − (x^2v^2 v^2_4 + z^2v^2_1 v^2_3 ) = 0, (v^2_4 t^2 − z^2)η^4 + i2xtv^2_4 η^3 + [v^2_4 (v^2 t^2 − x^2) − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]η^2+ + i2xtv^2 v^2_4 η − (x^2v^2 v^2_4 + z^2v^2_1 v^2_3 ) = 0.

(3.6)

§4. Issledovanie korneæ uravneniæ (3.5) OstanovimsØ na issledovanii korneæ uravneniæ (3.6). Oba uravneniØ ØvlØ¸tsØ uravneniØmi qetvertogo porØdka i ime¸t po 4 kornØ. Korni pervogo uravneniØ (3.6) η^{(1)}_j (j = 1, 2, 3, 4) i korni vtorogo uravneniØ (3.6) η^{(2)}_j svØzany meßdu soboæ sootnoxeniØmi η^{(1)}_j = −η^{(2)}_j , (4.1)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 183

kotorye pokazyva¸t, qto korni pervogo i vtorogo uravneniæ (3.6) raspoloßeny simmetriqno otnositel~no naqala koordinat. DlØ vyØsneniØ raspoloßeniØ korneæ uravneniæ (3.6) polezno proizvesti zamenu

η = iζ, (4.2)

posle kotoroæ uravneniØ (3.6) perehodØt v uravneniØ

(v^2_4 t^2 − z^2)ζ^4 − 2xtv^2_4 ζ^3 − [v^2_4(v^2 t^2 − x^2) − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]ζ^2−

+ i2xtv^2 v^2_4 ζ − (x^2v^2 v^2_4 + z^2v^2_1 v^2_3 ) = 0,

(v^2_4 t^2 − z^2)ζ^4 + 2xtv^2_4 ζ^3 − [v^2_4(v^2 t^2 − x^2) − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]ζ^2−

− 2xtv^2 v^2_4 ζ − (x^2v^2 v^2_4 + z^2v^2_1 v^2_3 ) = 0

(4.3)

s vewestvennymi kofffficientami. Iz principa simmetrii sleduet, qto mnimye i kompleksnye korni oboih uravneniæ (4.3) ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi otnositel~no vewestvennoæ osi. Esli vernut~sØ k peremennoæ η, to pridem k vyvodu, qto vewestvennye i kompleksnye korni uravneniæ (3.6) simmetriqny otnositel~no mnimoæ osi.

Oba uravneniØ (4.3) na poloßitel~noæ i otricatel~noæ qastØh vewestvennoæ osi ime¸t po kraæneæ mere po odnomu korn¸. V fftom legko ubedit~sØ, esli uqest~, qto levye qasti oboih uravneniæ (4.3) ØvlØ¸tsØ pri ζ = ±∞ poloßitel~nymi, a pri ζ = 0 otricatel~nymi. Na ploskosti η sootvetstvu¸wie korni uravneniØ (3.6) raspoloßeny na poloßitel~noæ i otricatel~noæ qastØh mnimoæ osi. �ti korni nahodØtsØ na intervalah (iv_3, iv_2) i (−iv_2 , −iv_3) mnimoæ osi osnovnogo ili vtorogo lista, esli rassmatrivat~ uravneniØ (3.5). V samom dele, pervoe uravnenie (3.5) na promeßutke (iv_3, iv_2) imeet koren~ na osnovnom liste pri uslovii v_3t − x > 0, a pri uslovii v_3t − x < 0 na vtorom liste, gde Im α < 0. Vtoroe uravnenie (3.5) na tom ße promeßutke imeet koren~ na osnovnom liste pri uslovii v_3t + x > 0, a pri uslovii v_3t + x < 0 na vtorom liste.

Ostal~nye dva kornØ uravneniæ (3.6) mogut byt~ vewestvennymi, kompleksnymi i mnimymi. Pri x = 0 oba uravneniØ (3.6) stanovØtsØ odinakovymi i bikvadratnymi uravneniØmi i predstavlØ¸tsØ ravenstvom

(v^2_4 t^2 − z^2)η^4 + [v^2v^2_4 t^2 − (v^2_1 + v^2_3 )z^2]η^2 − z^2v^2_1 v^2_3 = 0. (4.4)

184 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

Korni uravneniØ (4.4) vyraßa¸tsØ formulami

η^{(1)}_{1,2} = ±d, η^{(1)}_{3,4} = ±ia, a = √ A^0 + √ B^0 C^0 , d = √ √ B^0 − A^0

C^0 , A^0 = v^2 v^2_4 t^2 − (v^2_1 + v^2_3 )z^2, C^0 = 2(v^2_4 t^2 − z^2), B^0 = v^4_2 v^4 t^4 + 2v^2_4 (2v^2_1 v^2_3 − v^2_1 v^2 − v^2 v^2_3 )z^2t^2 + (v^2_1 − v^2_3 )^2z^4.

(4.5)

Korni (4.5) sleduet rassmatrivat~ pri uslovii

v_4t ¿ z, (4.6)

pri kotorom toqki nabl¸deniØ na prØmoæ x = 0 raspoloßeny za frontom ili na fronte. Esli vypolnØetsØ uslovie (4.6), to veliqiny a i d ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi, dva kornØ leßat na vewestvennoæ osi i dva kornØ qisto mnimye.

Pri uslovii z = v_4t, kogda toqka nabl¸deniØ nahoditsØ na fronte, oba vewestvennyh kornØ raspoloßeny na beskoneqnosti, η^{(i)}_{1,2} = ±∞, a mnimye korni vyraßa¸tsØ sootnoxeniØmi

η^{(i)}_{3,4} = ± iv_1 v_3 √ v^2_1 − v^2 + v^2_3

, (4.7)

v kotoryh modul~ pravoæ qasti udovletvorØet neravenstvam

v_3 < v_1v_3 √ v^2_1 − v^2 + v^2_3

< v_2. (4.8)

V sluqae z = 0, kogda toqka nabl¸deniØ sovpadaet s istoqnikom,

η^{(1)}_{1,2} = 0, η^{(1)}_{3,4} = ±iv_2. (4.9)

Dopolnitel~nye issledovaniØ pokazyva¸t, qto meßdu ukazannymi kraænimi znaqeniØmi korneæ korni monotonno dviga¸tsØ po vewestvennoæ i mnimoæ osØm po mere peremeweniØ toqki nabl¸deniØ vdol~ osi z ot istoqnika do fronta.

Pri x ≠ 0 korni uravneniæ (3.6) ne mogut byt~ raspoloßeny na vewestvennoæ osi. S uveliqeniem x ot 0 vewestvennye korni pervogo uravneniØ (3.6) smewa¸tsØ v verhn¸¸ poluploskost~, a korni vtorogo uravneniØ (3.6) – v nißn¸¸ poluploskost~.

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 185

Naoborot, pri umen~xenii x ot 0, vewestvennye korni pervogo uravneniØ smewa¸tsØ v nißn¸¸ poluploskost~, a vewestvennye korni vtorogo uravneniØ (3.6) – v verhn¸¸ poluploskost~. V oboih sluqaØh vse ffti qetyre kompleksnyh kornØ raspolaga¸tsØ simmetriqno otnositel~no vewestvennoæ i mnimoæ oseæ (ris. 4). Mnimye korni uravneniØ (3.6) s rostom ili s ubyvaniem x ot 0 smewa¸tsØ po mnimoæ osi, osta¸tsØ v intervalah (iv_3, iv_2), (−iv_2, −iv_3) i udovletvorØ¸t usloviØm (4.1).

Ris. 4.

UravneniØ (3.5) ne mogut udovletvorØt~sØ v toqkah stacionarnyh konturov za iskl¸qeniem toqek vetvleniØ. V fftom legko ubedit~sØ, esli uqest~, qto na stacionarnyh konturah veliqiny Im(tη − zα ∓ ix) fiksirovany, a

Re(tη − zα ∓ ix) 6 0, (4.10)

pri fftom ravenstvo vypolnØetsØ tol~ko v toqkah vetvleniØ. Takim obrazom, korni uravneniØ (3.6) s rostom |x| ne mogut pereseq~ stacionarnye kontury i kontur λ v pravoæ poluploskosti. Kompleksnye korni s rostom veliqiny |x| mogut vyhodit~ na mnimu¸ os~. Tak kak korni pervogo uravneniØ (3.6) raspoloßeny simmetriqno otnositel~no mnimoæ osi, to na poloßitel~- nu¸ qast~ mnimoæ osi vyhodØt odnovremenno dva kornØ, obrazuØ dvoænoæ koren~. Vsledstvie simmetrii korneæ uravneniæ (3.6) otnositel~no vewestvennoæ osi (ris. 4) na otricatel~noæ qasti mnimoæ osi pri teh ße znaqeniØh x takße obrazuetsØ dvoænoæ

186 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

koren~. V fftih dvoænyh kornØh vypolnØ¸tsØ sootvetstvenno dve sistemy uravneniØ tη − zα(η) ∓ ix = 0, (4.11) t − zα^′(η) = 0. (4.12)

Tak kak uravnenie (4.12) opredelØet sedlovye toqki, to prihodim k vyvodu, qto kompleksnye korni vyhodØt na mnimu¸ os~ tol~ko v sedlovyh toqkah.

Esli rexit~ sistemy uravneniæ (4.11) i (4.12) otnositel~no x i z, to pridem k ravenstvam x = ∓it ( η − α(η) α^′(η) ) , z = t α^′(η) , (4.13)

opredelØ¸wim koordinaty toqek frontov v zavisimosti ot poloßeniØ sedlovyh toqek [3]. Sedlovye toqki v verhneæ poluploskosti mogut nahodit~sØ v intervalah

v_3 < Im η < v_2, Im η > v_1, (4.14)

a formuly (4.13) mogut rassmatrivat~sØ kak parametriqeskoe zadanie frontov.

Na osnovanii issledovaniæ, provedennyh po formulam (4.13), byli postroeny fronty voln, vozbußdennyh toqeqnym istoqnikom, raspoloßennym v naqale koordinat [3] (ris. 5). Peredniæ front opisyvaetsØ sedlovoæ toqkoæ η_1, kotoraØ moßet nahodit~- sØ v l¸boæ toqke intervala (iv_1, i∞). “Treugol~nyæ” front, sostoØwiæ iz vognutoæ i vypukloæ qasteæ, opisyvaetsØ sootvetstvenno sedlovymi toqkami η_2 i η_3. �ti sedlovye toqki leßat v intervale (iv_3, iv_2), kotoryæ razdelØetsØ toqkoæ η = iτ_0. V toqke η = iτ_0 obrawaetsØ v nul~ vtoraØ proizvodnaØ fazovoæ funkcii i vypolnØetsØ uslovie

α^{′′}(iτ_0) = 0 (4.15)

v promeßutke v_3 < τ_0 < v_2.

Dal~neæxie issledovaniØ korneæ (3.6) provodØtsØ po-raznomu v zavisimosti ot togo, kakoe iz dvuh usloviæ

z < t/τ_0, (4.16)

t/τ_0 < z < t/v_4 (4.17)

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 187

Ris. 5.

vypolnØetsØ. V sluqae vypolneniØ usloviØ (4.16) polezno privesti pØt~ grafikov levoæ qasti pervogo uravneniØ (3.5) (ris. 6) i pronabl¸dat~ za peremeweniem korneæ v promeßutke v_3 < τ < v_2 s rostom x. Kaßdomu grafiku sootvetstvuet opredelennaØ toqka nabl¸deniØ na ris. 5.

1-yæ grafik. Na promeßutke (iv_3, iv_2) raspoloßen odin koren~. Ostal~nye korni v verhneæ poluploskosti – kompleksnye. Toqka nabl¸deniØ 1 nahoditsØ za “treugol~nym” frontom.

2-oæ grafik. Kompleksnye korni vyxli na mnimu¸ os~, i obrazovalsØ dvoænoæ koren~ v sedlovoæ toqke η = η_3. Tretiæ mnimyæ koren~ raspoloßen vyxe sedlovoæ toqki η = η_2 i s rostom x dvigaetsØ vniz. Toqka nabl¸deniØ 2 nahoditsØ na vypukloæ qasti “treugol~nogo” fronta.

3-iæ grafik. Dvoænoæ koren~ razdelilsØ na dva mnimyh kornØ, iz kotoryh s rostom x odin spuskaetsØ po mnimoæ osi, a drugoæ podnimaetsØ. Posledniæ raspoloßen meßdu sedlovymi toqkami η = η_2 i η = η_3 i nahoditsØ sprava ot kontura λ (ris. 3). Dva drugih kornØ raspoloßeny sleva ot kontura λ. Toqka nabl¸deniØ 3 leßit vnutri “treugol~nogo” kontura.

4-yæ grafik. Dva verhnih kornØ na mnimoæ osi sliva¸tsØ i obrazu¸t dvoænoæ koren~ v toqke η = η_2. Nißniæ koren~ ostaetsØ na mnimoæ osi. Toqka nabl¸deniØ raspoloßena na vognutom uqastke “treugol~nogo” fronta.

5-yæ grafik. Dvoænoæ koren~ razdelilsØ na dva kompleksnyh kornØ. Koren~ v pravoæ poluploskosti raspoloßen sprava ot

188 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

kontura λ. Na mnimoæ osi ostaetsØ odin koren~. �tot koren~ s rostom x moßet perehodit~ qerez toqku η = iv_3 na vtoroæ list. Toqka nabl¸deniØ 5 raspoloßena meßdu “treugol~nym” i perednim frontami.

Ris. 6.

Ris. 7.

Issledovanie korneæ pervogo uravneniØ (3.5) dlØ toqek, leßawih meßdu “treugol~nym” i perednim frontami (ris. 5), i dlØ toqek, udovletvorØ¸wih usloviØm (4.17), provoditsØ temi

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 189

ße metodami, kak i pri uslovii (4.16). V oboih sluqaØh s rostom koordinaty x kompleksnye korni pervogo uravneniØ (3.5) priblißa¸tsØ k mnimoæ osi (ris. 7, grafik 6) i zatem vyhodØt na mnimu¸ os~, obrazuØ dvoænoæ koren~ η = η_1 (ris. 7, grafik 7). Sootvetstvu¸waØ toqka nabl¸deniØ okazyvaetsØ na perednem fronte. S posledu¸wim rostom x toqka nabl¸deniØ raspolagaetsØ vperedi perednego fronta (ris. 5), a dvoænoæ koren~ razdelØetsØ na dva mnimyh kornØ, pri fftom odin iz nih podnimaetsØ po mnimoæ osi, a drugoæ spuskaetsØ (ris. 7, grafik 8). Podnima¸wiæsØ mnimyæ koren~ raspoloßen sprava ot kontura λ (ris. 3) i pofftomu dolßen byt~ uqten pri issledovanii volnovogo polØ.

§5. Vyqislenie volnovogo polØ

Na osnovanii provedennyh v §4 issledovaniæ prihodim k vyvodu, qto kaßdoe iz dvuh uravneniæ (3.5) imeet sprava ot kontura λ po odnomu korn¸ η^{(1)}_1 i η^{(2)}_2 . �ti korni raspoloßeny simmetriqno otnositel~no vewestvennoæ osi (ris. 4) i mogut byt~ kompleksnymi, vewestvennymi i mnimymi. Integraly v formulah (3.4) vyqislØ¸tsØ po vyqetam v pol¸sah, kotorye sovpada- ¸t s kornØmi uravneniØ (3.5). V rezul~tate prihodim k sootnoxeniØm u_{xi} = − i π [ A_{xi}(η^{(1)}_1 )

zα^′(η^{(1)}_1 ) − t − A_{xi}(η^{(2)}_2 )

zα^′(η^{(2)}_2 ) − t ] ,

u_z = − 1 π [ B_z (η^{(1)}_1 )

zα^′(η^{(1)}_1 ) − t + B_z (η^{(2)}_2 )

zα^′(η^{(2)}_2 ) − t ] . (5.1)

Tak kak na vewestvennoæ osi veliqiny A_{xi}(η), B_z (η) i α^′(η) ØvlØ- ¸tsØ vewestvennymi, to ravenstva (5.1) mogut byt~ zameneny formulami u_{xi} = 2 π Im A_{xi}(η^{(1)}_1 )

zα^′(η^{(1)}_1 ) − t ,

u_z = − 2 π Re B_z(η^{(1)}_1 )

zα^′(η^{(1)}_1 ) − t . (5.2)

Volnovomu pol¸ na osi z sootvetstvuet sluqaæ, kogda veliqina η^{(1)}_1 ØvlØetsØ vewestvennoæ. SootnoxeniØ (5.2) v fftom sluqae

190 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

zamenØ¸tsØ ravenstvami

u_{xi} = 0, u_z = − 2 π B_z (η^{(1)}_1 ) zα^′(η^{(1)}_1 ) − t

. (5.3)

Pri rassmotrenii sluqaØ, kogda toqka η^{(1)}_1 raspoloßena na mnimoæ osi, otmetim, qto na mnimoæ osi veliqiny A_{xi}(η) i α^′(η) ØvlØ¸tsØ vewestvennymi, a B_z (η) mnimoæ. Iz fftih faktov, soglasno ravenstvu (5.2), sleduet, qto v sluqae mnimyh η^{(1)}_1 smeweniØ u_{xi} i u_z obrawa¸tsØ v nuli. Takim obrazom, volnovoe pole vnutri “treugol~nogo” fronta i vperedi perednego fronta otsutstvuet. Za perednim frontom i vne “treugol~nogo” fronta i osi z volnovoe pole opredelØetsØ formulami (5.2), v kotoryh veliqina η^{(1)}_1 ØvlØetsØ kompleksnoæ i rexeniem pervogo uravneniØ (3.5).

Takim obrazom, volnovoe pole v ffffektivnoæ modeli vyraßaetsØ formulami (5.2) ili (5.3) i opredelØetsØ veliqinoæ η^{(1)}_1 , kotoraØ ØvlØetsØ odnim iz korneæ pervogo uravneniØ (3.6). DlØ toqek, leßawih na osi z, pervoe uravnenie (3.6) perehodit v bikvadratnoe (4.4), vewestvennoe rexenie kotorogo η^{(1)}_1 vyraßaetsØ formulami (4.5). Pri x ≠ 0 dlØ opredeleniØ volnovogo polØ neobhodimo naæti kompleksnyæ koren~ η^{(1)}_1 .

DlØ nahoßdeniØ fftogo kompleksnogo kornØ predlagaetsØ nekotoryæ podhod. Korni pervogo uravneniØ (3.6)

η^{(1)}_1 = A + iB, η^{(1)}_2 = −A + iB, η^{(1)}_3 = iC, η^{(1)}_4 = −iD (A > 0, B > 0, C > 0, D > 0) (5.4)

udovletvorØ¸t, soglasno obobwennoæ teoreme Vieta, uravneni- Øm η^{(1)}_1 η^{(1)}_2 η^{(1)}_3 η^{(1)}_4 = −(A^2 + B^2)CD = − x^2v^2 v^2_4 + z^2v^2_1 v^2_3 v^2_4 t^2 − z^2 , η^{(1)}_1 + η^{(1)}_2 + η^{(1)}_3 + η^{(1)}_4 = i(2B + C − D) = i2xtv^2_4 v^2_4 t^2 − z^2 . (5.5)

Iz ravenstv (5.5) moßno vyrazit~ real~nu¸ A i mnimu¸ B qasti kompleksnogo qisla η^{(1)}_1 , esli izvestny znaqeniØ veliqin C i D. DlØ nahoßdeniØ poslednih veliqin neobhodimo naæti znaqeniØ mnimyh korneæ uravneniæ (3.6) η^{(1)}_3 = iC i η^{(2)}_4 = −η^{(1)}_4 = iD

ISSLEDOVANIE VOLNOVOGO POL˚ 191

v intervale (iv_3, iv_2), pri fftom polezno provesti zamenu η = iτ i ispol~zovat~ uravneniØ

z^2(v^2_1 − τ^2)(τ^2 − v^2_3 ) − v^2_4 (tτ ∓ x)^2(v^2 − τ^2) = 0, (5.6)

ravnosil~nye uravneniØm (3.6). Levye qasti oboih uravneniæ (5.6) ØvlØ¸tsØ otricatel~nymi pri τ = v_3 i poloßitel~nymi pri τ = v_2. S pomow~¸ metoda deleniØ otrezka popolam moßno naæti korni oboih uravneniæ τ = C i τ = D. Ispol~zuØ vyqislennye znaqeniØ C i D, poluqaem formuly B = D − C 2 + xtv^2_4 v^2_4 t^2 − z^2 , A = √ x^2v^2 v^2_4 + z^2v^2_1 v^2_3 (v^2_4 t^2 − z^2)C D

− B^2, (5.7)

opredelØ¸wie kompleksnu¸ veliqinu η^{(1)}_1 .

V zakl¸qenie otmetim, qto poluqennye rezul~taty mogut byt~ obobweny na sluqaæ, kogda vremennaØ funkciØ f(t) ØvlØetsØ proizvol~noæ funkcieæ, a ne zadaetsØ formuloæ (3.3). Ispol~zuØ teoremu svertki, poluqaem sootnoxeniØ U_{xi}(t, x, z) = t∫ 0 u_{xi}(τ, x, z)f(t − τ )dτ (i = 1, 2),

U_z (t, x, z) = t∫ 0 u_z(τ, x, z)f(t − τ )dτ (5.8)

dlØ smeweniæ U_{xi} i U_z v sluqae proizvol~noæ funkcii f(t). Osobennost~ volnovogo polØ v fftom sluqae sostoit v tom, qto ono ne obrawaetsØ v nul~ vnutri “treugol~nogo” fronta.

Literatura

1. L. A. Molotkov, Ob ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sred. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

2. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnaØ model~ sloistoæ uprugo-ßidkoæ sredy kak qastnyæ sluqaæ modeli Bio. — Zap. nauqn. semin. POMI 230 (1995), 172–195.

3. L. A. Molotkov, A. E. Hilo, Issledovanie odnofaznyh i mnogofaznyh ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸wih periodiqeskie sredy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 140 (1984), 105–123.

192 L. A. MOLOTKOV, M. N. PEREKAREVA

4. M. Schoenberg, Wave propagating in alternating fluid and solid layers. — Wave Motion 6 (1984), 303–320.

5. T. J. Plona, K. W. Winkler, M. Schoenberg, Acoustic waves in alternating fluid/solid layers. — J. Acoust. Soc. Amer 81, No. 5 (1987), 1227–1234.

6. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. Nauka, SPb (2001).

7. L. A. Molotkov, O zatuhanii voln v ffffektivnoæ modeli, opisyva¸weæ poristye i trewinovatye sreda, nasywennye ßidkost~¸. — Zap. nauqn. semin. POMI 297 (2003), 216–229.

8. S. L. Sobolev, Nekotorye voprosy teorii rasprostraneniØ kolebaniæ, gl. XII. – V kn.: F. Frank i R. Mizes, Differencial~nye i integral~nye uravneniØ matematiqeskoæ fiziki, L.-M. (1937), 468–617.

Molotkov L. A., Perekareva M. N. Investigation of wave field in effective model of layered elastic-fluid medium.

For the medium consisting of alternating elastic and fluid layers, the effective model is constructed and investigated. This model is a special case of the Biot medium. The wave field is represented as Fourier and Mellin integrals. In the Mellin integral we replace contour of integration by a stationary contour. In the obtained expressions, we rearrange the integrals and calculate the inner integral. The external integral is equal to two residues. The corresponding poles are roots of two equations of fourth order. These roots are situated at the right half-plane and can be complex or real. The obtained representation for the wave field corresponds to the expressions derived by the method of Smirnov–Sobolev.

Postupilo 25 aprelØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ Morskoæ tehniqeskiæ universitet