Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 331, 2006 g.

P. P. Nikitin

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C ) V SMEXANNYH TENZORAH

Vvedenie

Rabota posvØwena issledovani¸ dvuh semeæstv vloßennyh koneqnomernyh algebr – algebr Brauffra i ih vaßnyh podalgebr, razdelennyh algebr Brauffra, – voznikxih v teorii klassiqeskih grupp i v sovremennyh issledovaniØh kvantovyh grupp.

IstoriØ vozniknoveniØ fftih algebr takova. Pust~ klassiqeskaØ gruppa (GL_n(C ), O_n(C ), Sp_n(C )) deæstvuet v koneqnomernom vektornom prostranstve V . Rassmotrim diagonal~noe deæstvie fftoæ gruppy v tenzornom proizvedenii V^{⊗f} , opredelØemoe formuloæ A · (v_1 ⊗ . . . ⊗ v_f ) = Av_1 ⊗ . . . ⊗ Av_f . Rassmotrim takße deæstvie simmetriqeskoæ gruppy S_f v fftom prostranstve, σ · (v_1 ⊗ . . . ⊗ v_f ) = (v_{σ(1)} ⊗ . . . ⊗ v_{σ(f)}), σ ∈ S_f . V teorii algebr Brauffra prinØto bukvoæ n oboznaqat~ parametr algebry (razmernost~ prostranstva V ), a qislo tenzornyh somnoßiteleæ – bukvoæ f, pofftomu dlØ simmetriqeskoæ gruppy ispol~zuetsØ neskol~ko neprivyqnoe oboznaqenie S_f . Nesloßno proverit~, qto postroennye deæstviØ grupp GL_n(C ) i S_f kommutiru¸t. Na samom dele spravedlivo namnogo bolee sil~noe utverßdenie, imenno, kak dokazal v 1901 godu I. Xur v svoeæ dissertacii [26], ffti deæstviØ poroßda¸t kommutanty drug druga. �tot fakt nosit nazvanie dvoæstvennosti Xura–VeælØ i ØvlØetsØ odnim iz central~nyh faktov teorii predstavleniæ obeih grupp.

Naprimer, vopros o razloßenii diagonal~nogo deæstviØ polnoæ lineænoæ gruppy v End(V^{⊗f} ) na neprivodimye komponenty svoditsØ k opisani¸ kommutanta C_f (Gl_n(C )) obraza fftogo

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantov INTAS 03-51-5018 i NX-4329.2006.1. 170

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 171 deæstviØ [1]. Sootvetstvenno, tot ße vopros dlØ ortogonal~noæ gruppy privodit nas k rassmotreni¸ algebry C_f (O_n(C )). Odnako, po vyraßeni¸ G. VeælØ, ffta poslednØØ algebra ØvlØetsØ “neskol~ko zagadoqnoæ”, qto vynudilo ego pribegnut~ pri issledovanii deæstviØ ortogonal~noæ gruppy k drugim metodam.

DlØ izuqeniØ kommutanta C_f (O_n(C )) R. Brauffr [7] v 1937 godu vvel associativnu¸ algebru diagramm Br_f (n) i gomomorfizm br : Br_f (n) → C_f (O_n(C )). Opredelenie algebry Br_f (n) (algebry Brauffra) imeet smysl pri l¸bom n ∈ C , priqem pri dostatoqno bol~xih po modul¸ qislah n ∈ Zalgebra ne ØvlØetsØ poluprostoæ. Sravnitel~no dolgoe vremØ ne udavalos~ ni dokazat~, qto algebra ØvlØetsØ poluprostoæ pri n ∉ Z, ni postroit~ opisanie faktoralgebry po radikalu pri n ∈ Z. Qastiqnye rezul~taty byli poluqeny v 1956 godu V. Braunom [8, 9], odnako polnoe opisanie neprivodimyh predstavleniæ i vetvleniØ dlØ semeæstva algebr {Br_f (n)} bylo poluqeno tol~ko v 1988 godu H. Venclem [29] pri pomowi uslovnyh oßidaniæ i osnovnoæ konstrukcii V. Dßonsa.

Otkrytie V. Dßonsom i L. Kauffmanom polinomial~nyh invariantov uzlov (sm. [12, 13]), a takße issledovaniØ kvantovyh grupp pozvolili obobwit~ ffti algebry. Dß. Birman i H. Vencl~ v 1989 godu postroili dvuparametriqesku¸ algebru

C_n(l, m) (algebru Birman–VenclØ), qastnym sluqaem kotoroæ oka-

zalas~ algebra Brauffra (sm. [5, 21]). Obobwenie postroennyh invariantov privelo V. G. Turaeva k vvedeni¸ v tom ße godu v rabote [27] algebr H_{k,l}(x, y), opisyva¸wih invarianty svØzok. Pri sootvetstvu¸wem vybore parametrov H_{k,l}(x(n), y(n)) = H_{k,l}(n) ⊂ Br_{k+l}(n). V svØzi s rabotoæ A. M. Verxika i A. ı. Okun~kova [2] (v ee pervom variante v Selecta Math., sm. [23]) V. G. Turaev obratil vnimanie A. M. Verxika na to, qto algebry, opredelennye im, moßet byt~, moßno izuqat~ metodami, predloßennymi v [2]. V to vremØ bylo neØsno, otliqa¸tsØ li ffti algebry ot gruppovyh algebr simmetriqeskih grupp, kak neizvestna byla i ih svØz~ s algebrami Brauffra. Izuqenie fftih voprosov i bylo zadaqeæ, postavlennoæ A. M. Verxikom avtoru.

Rabota postroena sledu¸wim obrazom. V §1 i §2 da¸tsØ opredeleniØ algebry Brauffra Br_f (n) i algebry H_{k,l}(n). V §3 pokazy-

172 P. P. NIKITIN vaetsØ, qto esli rassmotret~ deæstvie gruppy GL_n(C ) v smexannyh tenzorah V^{⊗k} ⨂ V^{∗⊗l} i oboznaqit~ qerez C_{k,l}(GL_nC ) kommu-

tant fftogo deæstviØ, to br(H_{k,l}(n)) ∼= C_{k,l}(GL_nC ), (1) pri otoßdestvlenii V^{⊗k} ⨂ V^{∗⊗l} ∼= V^{⊗k+l} (zdes~ br – otobra-

ßenie, vvedennoe R. Brauffrom, sm. vyxe). Dalee v §4 algebra

H_{k,l}(n) zadaetsØ qerez obrazu¸wie i sootnoxeniØ. V §5 my vvo-

dim ponØtie osnovnoæ konstrukcii Dßonsa, neobhodimoe dlØ opisaniØ v §6 neprivodimyh predstavleniæ i grafa vetvleniØ dlØ semeæstva algebr {H_{k,l}(n)}. (Pri podgotovke raboty k publikacii vyØsnilos~, qto algebra H_{k,l}(n) byla vvedena v rabotah [18, 6], pri fftom svoæstvo (1) bylo poloßeno v opredelenie, i utverßdeniØ nastoØweæ raboty qastiqno dokazany v rabotah [6, 20, 19]. Sm. takße [11].) Dalee v §7 stroitsØ realizaciØ predstavleniæ algebry H_{k,l}(n), qto pozvolØet predloßit~ novyæ, bolee estestvennyæ sposob podsqeta harakterov fftoæ algebry v §8 (analogiqnoe postroenie realizaciæ dlØ samoæ algebry Brauffra, kak i metod podsqeta harakterov, byli predloßeny S. V. Kerovym, sm. [14]).

Avtor blagodaren A. M. Verxiku za postanovku zadaq i postoØnnoe vnimanie k rabote.

1. Opredelenie algebry Brauffra

Nam potrebuetsØ opredelenie algebr Brauffra Br_f i Br_f (n), sm. [7]. Kak vektornoe prostranstvo C (x)-algebra Br_f poroßdaetsØ diagrammami, sostoØwimi iz dvuh rØdov po f toqek, priqem kaßdaØ iz toqek soedinena dugoæ rovno s odnoæ drugoæ. Tak, naprimer, moßet vyglØdet~ diagramma dlØ Br_6:

Proizvedenie a·b dlØ diagramm a, b ∈ Br_f stroitsØ sledu¸wim obrazom: neobhodimo narisovat~ diagrammu b pod diagrammoæ a tak, qtoby nißniæ rØd toqek dlØ diagrammy b sovpal s verhnim rØdom dlØ diagrammy a; zatem sleduet udalit~ poluqivxiæsØ

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 173 sredniæ rØd toqek. V rezul~tate fftoæ operacii poluqitsØ d ciklov i nekotoryæ graf c bez ciklov. Togda a · b = x^dc. Naprimer,

C -algebra Brauffra Brf (n), n ∈ C , kak vektornoe prostranstvo

poroßdaetsØ tem ße bazisom iz diagramm. Proizvedenie diagramm stroitsØ tak ße, kak dlØ Br_f , no pri fftom ispol~zuetsØ specializaciØ peremennoæ x na qislo n.

Teorema 1.1 (Brauffr [7]). Pri n ∈ N suwestvuet gomomorfizm

br : Br_f (n) → End(V^{⊗f} ) algebry Brauffra na kommutant C_f (O_n(C )) ortogonal~noæ gruppy O_n(C ).

Zameqanie 1.2. Ewe G. Veæl~ v monografii [1, gl. V] zametil,

qto gomomorfizm br in¨ektiven pri n > 2f. V. Braun [9] dokazal, qto in¨ektivnost~ gomomorfizma ravnosil~na neravenstvu n > f. Zameqanie 1.3. SimmetriqeskaØ gruppa Sn izomorfno vklady-

vaetsØ v algebru Brauffra Br_f (n), podstanovke σ otveqaet diagramma, soedinØ¸waØ i-¸ toqku verhnego rØda s σ(i)-æ toqkoæ nißnego rØda. My budem otoßdestvlØt~ podstanovku σ s sootvetstvu¸weæ diagrammoæ i vs¸ gruppovu¸ algebru C [S_n ] s sootvetstvu¸weæ podalgebroæ v Br_f (n). Otobraßenie br perevodit podalgebru C [S_n ] algebry Br_f (n) v kommutant diagonal~nogo deæstviØ GL_n(C ) v prostranstve V^{⊗f} (sm. vvedenie).

2. Opredelenie algebr v rabote V. G. Turaeva

Osnovnym ob¨ektom izuqeniØ v nastoØweæ rabote ØvlØetsØ semeæstvo algebr, vvedennyh V. G. Turaevym. Imenno, v rabote [27] privodØtsØ sledu¸wie opredeleniØ i formulirovki.

Pust~ f i g – neotricatel~nye celye qisla. Pod (f, g)-svØzkoæ ponimaetsØ takoe odnomernoe gladkoe kompaktnoe podmnogoobrazie L mnogoobraziØ R^2 × [0, 1], qto ∂L = L∩(R^2×{0, 1}) = {(i, 0, 0)|i = 1, 2, . . ., f}∪{(j, 0, 1)|j = 1, 2, . . ., g}, priqem v toqkah kraØ mnogoobrazie L ortogonal~no ploskostØm

R^2 × 0 i R^2 × 1. Orientacieæ (f, g)-svØzki L nazyvaetsØ orienta-

ciØ mnogoobraziØ L. S kaßdoæ orientirovannoæ (f, g)-svØzkoæ L

174 P. P. NIKITIN associiru¸tsØ qislovye posledovatel~nosti s(L) = (ε_1, . . . , ε_f ) i

t(L) = (ν_1, . . . , ν_g). Zdes~ ε_i = 1, esli v toqke (i, 0, 0) ∈ ∂L ediniq-

nyæ kasatel~nyæ k L vektor raven (0, 0, 1), i ε_i = −1, esli fftot vektor raven (0, 0, −1). Qislo ν_j = ±1 toqno tak ße opredelØetsØ napravleniem vektora, kasatel~nogo k L v toqke (j, 0, 1). Esli

s(L) = t(L^′), to estestvennym obrazom opredelØetsØ kompoziciØ

svØzok L ∘ L^′. Nas budut interesovat~ izotopiqeskie klassy svØzok.

Nam ponadobitsØ opredelenie troek KonveØ. Imenno, pust~ X – standartnaØ obrazu¸waØ gruppy kos B_2. Tri izotopiqeskih klassa orientirovannyh svØzok L_+, L_− i L_0 sostavlØ¸t troæku KonveØ, esli ffti klassy predstavlØ¸tsØ svØzkami, kotorye sovpada¸t vne nekotorogo zamknutogo xara v R^2 × (0, 1), a v fftom xare vyglØdØt sootvetstvenno kak X, X^{−1} i E.

Oboznaqim qerez Λ kol~co Z[x, x^{−1}, y, y^{−1}]. Pust~ M – mnoßestvo izotopiqeskih klassov svØzok. Rassmotrim svobodnyæ Λmodul~ Λ[M ], svobodno poroßdennyæ mnoßestvom M . Oboznaqim qerez N ego podmodul~, poroßdennyæ fflementami xL_+ − x^{−1}L_− −

yL_0, otveqa¸wimi vsevozmoßnym troækam KonveØ L_+, L_−, L_0 ∈

M . Oboznaqim qerez P otobraßenie P : M → Λ[M ]/N . Pust~

ε = (ε_1, . . ., ε_f ), ν = (ν_1, . . . , ν_g). Qerez H(ε, ν) ⊂ Λ[M ]/N obozna-

qim podmodul~, poroßdennyæ obrazami P (L) (f, g)-svØzok L, dlØ kotoryh s(L) = ε, t(L) = ν. Pri ν = ε umnoßenie svØzok zadaet na podmodule H(ε, ε) strukturu Λ-algebry.

Pust~ ε^n – posledovatel~nost~ iz n edinic. Algebra H(ε^n, ε^n) izomorfna klassiqeskoæ algebre Gekke H_n(Λ; y). Zdes~ H_n(Λ; y) – associativnaØ algebra s 1, poroßdennaØ fflementami σ_1, . . . , σ_{n−1}, udovletvorØ¸wimi sootnoxeniØm σ_iσ_j = σ_j σ_i pri |i − j| > 1,

σ_iσ_{i+1}σ_i = σ_{i+1}σ_iσ_{i+1} pri i = 1, . . . , n − 2, σ^2_i = yσ_i + 1 pri i = 1, . . . , n − 1. Teorema 2.1 (Turaev [27]). Pri vseh n = 0, 1, 2, . . . Λ-algebra

H(ε^n, ε^n) izomorfna H_n(Λ, y), izomorfizm zadaetsØ formuloæ e_i → xP (σ_i), gde σ_1, . . . , σ_{n−1} – fflementarnye kosy.

Teorema 2.2 (Turaev [27]). Esli posledovatel~nost~

ε = (ε_1, . . . , ε_f ) poluqaetsØ iz posledovatel~nosti ε^′ perestanovkoæ qlenov, to algebry H(ε, ε) i H(ε^′, ε^′) izomorfny.

Takim obrazom, l¸baØ algebra H(ε, ε) izomorfna algebre vi-

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 175 da H_{r,f−r} (x, y) = H(ε(r), ε(r)), gde ε(r) = (1, . . ., 1 r , −1, . . . , −1 f−r ). Esli my teper~ vvedem parametr n, poloßiv e^2 = ne dlØ svØzki vida e = , to my poluqim algebru H_{r,f−r} (n, y) ∼= H_{r,f−r}(x, y). Nakonec, my poloßim y = 1, v rezul~tate qego rassmotrim algebru H_{r,f−r} (n) = H_{r,f−r}(n, 1) ⊂ Br_f (n) (sr. [5, s. 254, 270]).

Takim obrazom, dlØ l¸bogo razloßeniØ f = k + l, k, l ∈ Z_+, my vveli algebru H_{k,l}(n) ⊂ Br_{k+l}(n). Dalee my vsegda budem oboznaqat~ vvedennu¸ algebru qerez H_{k,l}(n).

Kak ponØtno iz opredeleniØ, algebru H_{k,l}(n) moßno predstavit~ sledu¸wim obrazom. Vvedem v algebre Br_{k+l}(n) lineænoe otobraßenie Ψ_{k,l}, zadavaemoe na diagramme peremenoæ mest poslednih l toqek v verhnem i nißnem rØdah diagrammy (udobno predstavlØt~ sebe “povorot” levoæ qasti diagrammy):

Predloßenie 2.3. Algebra Hk,l(n) kak vektornoe prostranstvo

imeet bazis iz fflementov vida Ψ_{k,l}(σ), σ ∈ S_{k+l} ⊂ Br_{k+l}(n).

Sledstvie 2.4. Razmernost~ algebry Hk,l(n) ravna (k + l)!.

Budem oboznaqat~ qerez i proizvol~nu¸ toqku v verhnem rØdu diagrammy pri 1 6 i 6 k i qerez j — toqku v verhnem rØdu pri k + 1 6 j 6 k + l. Sootvetstvu¸wie toqki v nißnem rØdu budem oboznaqat~ qerez ī i j̄. Iz opredeleniØ otobraßeniØ Ψ_{k,l} sleduet, qto diagramma d est~ diagramma vida d = Ψ_{k,l}(σ) dlØ nekotorogo σ ∈ S_{k+l} togda i tol~ko togda, kogda vse ee dugi ime- ¸t vid [i,ī], [i, j], [j, j̄] ili [ī, j̄]. (2) Zametim, qto H_{k,l}(n) soderßit podgruppu S_k × S_l .

Nazovem dugu, soedinØ¸wu¸ toqki iz odnogo rØda diagrammy, gorizontal~noæ dugoæ, a dugu, soedinØ¸wu¸ toqki iz raznyh rØdov, – vertikal~noæ dugoæ (linieæ). L¸baØ diagramma soderßit odinakovoe koliqestvo gorizontal~nyh dug v verhnem i nißnem rØdu, my budem oboznaqat~ ffto qislo qerez bars(d). Krome fftogo,

176 P. P. NIKITIN nabor vseh liniæ diagrammy sootvetstvuet nekotoroæ podstanovke, my budem oboznaqat~ ee qerez σ(d). Esli d ∈ H_{k,l}(n), to

σ(d) ∈ S_{k−bars(d)} × S_{l−bars(d)}.

Iz ukazannogo vyxe vida dug proizvol~noæ diagrammy d ∈

H_{k,l}(n) sleduet, qto moßno predstavit~ sebe sledu¸wee opisanie

diagramm, poroßda¸wih fftu algebru: predstavim sebe “stenku”, soedinØ¸wu¸ toqku meßdu k-æ i (k + 1)-æ toqkami verhnego rØda s analogiqnoæ toqkoæ nißnego rØda:

Togda l¸baØ duga, prinadleßawaØ diagramme d, budet vertikal~noæ, esli ona ne peresekaet AB, i gorizontal~noæ, esli peresekaet. �to pozvolØet nazvat~ algebru H_{k,l}(n) razdelennoæ algebroæ Brauffra (walled Brauer algebra), sm. [6].

3. Opisanie razdelennoæ algebry Brauffra kak kommutanta

Rassmotrim diagonal~noe deæstvie gruppy GL_n(C ) v smexannyh tenzorah V^{⊗k} ⨂ V^{∗⊗l}: A·(v_1⊗. . .⊗v_k⊗v^∗_{k+1}⊗. . .⊗v^∗_{k+l} ) = A·v_1⊗. . .⊗A·v_k⊗A·v^∗_{k+1}⊗. . .⊗A·v^∗_{k+l}. Ispol~zuØ izomorfizm V i V^∗, my moßem zapisat~ izomorfnoe deæstvie v tenzornom proizvedenii V^{⊗k+l}: A · (v_1 ⊗ . . . ⊗ v_k ⊗ v_{k+1} ⊗ . . . ⊗ v_{k+l}) = A · v_1 ⊗ . . . ⊗ A · v_k ⊗ A^′ · v_{k+1} ⊗ . . . ⊗ A^′ · v_{k+l}, (3) gde A^′ = (A^t)^{−1}. DlØ A ∈ GL_n(C ) oboznaqim qerez I_1(A) ∈

End(V^{⊗k+l}) operator, otveqa¸wiæ fftomu deæstvi¸. Operator,

otveqa¸wiæ diagonal~nomu deæstvi¸ matricy A ∈ GL_n(C ) v

V^{⊗k+l}, oboznaqim qerez I_2(A) ∈ End(V^{⊗k+l}).

Vvedem lineænyæ izomorfizm Φ_{k,l} prostranstva End(V^{⊗k+l}) = {T = {T^{j1...jk+l} i1...i_k+_l }}: [Φ_{k,l}(T )]^{j1...jk+l} i1...i_k+_l = T j1...j_ki_k+1...i_k+_l i1...i_kj_k+1...j_k+_l . Oqevidnym obrazom, Φ^2_{k,l} = Id. PrØmoe vyqislenie pozvolØet sformulirovat~ sledu¸wee utverßdenie:

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 177

Predloßenie 3.1. Pust~ A ∈ GLn(C ), B ∈ End(V^{⊗k+l}). Togda

I_1(A)B = BI_1(A) ⇐⇒ I_2(A)Φ_{k,l}(B) = Φ_{k,l}(B)I_2(A).

Napomnim sledu¸wee opredelenie. Pust~ A – nekotoraØ algebra i S – kakoe-to mnoßestvo fflementov fftoæ algebry, S ⊂ A. Nazovem kommutantom (centralizatorom) mnoßestva S podalgebru C(S) ⊂ A vseh fflementov iz A, kommutiru¸wih s S. V naxem sluqae A vsegda budet imet~ vid A = End(V^{⊗f} ) dlØ nekotorogo koneqnomernogo prostranstva V i f ∈ N, a S vsegda budet podalgebroæ algebry A.

Kak uße upominalos~ vyxe (sm. zameqanie 1.3), kommutant diagonal~nogo deæstviØ I_2 poroßdaetsØ obrazom simmetriqeskoæ gruppy pod deæstviem otobraßeniØ br: br(σ)(v_1 ⊗ . . . ⊗ v_{k+l}) = v_{σ(1)} ⊗ . . . ⊗ v_{σ(k+l)}, σ ∈ S_{k+l}. Vmeste s predloßeniem 3.1 fftot fakt daet nam takoe sledstvie:

Sledstvie 3.2. Kommutant deæstviØ I1 poroßdaetsØ operato- rami Φ_{k,l}(br(σ)), σ ∈ S_{k+l} ⊂ Br_{k+l}(n). Kak i v sluqae diagonal~nogo deæstviØ ortogonal~noæ gruppy, kommutant rassmatrivaemogo deæstviØ gruppy GL_n(C ) moßet byt~ opisan pri pomowi algebry Brauffra. Iz opredeleniØ otobraßeniæ br, Φ_{k,l} i otobraßeniØ Ψ_{k,l} iz §2 neposredstvenno vytekaet sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 3.3. br ∘ Ψ_{k,l} = Φ_{k,l} ∘ br. Predloßenie 3.3 i sledstvie 3.2 pozvolØ¸t utverßdat~, qto kommutant deæstviØ I_1 poroßdaetsØ fflementami br(Ψ_{k,l}(σ)), σ ∈

S_{k+l} ⊂ Br_{k+l}(n). Takim obrazom, ispol~zuØ zameqanie 1.2, my

moßem sformulirovat~ sledu¸wu¸ teoremu:

Teorema 3.4. Obraz br(Hk,l(n)) izomorfen kommutantu diagonal~-

nogo deæstviØ gruppy GL_n(C ) v smexannyh tenzorah V^{⊗k} ⨂ V^{∗⊗l}. Pri n > k + l otobraßenie br perevodit algebru H_{k,l}(n) na obraz br(H_{k,l}(n)) izomorfno.

178 P. P. NIKITIN

4. Obrazu¸wie i sootnoxeniØ dlØ algebry H_{k,l}(n) Standartnye obrazu¸wie algebry Brauffra vyglØdØt sledu- ¸wim obrazom:

Zadadim v fftih terminah razdelennu¸ algebru Brauffra.

Teorema 4.1. Hk,l(n) est~ podalgebra algebry Brk+l(n), poroßden-

naØ obrazu¸wimi σ_1, . . ., σ_{k−1}, e_k, σ_{k+1}, . . . , σ_{k+l−1} i opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi

σ^2_i = 1, i ≠ k; (σ_iσ_{i+1})^3 = 1, i ≠ k − 1, k + 1; (4) e_kσ_i = σ_ie_k, i ≠ k − 1, k + 1; (5)

e^2_k = ne_k, e_kσ_{k−1}e_k = e_kσ_{k+1}e_k = e_k, (6) e_kσ_{k−1}σ_{k+1}e_k = σ_{k−1}σ_{k+1}e_kσ_{k−1}σ_{k+1}e_k; (7) H_{k,l}(n) = ⟨σ_1, . . . , σ_{k−1}, e_k, σ_{k+1}, . . ., σ_{k+l−1} | (4) − (7)). Proverka togo, qto obrazu¸wie σ_1, . . . , σ_{k−1}, e_k, σ_{k+1}, . . . , σ_{k+l−1} udovletvorØ¸t zadannym vyxe sootnoxeniØm, ne predstavlØet sloßnosti.

Oboznaqim qerez (i, j) fflement σ_iσ_{i+1} . . . σ_{k−1}σ_jσ_{j−1} . . . σ_{k+1}e_k ∈

H_{k,l}(n). DlØ fftogo fflementa bars((i, j)) = 1, on soderßit dugi [i, j] i [k, k + 1], i σ((i, j)) = e. Postroim po indukcii diagrammy d^r_0 ∈ H_{k,l}(n), 1 6 r 6 min(k, l):

d^0 = e; d^r_0 = d^{r−1}_0 · (k − r + 1, k + r).

Diagrammy (i, j) i d^r_0 sut~

Obrazu¸wie σ_1, . . . , σ_{k−1}, σ_{k+1}, . . . , σ_{k+l−1} v silu sootnoxeniæ (4) zada¸t algebru C [S_k ×S_l ]. Ispol~zuØ ffti obrazu¸wie i sootnoxeniØ (4), nesloßno svesti dokazatel~stvo teoremy k proverke utverßdeniØ, qto esli nekotoraØ posledovatel~nost~ obrazu¸wih (ili “slovo”) D zadaet diagrammu d^r_0 dlØ nekotorogo

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 179 r, to ffto slovo D ffkvivalentno slovu d^r_0 v smysle sootnoxeniæ (4)–(7). Dokazatel~stvo poslednego utverßdeniØ moßno provesti sledu¸wim obrazom: snaqala naæti slovo D^′, ffkvivalentnoe D i zapisyvaemoe v vide D^′ = (i_1j_1)(i_2j_2) . . . (i_mj_m)a, gde m – koliqestvo obrazu¸wih e_k v slove D i a ∈ S_k × S_l . Zatem, ispol~zuØ sootnoxenie (7), naæti ffkvivalentnoe slovo D^{′′} takogo ße vida, soderßawee rovno r obrazu¸wih e_k. I, nakonec, perestavlØØ meßdu soboæ fflementy (i_pj_p), poluqit~ ffkvivalentnost~ ishodnogo slova D slovu d^r_0. Podrobnee sm. [4].

5. KonstrukciØ Dßonsa, teoriØ predstavleniæ algebry Brauffra

V fftom paragrafe opisyvaetsØ konstrukciØ Dßonsa (sm. [12, 29]).

Rassmotrim paru poluprostyh algebr A ⊂ B nad C, A = ∑ A_i, A_i ∼= M_{ai} C ; B = ∑ B_j , B_j ∼= M_{bj} C . Funkcional tr : B → C nazyvaetsØ sledom, esli tr(ab) = tr(ba) dlØ l¸byh a, b ∈ B. Suwestvuet edinstvennyæ s toqnost~¸ do mnoßitelØ sled na M_nC , pofftomu l¸boæ sled na B polnost~¸ opredelØetsØ znaqeniØmi t_j = tr(p_j), gde p_j ∈ B_j – minimal~- nye idempotenty. Sled tr nazyvaetsØ nevyroßdennym, esli dlØ l¸bogo 0 ≠ b ∈ B suwestvuet b^′ ∈ B, dlØ kotorogo tr(bb^′) ≠ 0. Nesloßno proverit~, qto nevyroßdennost~ sleda ravnosil~na utverßdeni¸, qto t_j ≠ 0 dlØ l¸bogo j.

Napomnim, qto esli sled nevyroßden na B, to otobraßenie

b ∈ B → tr(b·) ∈ B^∗ est~ izomorfizm. Pust~ teper~ sled nevyro-

ßden na B i na A. Pol~zuØs~ izomorfizmom meßdu A i A^∗, my poluqaem dlØ l¸bogo b ∈ B edinstvennyæ fflement ε_A(b) ∈ A, takoæ, qto tr(b·)_{|A} = tr(ε_A(b)·)_{|A}. Lineænoe otobraßenie ε_A : B → A nazyvaetsØ uslovnym oßidaniem, sohranØ¸wim sled. Osnovnye svoæstva ε_A takovy:

1) ε_A(a_1ba_2) = a_1ε(b)a_2 dlØ a_1, a_2 ∈ A i b ∈ B. V qastnosti,

ε_A(a) = a dlØ a ∈ A;

2) ε_A nevyroßdeno, t.e. dlØ l¸bogo 0 ≠ b ∈ B suwestvu¸t

b_1, b_2 ∈ B, dlØ kotoryh ε_A(b_1b) ≠ 0 i ε_A(bb_2) ≠ 0.

Zameqanie 5.1. Moßno vvesti opredelenie uslovnogo oßidaniØ

180 P. P. NIKITIN

ε_A, ne ispol~zu¸wee sled (sm. [28]), poloßiv po opredeleni¸

ε_A(a_1ba_2) = a_1ε_A(b)a_2 dlØ a_1, a_2 ∈ A, b ∈ B;

ε_A(b^∗) = ε_A(b)^∗, b ∈ B. (∗)

V fftom sluqae Ødro Ker ε_A budet dvustoronnim idealom otnositel~no A, v to vremØ kak dlØ vvedennogo vyxe opredeleniØ

Ker ε_A est~ ortogonal~noe dopolnenie k A (v smysle sleda). V

teorii C^∗-algebr prinØto nalagat~ na oßidanie uslovie poloßitel~nosti: oßidanie P : B → A nazyvaetsØ poloßitel~nym, esli dlØ l¸bogo b ∈ B znaqenie P (bb^∗) poloßitel~no, t.e. leßit v konuse, poroßdennom fflementami vida aa^∗, a ∈ A; inogda nalagaetsØ bolee strogoe uslovie polnoæ poloßitel~nosti. V rabote A. M. Verxika [28] podqerkivaetsØ vaßnost~ nepoloßitel~nyh (ili obobwennyh) oßidaniæ i obratnyh spektrov koneqnomernyh poluprostyh algebr. V ukazannoæ rabote obrawaetsØ vnimanie na to, qto virtual~naØ proekciØ (otnositel~no opredeleniØ proekcii sm. zameqanie 5.5 i raboty [28, 3]) ne ØvlØetsØ poloßitel~noæ. Oßidanie ε_f : Br_f → Br_{f−1} (sm. niße) takße ne ØvlØetsØ poloßitel~nym (ffto ne otmeqeno v rabote [29]).

Krome togo, v rabote [28] pokazano, qto dlØ koneqnomernyh poluprostyh algebr i ih podalgebr l¸boe oßidanie v smysle (∗) sohranØet nekotoryæ (vozmoßno, nepoloßitel~nyæ) sled. Sledovatel~no, opredelenie oßidaniØ (∗) sovpadaet s opredeleniem, vvedennym vyxe.

Pust~ algebra B soderßitsØ v nekotoroæ algebre C i pri fftom suwestvuet fflement e ∈ C, dlØ kotorogo

1) e^2 = e, 2) ebe = eε_A(b) = ε_A(b)e dlØ l¸bogo b ∈ B, 3) otobraßenie a ∈ A → ae in¨ektivno i 1e = e. Vaßnym primerom takoæ situacii slußit sledu¸waØ: rassmotrim levoe regulØrnoe predstavlenie algebry B, pri fftom algebru B, rassmatrivaemu¸ kak vektornoe prostranstvo, budem oboznaqat~ qerez B_ξ, a sootvetstvu¸wie fflementy algebry — qerez b_ξ. Pust~ algebra C = End(B_ξ ) est~ algebra vseh lineænyh preobrazovaniæ prostranstva B_ξ . V fftom sluqae fflement

e_A ∈ End(B_ξ ), e_Ab_ξ = ε(b)_ξ , udovletvorØet sformulirovannym vy-

xe svoæstvam. Oboznaqim qerez ⟨B, e_A⟩ algebru, poroßdennu¸ B i e_A.

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 181

Predloßenie 5.2 (Dßons [12]; Vencl~ [29]).

1. DlØ opredelennyh vyxe poluprostyh algebr A i B, nevyroßdennogo sleda tr i uslovnogo oßidaniØ ε_A algebra ⟨B, e_A⟩ izomorfna kommutantu algebry A v End(B_ξ ). V qastnosti, ffta algebra poluprosta.

2. Suwestvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu prostymi komponentami algebr A i ⟨B, e_A⟩, pri fftom minimal~nomu idempotentu p ∈ A_i otveqaet minimal~nyæ idempotent pe_A ∈ ⟨B, e_A⟩_i. Pri fftom sootvetstvii diagramma Bratteli dlØ algebr B ⊂ ⟨B, e_A⟩ est~ otraßenie diagrammy Bratteli dlØ algebr A ⊂ B. 3. ⟨B, e_A⟩ = Be_AB. Algebru ⟨B, e_A⟩, opisannu¸ v predloßenii 5.2, kak i process ee postroeniØ, nazyva¸t (osnovnoæ) konstrukcieæ Dßonsa. Sledu¸waØ teorema pokazyvaet, qto ffta algebra est~ “naimen~xaØ” algebra, poroßdaemaØ algebroæ B i idempotentom e.

Predloßenie 5.3 (Vencl~ [29]). Pust~ A ⊂ B — koneqnomernye

poluprostye algebry nad C i tr – nevyroßdennyæ sled na B, sußenie kotorogo na A takße nevyroßdeno. Pust~ ε_A – sohranØ¸wee sled uslovnoe oßidanie algebry B na podalgebru A, i pust~ idempotent e udovletvorØet sformulirovannym vyxe svoæstvam 1–3. Togda algebra ⟨B, e⟩ poluprosta, i suwestvuet razloßenie ⟨B, e⟩ ∼= ⟨B, e_A⟩ ⨁ B̃, gde algebra ⟨B, e_A⟩ est~ algebra iz predloßeniØ 5.2, a algebra B̃ izomorfna podalgebre algebry B. Pri fftom ideal, poroßdennyæ idempotentom e, izomorfen ⟨B, e_A⟩.

OsnovnaØ konstrukciØ Dßonsa byla primenena H. Venclem [29] dlØ postroeniØ teorii predstavleniæ algebry Brauffra. Im dokazany sledu¸wie utverßdeniØ. (My ispol~zuem rabotu H. VenclØ v §6.)

Predloßenie 5.4 (Vencl~ [29]).

1. DlØ l¸boæ diagrammy d ∈ Br_f suwestvuet edinstvennaØ diagramma ε_f (d) ∈ D_{f−1}, dlØ kotoroæ e_f de_f = xε_f (d)e_f i ε_f (d) = d dlØ l¸bogo d ∈ Br_{f−1}.

2. Suwestvuet lineænyæ funkcional τ na Br_f , zadavaemyæ po indukcii sledu¸wim obrazom: τ (d) = τ (ε_f (d)), τ (1) = 1.

182 P. P. NIKITIN

3. Funkcional τ moßet byt~ zadan po indukcii formuloæ τ (aχb) =^1_x τ (ab) dlØ χ ∈ {σ_f , e_f } i a, b ∈ Br_{f−1}. 4. τ (d^′ε_f (d)) = τ (d^′d) dlØ d ∈ Br_f i d^′ ∈ Br_{f−1}, t.e. otobraßenie ε_f – uslovnoe oßidanie algebry Br_f na Br_{f−1}.

5. Suwestvuet otobraßenie iz Br_f (n) v Br_{f−1}(n), takße oboznaqaemoe qerez ε_f , i funkcional τ_n na Br_f (n), dlØ kotorogo τ_n(d^′ε_f (d)) = τ_n(d^′d) dlØ d ∈ Br_f (n) i d^′ ∈ Br_{f−1}(n).

6. Pust~ d ∈ Br_f . Esli opredeleno d(n), to τ_n(d(n)) =

[τ (d)](n).

7. Funkcionaly τ i τ_n – sledy na algebrah Br_f i Br_f (n) sootvetstvenno. DlØ poloßitel~nogo neqetnogo n vypolnØetsØ τ_n = tr ∘br, gde tr — normirovannyæ sled na End(V^{⊗f} ).

Zameqanie 5.5. Esli rassmotret~ sußenie vvedennogo H. Venc-

lem oßidaniØ ε_f na podalgebru C [S_f ] ⊂ Br_f , to my poluqim sledu¸wee: { ε_f (σ) = σ, σ ∈ S_{f−1} ⊂ Br_{f−1} ⊂ Br_f ; ε_f (σ) = x^{−1} · VP_f (σ) dlØ podstanovok σ ∈ S_f \S_{f−1}.

Zdes~ VP_f : S_f → S_{f−1} est~ virtual~naØ proekciØ, t.e. vyqerkivanie qisla f iz cikliqeskoæ zapisi podstanovki, naprimer,

VP_7((57)(432)(61)) = (5)(432)(61).

�ta proekciØ byla vvedena v rabote [16] i ispol~zovalas~ dlØ opredeleniØ proektivnogo predela lim←− S_f (sm. takße [17, 3]). Virtual~naØ proekciØ moßet byt~ oharakterizovana sledu¸- wim obrazom.

Teorema 5.6 [16]. DlØ virtual~noæ proekcii VP : Sf → Sf−1

VP(a_1ba_2) = a_1 VP(b)a_2, a_1, a_2 ∈ S_{f−1}, b ∈ S_f .

Pri f > 4 proekciØ VP – edinstvennoe otobraßenie, udovletvorØ¸wee fftomu uslovi¸.

Virtual~naØ proekciØ takße pozvolØet dat~ invariantnoe opredelenie fflementov ınga–ıcisa–Merfi dlØ simmetriqeskoæ gruppy (sm. [2]). Otnositel~no fflementov ınga–ıcisa– Merfi dlØ algebry Brauffra sm. [22, 25].

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 183

Teorema 5.7 (Vencl~ [29]). Algebra Brf (n) poluprosta pri n ∉ Z.

Graf vetvleniØ dlØ semeæstva algebr {Br_f (n)}^∞_{f=1}, n ∉ Z, vyglØdit sledu¸wim obrazom: na f-m fftaße verxiny parametrizovany parami (f, λ), gde λ probegaet mnoßestvo vseh diagramm ınga, dlØ kotoryh f − |λ| qetno. Verxiny (f, λ) i (f + 1, μ) soedineny rebrom, esli λ ↗ μ ili λ ↘ μ (sm. ris. 1).

Ris. 1. Diagramma Bratteli dlØ cepoqki algebr Brauffra.

My budem oboznaqat~ razmernost~ neprivodimogo predstavleniØ algebry Brauffra Br_f (n), n ∉ Z, otveqa¸wego pare (f, λ), qerez dim(f, λ). Qerez dim(λ) oboznaqaetsØ razmernost~ neprivodimogo predstavleniØ algebry C [S_f ], otveqa¸wego diagramme λ. Sledu¸wee utverßdenie legko proverØetsØ po indukcii (sm. takße dokazatel~stvo sledstviØ 6.9).

Sledstvie 5.8.

dim(f, λ) = f! dim λ |λ|!((f − |λ|)/2)!2^{(f−|λ|)/2} . (8)

6. TeoriØ predstavleniæ algebr Hk,l(n)

DlØ primeneniØ konstrukcii Dßonsa k postroeni¸ grafa vetvleniØ dlØ semeæstva razdelennyh algebr Brauffra po analogii s rabotoæ [29] nam potrebuetsØ zadat~ nekotoroe semeæstvo polinomov {P_{λ,μ}(n)}, znaqeniØ kaßdogo iz kotoryh dlØ dostatoqno bol~xih n ∈ N budut otveqat~ razmernosti nekotorogo predstavleniØ gruppy GL_nC . Imenno, oboznaqim qerez n × l − λ diagrammu, poluqennu¸ vyrezaniem iz pravogo nißnego ugla prØmougol~nika razmera n × l diagrammy λ, razvernutoæ na 180^∘, i qerez n×l −λ+μ diagrammu n×l −λ, k kotoroæ sprava pripisana diagramma μ.

184 P. P. NIKITIN

Esli n = 3, l = 4, λ = ,

μ = ,

to n × l − λ + μ = .

Nam neobhodimo vyqislit~ razmernost~ dim(n × l − λ + μ, n) ukazannyh vyxe predstavleniæ kak funkci¸ ot n (s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ) pri uslovii |λ| 6 l.

Napomnim, qto dlØ l¸boæ kletki � ∈ λ, nahodØweæsØ v i-æ stroke i j-m stolbce diagrammy λ, moßno opredelit~ soderßanie fftoæ kletki c(�) = i−j i kr¸k h(�) = (λ_i −j)+(λ̃_j −i)+1. Razmernost~ dim(λ, n) neprivodimogo predstavleniØ gruppy GL_n(C ), otveqa¸wego diagramme λ, ravna

dim(λ, n) = ∏ (n + c(�)) ∏ h(�)^{= A ·} ∏ (n + c(�)), (9)

gde proizvedeniØ berutsØ po vsem kletkam � ∈ λ diagrammy λ. Pri fftom c(�) – soderßanie kletki, h(�) – kr¸k, otveqa¸wiæ kletke, i A = ( ∏ h(�))^{−1} – konstanta.

Pol~zuØs~ fftoæ formuloæ dlØ razmernosti dim(λ, n), moßno vvesti trebuemye polinomy (dokazatel~stvo sm. v [4]).

Predloßenie 6.1.

1. Vypolneno vkl¸qenie S_2(λ, μ) ⊂ S_1(λ, μ). 2. Razmernost~ dim(n × l − λ + μ, n) ravna polinomu P_{λ,μ}(n) = A · ∏ c∈S1/S2 (n + c)

stepeni |λ| + |μ|, dlØ nekotoroæ konstanty A. 3. Naibol~xiæ i naimen~xiæ korni polinoma P_{λ,μ}(n) ravny

λ_1 + μ_1 − 1 i 1 − λ̃_1 − μ̃_1.

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 185 DlØ proizvol~noæ diagrammy d ∈ Br_{k+l} rassmotrim ee zamykanie Clos(d) = Clos_{k+l}(d): dlØ Oboznaqim qerez # Clos(d) qislo komponent svØznosti v zamykanii Clos(d) diagrammy d (linii diagrammy sqita¸tsØ nepereseka¸wimisØ) i zadadim funkcionaly τ^0 : Br_f → C , τ^0_n :

Br_f (n) → C , poloßiv

τ^0(d) = x^{# Clos(d)−(k+l)}, τ^0_n(d) = n^{# Clos(d)−(k+l)}.

Napomnim, qto predloßenie 5.4 pozvolØet zadat~ na algebrah

Br_{k+l} i Br_{k+l}(n) funkcionaly τ i τ_n.

Lemma 6.2.

1. Funkcionaly τ^0 i τ sovpada¸t na algebre Br_{k+l}, i, sledovatel~no, sovpada¸t ih sußeniØ na podalgebru H_{k,l}.

2. To ße verno dlØ funkcionalov τ^0_n i τ_n.

Dokazatel~stvo. Lemma sleduet iz predloßeniØ 5.4 i togo fak-

ta, qto (v terminah fftogo predloßeniØ) Clos(aχb) = Clos(ab) i

# Clos(1) = k + l. �

My budem oboznaqat~ sußenie funkcionalov τ = τ^0 i τ_n = τ^0_n na podalgebry H_{k,l} ⊂ Br_{k+l} i H_{k,l}(n) ⊂ Br_{k+l}(n) sootvetstvenno qerez τ i τ_n. Napomnim, qto ffti funkcionaly ØvlØ¸tsØ sledami.

DlØ opisaniØ predstavleniæ algebry H_{k,l} my budem ispol~- zovat~ osnovnu¸ konstrukci¸ Dßonsa. Imenno, rassmotrim cepoqku H_{k,l} ⊂ H_{k+1,l} ⊂ H_{k+1,l+1} i fflement e_{k+1,l+1} = (1, k + 1)(k +

2, k + l + 2)e_{k+1}(1, k + 1)(k + 2, k + l + 2) ∈ H_{k+1,l+1}:

Voz~mem diagrammu d ∈ H_{k+1,l} i rassmotrim proizvedenie

e_{k+1,l+1} · d · e_{k+1,l+1} ∈ H_{k+1,l+1}. PoluqennaØ diagramma, oqevidnym

obrazom, soderßit dugu, soedinØ¸wu¸ pervu¸ i (k + l + 2)-¸ toqki v verhnem rØdu, i taku¸ ße dugu v nißnem rØdu. Sledovatel~no, proizvedenie e_{k+1,l+1} · d · e_{k+1,l+1} odnoznaqno zadaet

186 P. P. NIKITIN nekotoryæ fflement ε_{k,l}(d) ∈ H_{k,l}. Takim obrazom, my postroili lineænoe otobraßenie ε_{k,l} : H_{k+1,l} → H_{k,l}. Dokazatel~stva sledu¸wih treh lemm analogiqny rabote [29], sm. [4].

Lemma 6.3.

1. DlØ l¸bogo fflementa d ∈ H_{k,l} suwestvuet edinstvennyæ fflement ε_{k,l−1}(d) ∈ H_{k,l−1}, dlØ kotorogo e_{k+1,l} · d · e_{k+1,l} = xε_{k,l−1}(d)e_{k+1,l}; ε_{k+1,l}(d) = d pri d ∈ H_{k,l−1}. 2. Otobraßenie ε_{k,l−1} – uslovnoe oßidanie, sohranØ¸wee sled τ , t.e. dlØ funkcionala τ i fflementa d ∈ H_{k,l} vypolnØetsØ τ |_{Hk,l} (d) = τ |_{Hk,l}�_1 (ε_{k,l−1}(d)), τ (1) = 1. 3. DlØ funkcionala τ i fflementa d ∈ H_{k,l} vypolnØetsØ τ (aχb) = (1/x)τ (ab), gde χ ∈ {e_{k,l}, σ_{k+l−1}}, a, b ∈ H_{k,l−1}. 4. DlØ d ∈ H_{k,l}, d^′ ∈ H_{k,l−1} vypolnØetsØ τ (d^′ε_{k,l−1}(d)) = τ (d^′d). 5. Analogiqno opredelØetsØ uslovnoe oßidanie algebry

H_{k,l}(n) na podalgebru H_{k,l−1}(n), oboznaqaemoe takße qerez ε_{k,l−1}, dlØ kotorogo τ_n(d^′ε_{k,l−1}(d)) = τ_n(d^′d) pri d ∈ H_{k,l}(n), d^′ ∈ H_{k,l−1}(n). 6. Esli dlØ fflementa d ∈ H_{k,l} opredeleno znaqenie d(n), to

τ_n(d(n)) = [τ (d)](n).

7. DlØ funkcionala τ_n na algebre H_{k,l}(n) dlØ poloßitel~nogo neqetnogo n vypolnØetsØ τ_n = tr ∘br, gde tr — normirovannyæ sled na End(V^{⊗f} ).

Lemma 6.4. Rassmotrim prostranstvo Ik,l ⊂ Hk,l, poroßdennoe

diagrammami, soderßawimi hotØ by odnu dugu. Spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

1. I_{k,l} – dvustoronniæ ideal. 2. I_{k,l} = ⟨e_{k,l}⟩ = ⟨e_{k,l}, H_{k,l−1}⟩. 3. H_{k,l}/I_{k,l} ∼= C (x)[S_k × S_l ]. 4. To ße verno dlØ I_{k,l}(n) ⊂ H_{k,l}(n); v fftom sluqae H_{k,l}(n)/I_{k,l}(n) ∼= C [S_k × S_l].

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 187 Vvedem annulØtor ideala τ_n, J_{k,l}(n) = {a ∈ H_{k,l}(n)|τ_n(ab) = 0 dlØ l¸bogo b ∈ H_{k,l}}. Lemma 6.5.

1. J_{k,l}(n) – dvustoronniæ ideal. 2. J_{k,l}(n) ⊂ J_{k+1,l}(n), J_{k,l}(n) ⊂ J_{k,l+1}(n). Oboznaqim kommutant deæstviØ I_1 gruppy GL_n(C ) na prostranstve End(V^{⊗k+l}) qerez C_{k,l}(GL_nC ). Napomnim sledu¸wee izvestnoe utverßdenie:

Predloßenie 6.6. Pust~ p ∈ Ck,l(GLnC ) – minimal~nyæ idempo-

tent. Togda

1. Predstavlenie g ∈ GL_n(C ) → pI_1(g)p ØvlØetsØ neprivodimym.

2. Razmernost~ predstavleniØ ravna n^{k+l} tr(p), gde tr – normirovannyæ sled na End(V^{⊗k+l}).

Kak govorilos~ v teoreme 3.4, suwestvuet gomomorfizm br :

H_{k,l}(n) → C_{k,l}(GL_nC ), biektivnyæ pri n > k + l. V fftom sluqae

faktoralgebra C [S_k × S_l] vydelØetsØ prØmym slagaemym. Pust~

z(n) – central~nyæ idempotent, otveqa¸wiæ idealu I_{k,l}(n), i p_{λ,μ} = p_λp_μ – proizvedenie ¸ngovskih idempotentov dlØ C [S_k × S_l] ⊂ H_{k,l}(n); togda q_{λ,μ}(n) = (1 − z(n))p_{λ,μ} – minimal~nyæ idem-

potent dlØ H_{k,l}(n)/I_{k,l}(n). Otobraßenie br biektivno, pofftomu otobraßenie g ∈ GL_n(C ) → br(q_{λ,μ})I_1(g)br(q_{λ,μ}) ØvlØetsØ neprivodimym predstavleniem gruppy GL_n(C ). Soglasno rabote [6], ffto predstavlenie otveqaet diagramme n × l −

λ + μ, pofftomu, v silu predloßeniØ 6.1, ego razmernost~ ravna P_{λ,μ}(n). Sledovatel~no, tr(q_{λ,μ}) = P_{λ,μ}(n)/n^{k+l}. L¸boæ minimal~-

nyæ idempotent otveqaet neprivodimomu predstavleni¸, pofftomu sled tr nevyroßden na C_{k,l}(GL_nC ).

Oboznaqim qerez Γ_{k,l} mnoßestvo vseh par diagramm ınga

(λ, μ), dlØ kotoryh |λ| 6 k, |μ| 6 l, |λ|−|μ| = k−l. My budem pisat~ μ ↗ μ^′ (sootvetstvenno, μ ↘ μ^′), esli diagramma μ^′ poluqaetsØ

iz diagrammy μ dobavleniem (sootvetstvenno, udaleniem) odnoæ kletki.

188 P. P. NIKITIN

Teorema 6.7.

1. C (x)-algebra Hk,l poluprosta. Ona raskladyvaetsØ v prØmu¸

summu polnyh matriqnyh algebr H^{λ,μ}_{k,l} pri (λ, μ) ∈ Γ_{k,l}. Neprivodimoe predstavlenie (k, l, λ, μ), otveqa¸wee algebre H^{λ,μ}_{k,l} , pri sußenii na H_{k−1,l} raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu (k, l, λ, μ) = ⨁ (k − 1, l, λ^′, μ^′), gde summa beretsØ po vsem param diagramm (μ^′, λ^′), takim, qto libo λ^′ = λ i μ ↗ μ^′, libo λ ↘ λ^′ i μ^′ = μ. Vesa sleda τ zada¸tsØ vektorom (P_{λ,μ}(x)/x^{k+l})_{(λ,μ)∈Γk,l} . 2. Pust~ algebry H_{k−1,l−1}(n) i H_{k,l−1}(n) poluprosty. Esli sled

τ_n nevyroßden na H_{k,l−1}, to algebra H_{k,l}(n) poluprosta. V fftom sluqae H_{k,l}(n) ⊗ C (x) = H_{k,l} i vesa sleda τ_n na H_{k,l}(n) zada¸tsØ vektorom (P_{λ,μ}(n)/n^{k+l})_{(λ,μ)∈Γk,l} ; vetvlenie dlØ algebr H_{k,l−1}(n) ⊂ H_{k,l}(n) sovpadaet s vetvleniem dlØ H_{k−1,l−1} ⊂ H_{k,l−1}.

Dokazatel~stvo. Budem provodit~ dokazatel~stvo punkta 1 po

indukcii. Bazoæ indukcii ØvlØetsØ H_{k,0} ⊂ H_{k+1,0}, H_{k,0} ∼= C [S_k ],

H_{k+1,0} ∼= C [S_{k+1} ]; v fftom sluqae razloßenie horoxo izvestno.

Pust~ algebry H_{k−1,l−1} i H_{k,l−1} poluprosty. Iz predloßeniØ 6.3 i lemmy 6.4 sleduet, qto esli sled τ_n nevyroßden na fftih algebrah, to my nahodimsØ v uslovii teoremy 5.3.

V fftom sluqae ideal I_{k,l} = ⟨e_{k,l}⟩ ⊂ H_{k,l} izomorfen osnovnoæ konstrukcii Dßonsa dlØ vloßeniØ H_{k−1,l−1} ⊂ H_{k,l−1}. V silu predloßeniØ 5.2 i indukcionnogo predloßeniØ, prostye komponenty ideala I_{k,l} numeru¸tsØ fflementami mnoßestva Γ_{k−1,l−1}. V qastnosti, fftot ideal poluprost. V silu lemmy 6.4, faktoralgebra H_{k,l}/I_{k,l} izomorfna C [S_k × S_l] i, sledovatel~no, poluprosta. Takim obrazom, algebra H_{k,l} takße poluprosta.

Pust~ (k, l, λ, μ) – prostoæ I_{k,l}-modul~. V silu predloßeniØ 5.2,

(k, l, λ, μ) budet togda prØmoæ summoæ vseh moduleæ (k, l − 1, λ^′, μ^′),

kotorye soderßat podmodul~ (k−1, l−1, λ, μ). Pofftomu trebuemoe vetvlenie sleduet iz indukcionnogo predpoloßeniØ dlØ vkl¸qeniØ H_{k,l−1} ⊂ H_{k−1,l−1}. Esli ße modul~ V^{λ,μ}_{k,l} annuliruetsØ idealom I_{k,l}, togda on ØvlØetsØ C [S_k × S_l]-modulem, i v fftom sluqae razloßenie horoxo izvestno.

Dokaßem nevyroßdennost~ sleda τ_n na H_{k,l}(n). Rassmotrim minimal~nyæ idempotent p_{λ,μ} ∈ D^{λ,μ}_{k−1,l−1}. V silu predloßeniæ

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 189 5.2 i 6.3, (1/x)p_{λ,μ}e_{k,l} ØvlØetsØ minimal~nym idempotentom v H_{k,l}, τ ((1/x)p_{λ,μ}e_{k,l}) = (1/x^2)τ (p_{λ,μ}) = P_{λ,μ}(x)/x^{k+l}; poslednee ravenstvo verno v silu indukcionnogo predloßeniØ.

Pust~ teper~ z – central~nyæ idempotent, otveqa¸wiæ I_{k,l}. Poloßim q_{λ,μ} = (1 − z)p_{λ,μ}, gde p_{λ,μ} – proizvedenie dvuh ¸ngovskih idempotentov. Pri fftom q_{λ,μ}(n) budet opredeleno dlØ neqetnyh n > k + l, pofftomu, ispol~zuØ predloßenie 6.3, my poluqim [τ (q_{λ,μ})](n) = τ_n(q_{λ,μ}(n)) = tr ∘br(q_{λ,μ}(n)) = P_{λ,μ}(n)/n^{k+l}. Racional~nye funkcii τ (q_{λ,μ}) i P_{λ,μ}(n)/n^{k+l} sovpada¸t v beskoneqnom koliqestve toqek, pofftomu sovpada¸t toßdestvenno. V qastnosti, τ (q_{λ,μ}) ≠ 0.

Dokazatel~stvo punkta 2 analogiqno. TrebuetsØ tol~ko zametit~, qto esli sled nevyroßden na H_{k,l−1}(n), to on nevyroßden na H_{k−1,l−1}(n), tak kak J_{k−1,l−1}(n) ⊂ J_{k,l−1}(n). � Sledstvie 6.8. Esli n ∉ N, to algebra Hk,l(n) poluprosta i sled

τ_n nevyroßden dlØ l¸byh k, l ∈ N.

DlØ proizvol~nogo k_0 my moßem rassmotret~ cepoqku algebr C [Sn_0 ]^∼= Hk_0,0(n) ⊂ Hk_0,1(n) ⊂ Hk_0+1,1(n) ⊂ · · · ⊂ Df ⊂ . . . , gde f-Ø algebra v fftoæ cepoqke ravna D_f = H_{k0+[f/2],[(f+1)/2]} (n). Teorema 6.7 pozvolØet postroit~ graf Bratteli dlØ takoæ cepoqki pri n ∉ Z. Naprimer, dlØ k_0 = 0 diagramma Bratteli vyglØdit sledu¸wim obrazom:

Ris. 2. Diagramma Bratteli dlØ cepoqki {H_{[f/2],[(f +1)/2]}(n)}1_{f =0}.

190 P. P. NIKITIN

Analogiqno sledstvi¸ 5.8 my moßem ukazat~ formulu dlØ razmernosteæ predstavleniæ razdelennoæ algebry Brauffra. My budem oboznaqat~ razmernost~ sootvetstvu¸wego neprivodimogo predstavleniØ razdelennoæ algebry Brauffra H_{k,l}(n), n ∉ Z, qerez dim(k, l, λ, μ). Napomnim, qto qerez dim(λ) oboznaqaetsØ razmernost~ neprivodimogo predstavleniØ algebry C [S_f ], otveqa¸wego diagramme λ. Takim obrazom, razmernosti neprivodimyh predstavleniæ (λ, μ), |λ| = k, |μ| = l algebry C [S_k × S_l ] ravny

dim(λ) dim(μ).

Sledstvie 6.9. dim(k, l, λ, μ) = k!l! dim(λ) dim(μ) |λ|!|μ|!2^{k−|λ|}(k − |λ|)! . (10)

Dokazatel~stvo. Baza indukcii: dlØ teh diagramm, dlØ koto-

ryh |λ| = k, |μ| = l, vetvlenie vyglØdit tak ße, kak dlØ algebr C [S_k × S_l]. DlØ nih vypolnØetsØ ravenstvo dim(|λ|, |μ|, λ, μ) =

dim λ · dim μ, qto sootvetstvuet formule (10) pri k = |λ|, l = |μ|.

Teper~ rassmotrim, k primeru, vloßenie H_{k−1,l}(n) ⊂ H_{k,l}(n). Pust~ formula dokazana dlØ algebry H_{k−1,l}(n) i dlØ vseh diagramm, otveqa¸wih algebre H_{k,l}(n), dlØ kotoryh k − |λ| < i. Dokaßem ee dlØ diagramm vida (k, l, λ, μ), k −|λ| = i. V sluqae |λ| > 0 my poluqim dim(k, l, λ, μ) = ∑ λ0_{↗λ} (k − 1, l, λ^′, μ) + ∑ μ0_{↘μ} (k − 1, l, λ, μ^′). Teper~ indukcionnyæ perehod dokazyvaetsØ pri pomowi ravenstv ∑ λ0_{↗λ} dim λ^′ = dim λ i ∑ μ0_{↘μ} dim μ^′ = (|μ| + 1) dim μ i indukci-

onnogo predpoloßeniØ.

Nakonec, sluqaæ |λ| = 0 takße ne predstavlØet sloßnosti. �

7. RealizaciØ neprivodimyh predstavleniæ razdelennoæ algebry Brauffra

V fftom i sledu¸wem paragrafah my stroim realizacii predstavleniæ i vyvodim formuly dlØ harakterov na osnove fftih realizaciæ. �ti postroeniØ analogiqny sootvetstvu¸wim postroeniØm dlØ samoæ algebry Brauffra, vypolnennym S. V. Kerovym. Im ße predloßen metod podsqeta harakterov na osnove takoæ realizacii, sm. [14].

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 191 V rabote V. Brauna [8] opisana struktura vloßennyh podalgebr algebry Brauffra. My opisyvaem analogiqnu¸ strukturu razdelennoæ algebry Brauffra H_{k,l}(n). V fftom i sledu¸wem paragrafah my, ne umalØØ obwnosti, sqitaem, qto k 6 l.

Rassmotrim cepoqku podalgebr H_{k,l}(n) = U_0 ⊃ U_1 ⊃ · · · ⊃ U_k, gde podalgebra U_r poroßdaetsØ diagrammami, soderßawimi ne menee r gorizontal~nyh dug. Oboznaqim faktoralgebry U_r /U_{r+1} qerez A_r , A_k = U_k.

L¸baØ diagramma d ∈ H_{k,l}(n) odnoznaqno zadaetsØ naborom dug v verhnem rØdu diagrammy, naborom dug v nißnem rØdu diagrammy i podstanovkoæ σ ∈ S_{k−r} × S_{l−r} , gde r – koliqestvo dug v kaßdom iz rØdov.

GruppovaØ algebra C [S_k × S_l ] raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvustoronnih idealov sledu¸wim obrazom: C [Sk × Sl] =^∑_{λ⊢k,μ⊢l} Pλ ⊗ Pμ, gde P_λ, P_μ – prostye komponenty razloßeniØ gruppovyh algebr

C [Sk ] i C [Sl ]. Pri fftom esli {e^λ_{αβ}} — bazis komponenty Pλ, {e^μ_{γδ}} –

bazis komponenty P_μ, to bazis dlØ P_λ ⊗ P_μ sostoit iz fflementov

{e^λ_{αβ}e^μ_{γδ} }. My vybiraem bazisy tak, qtoby { e^λ_{αβ}e^μ_{γδ} = 0 pri λ ≠ μ, e^λ_{αβ}e^λ_{γδ} = δ_{γβ} e^λ_{αδ} (zdes~ δ_{γβ} – del~ta Kronekera).

Koliqestvo naborov iz r dug dlØ algebry H_{k,l}(n) ravno M (k, l, r) = k!l! 2^r(k − r)!(l − r)!r! . Pronumeruem nabory dug v algebre H_{k,l}(n) i budem zapisyvat~ diagrammu d ∈ H_{k,l}(n) v vide d = σU^j_i , klassy diagramm v algebre

A_r budem oboznaqat~ qerez [σU^i_j ].

Teorema 7.1. Lineænoe podprostranstvo algebry Ar , natØnutoe

na fflementy [e^λ_{αβ}e^μ_{γδ} U^i_j ], 1 6 α, β 6 f^λ, 1 6 γ, δ 6 f^μ, 1 6 i, j 6 M (k, l, r),

192 P. P. NIKITIN est~ dvustoronniæ ideal A^{λ,μ}_r fftoæ algebry. Pri fftom algebra raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu ukazannyh idealov:

A_r = ⨁ λ⊢k−r,μ⊢l−r A^{λ,μ}_r . Dokazatel~stvo. Teorema sleduet iz formul dlØ umnoßeniØ

fflementov vida [σU^i_j ], sm. dokazatel~stvo lemmy 7.2. �

KoneqnomernaØ C -algebra A razmernosti n^2 nazyvaetsØ obobwennoæ matriqnoæ algebroæ, esli v neæ suwestvuet bazis {e_{ij}}^n_{i,j=1}, dlØ kotorogo e_{ij} · e_{pq} = σ^∗_{jp}e_{iq} (11) dlØ nekotorogo nabora qisel {σ^∗_{kl}}^n_{k,l=1}, σ^∗_{kl} ∈ C . Oboznaqim matricu {σ^∗_{kl}}^n_{k,l=1} qerez Θ. Algebra A obladaet sledu¸wimi svoæstvami (sm. [8]):

1. Algebra A libo prosta, libo obladaet radikalom N ≠ 0.

Vo vtorom sluqae algebra A/N prosta.

2. Algebra A prosta v tom i tol~ko v tom sluqae, esli 1 ∈ A. 3. Esli rang matricy Θ raven r, to razmernost~ radikala ravna n^2 − r^2.

4. Algebra prosta v tom i tol~ko v tom sluqae, esli matrica Θ nevyroßdena.

Lemma 7.2. Kaßdyæ iz idealov A^{λ,μ} ØvlØetsØ obobwennoæ ma-

triqnoæ algebroæ.

Dokazatel~stvo. Voz~mem proizvol~nu¸ paru fflementov [U^i_j ], [U^i 0_j 0] ∈ Ar ; dlØ nih bars(U^i_j ) = bars(U^i

0_j 0 ) = r. Esli pri fftom bars(U^i_j · U^i

0_j 0 ) = r, to

[U^i_j ] · [U^i

0_j 0] = n^{c(j,i} 0_) [σ(j, i^′)U^i_j0]

dlØ nekotoryh c(j, i^′) ∈ Z_+, σ(j, i^′) ∈ S_{k−r} × S_{l−r} ;

(12)

esli bars(U^i_j · U^i0_j0 ) > r, to [U^i_j ] · [U^i0_j0] = 0.

DlØ fflementov [e_{αβ}U^i_j ], [e_α0_β0 U^i0_j0 ] my poluqim

[e_{αβ}U^i_j ]·[e_α0_β0U^i

0_j 0 ] = [eαβ]·([U^i_j ]·[U^i

0_j 0])·[eα0β0] = n^{c(j,i} 0_) [e_{αβ}σ(j, i^′)e_α0_β0 U^i_j0],

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 193 esli bars(U^i_j · U^i0_j0 ) = r, i [e_{αβ}U^i_j ] · [e_α0_β0U^i0_j0 ] = 0 v protivnom sluqae. Ots¸da sleduet, qto pri sootvetstvu¸weæ perenumeracii bazis {[e_{αβ}U^i_j ]} algebry A^λ_r udovletvorØet uravneni¸ (11), qto zaverxaet dokazatel~stvo. �

Bolee togo, v silu sledstviØ 6.8 algebra H_{k,l}(n) poluprosta pri n ∉ Z, qto pozvolØet utverßdat~ sledu¸wee:

Sledstvie 7.3. Algebra Hk,l(n) pri n ∉ ZØvlØetsØ poluprostoæ

i raskladyvaetsØ na prostye komponenty sledu¸wim obrazom: H_{k,l}(n) = k∑ r=0 ∑ λ⊢k−r,μ⊢l−r C^{λ,μ}_r , gde C^{λ,μ}_r ∼= A^{λ,μ}_r . �to sledstvie neposredstvenno privodit k sledu¸weæ realizacii predstavleniæ razdelennoæ algebry Brauffra.

My moßem vvesti mnoßestvo X_{k,l,r} naborov dug s r gorizontalØmi vida [i, j], 1 6 i 6 k, k + 1 6 j 6 k + l. Analogiqno umnoßeni¸ diagramm, dlØ diagrammy d ∈ H_{k,l}(n) opredelØ¸tsØ deæstvie d ∘ a, koliqestvo zamknutyh ciklov c(d, a) i, pri

bars(d ∘ a) = bars(a), podstanovka σ(d, a) ∈ S_{k−r} × S_{l−r} . Vvedem

prostranstvo H_{k,l,r} lineænyh kombinaciæ fflementov iz X_{k,l,r} i zadadim deæstvie diagrammy d ∈ H_{k,l}(n) na H_{k,l,r}: { π^r_d(a) = n^{c(d,a)}d ∘ a, esli bars(d ∘ a) = r, π^r_d(a) = 0, esli bars(d ∘ a) > r.

Predloßenie 7.4. Operatory π^r_d, d ∈ Hk,l(n), zada¸t nerazlo-

ßimoe predstavlenie razdelennoæ algebry Brauffra H_{k,l}(n) v prostranstve H_{k,l,r}. Esli n ∉ Z, to predstavlenie neprivodimo.

DlØ poluqeniØ vseh neprivodimyh predstavleniæ voz~mem paru diagramm ınga λ ⊢ (k − r) i μ ⊢ (l − r) i rassmotrim sootvetstvu¸wee prostranstvo H^{λμ} neprivodimogo predstavleniØ gruppovoæ algebry C [S_{k−r} ×S_{l−r} ]. V prostranstve H^{λμ}_{k,l,r} = H^{λμ} ⨂ H_{k,l,r} zadadim lineænye operatory, polagaØ dlØ d ∈ H_{k,l}(n) { π^{λμ}_d (h ⊗ a) = n^{c(d,a)}(π^{λμ}_{σ(d,a)}h ⊗ d ∘ a), esli bars(d ∘ a) = r, π^{λμ}_d (h ⊗ a) = 0, esli bars(d ∘ a) > r.

(13)

194 P. P. NIKITIN

Teorema 7.5. Operatory π^{λμ}_d , d ∈ Hk,l(n), zada¸t nerazloßimoe

predstavlenie (k, l, λ, μ) razdelennoæ algebry Brauffra H_{k,l}(n) v prostranstve H^{λμ}_{k,l,r}. Esli n ∉ Z, to predstavlenie neprivodimo.

Dokazatel~stvo. Predstavlenie (k, l, λ, μ) algebry Hk,l(n) otve-

qaet prostoæ komponente C^{λμ}_{k−|λ|} iz sledstviØ 7.3. �

8. Haraktery neprivodimyh predstavleniæ razdelennoæ algebry Brauffra

Haraktery predstavleniæ razdelennoæ algebry Brauffra podsqitany v 1996 godu v rabote T. Halversona [11]. V fftom paragrafe my daem prØmoe i bolee naglØdnoe dokazatel~stvo (bolee podrobno ffto dokazatel~stvo opisano v [4]). V fftom paragrafe my polagaem k 6 l.

SleduØ stat~e [24], sopostavim kaßdoæ diagramme d ∈ Br_f (n) razbienie ω(d) po sledu¸wemu pravilu. Soedinim sootvetstvu- ¸wie toqki verhnego i nißnego rØdov diagrammy punktirnoæ linieæ. NaqinaØ s proizvol~noæ toqki, naqnem dvigat~sØ v l¸- bom napravlenii po puti, sostoØwemu iz dug diagrammy i punktirnyh liniæ, zadavaØ takim obrazom napravlenie kaßdoæ dugi. Esli my vernulis~ v ishodnu¸ toqku, ne proædØ po vsem dugam diagrammy, to my povtorØem proceduru, naqinaØ v novoæ toqke. Poluqennu¸ v koneqnom itoge diagrammu my budem nazyvat~ orientirovannoæ formoæ diagrammy d. Kaßdomu poluqivxemusØ ciklu sopostavim modul~ raznosti meßdu koliqestvom liniæ diagrammy, napravlennyh sverhu vniz i napravlennyh snizu vverh (gorizontal~nye dugi i punktirnye linii pri fftom ne uqityva¸tsØ). PoluqivxiæsØ nabor qisel zadaet razbienie

ω(d) qisla k+l−2h, dlØ nekotorogo h, 0 6 h 6 min(k, l). Naprimer,

Esli diagramma d ∈ H_{k,l}(n) soderßit dve gorizontal~nye dugi, soedinØ¸wie k-¸ i (k + 1)-¸ toqki v verhnem i nißnem rØdu, to, vybrasyvaØ ffti dve dugi, my poluqim nekotoru¸ diagrammu d^′ ∈ H_{k−1,l−1}(n). Obratnoe deæstvie, pozvolØ¸wee postroit~ po diagramme d ∈ H_{k,l}(n) diagrammu d^′ ∈ H_{k+1,l+1}(n), my budem

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 195 oboznaqat~ qerez d^′ = e(d):

Poloßim γ_k = (123 . . . k − 1k) i γ_μ = γ_{μ1} ⊗ · · · ⊗ γ_{μl} , esli

μ = (μ_1, . . . , μ_l). Pol~zuØs~ central~nost~¸ harakterov, nesloß-

no proverit~ sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 8.1. Rassmotrim diagrammu d ∈ Hk,l(n). DlØ l¸bogo ha-

raktera χ algebry H_{k,l}(n) vypolnØetsØ ravenstvo χ(d) = 1 n^h χ(e^p(γ_μ)), gde razbienie μ sostoit iz nenulevyh qasteæ razbieniØ ω(d) = (0^{m0} 1^{m1} . . . ), p = (f − |μ|)/2, h = p − m_0.

Oboznaqim qerez χ^{λμ}_{k,l} harakter neprivodimogo predstavleniØ

(k, l, λ, μ) algebry H_{k,l}(n). PrØmoæ podsqet harakterov vo vveden-

noæ realizacii privodit k sledu¸weæ lemme.

Lemma 8.2. Esli |λ| < k i diagramma d^′ ∈ Hk,l(n) imeet vid d^′ =

e(d) dlØ nekotoroæ diagrammy d ∈ H_{k−1,l−1}(n), to χ^{λμ}_{k,l}(e(d)) = n · χ^{λμ}_{k−1,l−1}(d). Zameqanie 8.3. Pust~ |λ| = k. Esli diagramma imeet vid d^′ =

e(d), to po opredeleni¸ π^{λμ}_d0 = 0. Sootvetstvu¸wee predstavle-

nie (k, l, λ, μ) algebry H_{k,l}(n), sußennoe na podalgebru C [S_k ×S_l ] ⊂

H_{k,l}(n), est~ predstavlenie gruppovoæ algebry C [S_k × S_l], otve-

qa¸wee pare diagramm (λ, μ); sußenie na dopolnenie C [S_k × S_l ] v

H_{k,l}(n) ravno nul¸.

Takim obrazom, ostaetsØ rassmotret~ naibolee interesnyæ sluqaæ |λ| < k, d ∈ S_k × S_l ⊂ H_{k,l}(n). Pust~ |λ| = k − r. Nesloßno ponØt~, qto v fftom sluqae (k, l, λ, μ)|_{Sk×Sl} = Ind^{Sk×Sl}_{Sk}�_{r ×Sr ×Sr ×Sl}�_r ( λ_{Sk}�_r ⊗ C [S_r ] ⊗ μ_{Sl}�_r ) , (14)

gde C [Sr ] rassmatrivaetsØ kak (Sr × Sr )-bimodul~. Kak izvestno,

v fftom sluqae

C [Sr ] =^∑_{β⊢r} β × β. (15)

196 P. P. NIKITIN KombiniruØ formuly (14) i (15), poluqaem (k, l, λ, μ)|_{Sk×Sl} = Ind^{Sk ×Sl}_{Sk}�_{r ×Sr ×Sr ×Sl}�_r ( λ ⊗ ( ∑ β⊢r β × β) ⊗ μ ) =

= ∑ β⊢r ( Ind^{Sk}_{Sk}�_{r ×Sr} ( λ × β ) ⊗ Ind^{Sl}_{Sl}�_{r ×Sr} ( β × μ )) =

= ∑ β⊢r ((∑ ν⊢k c^ν_{λβ}ν ) ⊗ (∑ η⊢l c^η_{βμ}η )) =

= ∑ ν⊢k,η⊢l (∑ β⊢r c^ν_{λβ}c^η_{βμ} ) ν ⊗ η. Teper~ teorema 8.1 i lemma 8.2 privodØt k sledu¸weæ teoreme (sr. [11]):

Teorema 8.4. Pust~ d ∈ Hk,l(n), ω(d) ∈ Sk−h × Sl−h ; togda χ^{λ,μ}_{k,l} (d) = n^h ∑ ν⊢k−h,η⊢l−h (∑ β c^ν_{λβ}c^η_{βμ} ) χ^{νη}_{Sk}�_{h ×Sl}�_h (γ_{ω(d)}). Zameqanie 8.5. Analogiqnye realizaciØ predstavleniæ i pod-

sqet harakterov realizovany i dlØ samoæ algebry Brauffra, sm. [14, 4].

Literatura

1. G. Veæl~, Klassiqeskie gruppy. InostrannaØ literatura, M. (1947). 2. A. M. Verxik, A. ı. Okun~kov, Novyæ podhod k teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp. II. — Zap. nauqn. semin. POMI 307 (2004), 57–98.

3. A. M. Verxik, N. V. Cileviq, O preobrazovanii Fur~e na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe. — Zap. nauqn. semin. POMI 325 (2006), 61–82.

4. P. P. Nikitin, RazdelennaØ algebra Brauffra i prostye blußdaniØ po graduirvannym grafam. — DissertaciØ na soiskanie uqenoæ stepeni kand. fiz.-mat.nauk, S.-Peterburg, 2006.

5. J. S. Birman and H. Wenzl, Braids, link polynomials and a new algebra. — Trans.

Amer. Math. Soc. 313, No. 1 (1989), 249–274.

6. G. Benkart, M. Chakrabarti, T. Halverson, R. Leduc, C. Lee, and J. Stroomer,

Tensor product representations of general linear groups and their connections with Brauer algebras. — J. Algebra 166, No. 3 (1994), 529–567.

7. R. Brauer, On algebras which are connected with the semisimple continious groups.

— Ann. Math. 38, No. 4 (1937), 854–872.

OPISANIE KOMMUTANTA DE`STVI˚ GRUPPY GLn(C) 197 8. W. P. Brown, An algebra related to the orthogonal group. — Michigan Math. J. 3,

No. 1 (1955–1956), 1–22.

9. W. P. Brown, The semisimplicity of ω^n_f . — Ann. Math. 63 (1956), 324–335. 10. W. Fulton, Young Tableaux. Cambridge Univ. Press (1997).

11. T. Halverson, Characters of the centralizer algebras of mixed tensor representations

of gl(r, C) and the quantum group Uq(gl(r, C)). — Pacific J. Math. 174, No. 2 (1996), 359–410.

12. V. F. R. Jones, Index for subfactors. — Inv. Math. 72 (1783), 1–25. 13. L. H. Kauffman, An invariant of regular isotopy. — Preprint (1986). 14. S. V. Kerov, Realizations of representations of Brauer semigroup. — Zap. Nauchn.

Semin. LOMI 164 (1987), 189–193.

15. S. V. Kerov, Characters of Hecke and Birman–Wenzl algebras. — Lect. Notes in

Math. 1510 (1991), 335–340.

16. S. V. Kerov, G. I. Olshansky, and A. M.Vershik, Harmonic analysis on the infinite

symmetric group. A deformation of the regular representation. — C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I 316 (1993), 773–778.

17. S. V. Kerov, G. I. Olshansky, and A. M.Vershik, Harmonic analysis on the infinite

symmetric group. — Inv. Math. 158, No. 3 (2004), 551–642.

18. K. Koike, On the decomposition of tensor products of the representations of clas-

sical groups: By means of universal characters. — Adv. Math. 74 (1989), 57–86.

19. M. Kosuda and J. Murakami, Centralizer algebras of the mixed tensor representa-

tions of quantum group uq(gl(m, C)). — Osaka J. Math. 30 (1993), 475–507.

20. R. Leduc, A two-parameter version of the centralizer algebra of mixed tensor rep-

resentations of quantum GL(r). — PhD thesis, University of Wisconsin–Madison (1994).

21. J. Murakami, The Kauffman polynomial of links and the representation theory. —

Osaka J. Math. 24 (1987), 745–758.

22. M. Nazarov, Young’s orthogonal form for Brauer’s centralizer algebras. — J. Al-

gebra 182, No. 3 (1996), 664–693.

23. A. Okounkov and A. Vershik, A new approach to representation theory of sym-

metric groups. — Selecta Math. New Series 2, No. 4 (1996), 581–605.

24. A. Ram, Characters of Brauer centralizer algebras. — Pacific J. Math. 169, No. 1

(1995), 173–200.

25. A. Ram and H. Wenzl, Matrix units for centralizer algebras. — J. Algebra 145,

No. 2 (1992), 378–395.

26. I. Schur, Uber eine Klasse von Matrizen, die sich einer gegebenen. — PhD thesis

(1901).

27. V. G. Turaev, Operator invariants of matrices and R-matrices. — Izv. Akad. Nauk

SSSR, Ser. Mat. 53, No. 5 (1989), 1073–1107.

28. A. M. Vershik, Gelfand–Tsetlin algebras, expectations, inverse limits, Fourier

analysis. — In: “Unity of Mathematics. In Honor of the Ninetieth Birthday of I. M. Gelfand.” Progr. Math. 244, Birkhauser (2005).

29. H. Wenzl, On the structure of Brauer’s centralizer algebras. — Ann. Math. 129,

No. 1 (1988), 173–193.

198 P. P. NIKITIN

Nikitin P. P. The centralizer algebra of the diagonal action of the group GL_n(C ) in a mixed tensor space.

We consider the walled Brauer algebra Br_{k,l}(n) introduced by V. Turaev and K. Koike. We prove that this algebra is a subalgebra of the Brauer algebra and that it is isomorphic, for sufficiently large n ∈ N, to the centralizer algebra of the diagonal action of the group GL_n(C ) in a mixed tensor space. We also give a presentation of the algebra Br_{k,l}(n) by generators and relations. For the generic parameter, the algebra is semisimple, and in this case we describe the Bratteli diagram for the family of algebras under consideration and give realizations of the irreducible representations. We also give a new, more natural, proof of the formulas for the characters of the walled Brauer algebras.

Postupilo 16 i¸nØ 2006 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: pnikitin0103@yahoo.co.uk