Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 331, 2006 g.

V. F. Molqanov

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ NA DVUPOLOSTNYH GIPERBOLOIDAH

PamØti moego uqitelØ F. A. Berezina

Kanoniqeskie predstavleniØ na ffrmitovyh simmetriqeskih prostranstvah G/K byli vvedeny Berezinym [3] i Verxikom– Gel~fandom–Graevym [4] – dlØ celeæ kvantovaniØ i kvantovoæ teorii polØ. Oni unitarny otnositel~no nekotorogo invariantnogo nelokal~nogo skalØrnogo proizvedeniØ (formy Berezina). My dumaem, qto bylo by estestvennym rassmatrivat~ kanoniqeskie predstavleniØ v bolee xirokom smysle: nado otkazat~sØ ot usloviØ unitarnosti i pozvolit~ predstavleniØm deæstvovat~ v dostatoqno xirokih prostranstvah, v qastnosti v prostranstvah obobwennyh funkciæ. PonØtie kanoniqeskogo predstavleniØ (v fftom xirokom smysle) moßet byt~ rasprostraneno na drugie klassy poluprostyh simmetriqeskih prostranstv G/H, v qastnosti na para-ffrmitovy simmetriqeskie prostranstva, sm. [9]. Bolee togo, inogda okazyvaetsØ poleznym rassmatrivat~ vmeste srazu neskol~ko prostranstv G/H_i, vozmoßno s raznymi H_i, vloßennymi kak otkrytye G-orbity v nekotoroe kompaktnoe mnogoobrazie Ω, na kotorom G deæstvuet, tak qto Ω est~ zamykanie fftih orbit.

Kanoniqeskie predstavleniØ moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom. Pust~ ~G – gruppa, soderßawaØ G (“nadgruppa”), ~R – seriØ predstavleniæ gruppy ~G, inducirovannyh harakterami nekotoroæ paraboliqeskoæ podgruppy ~P , svØzannoæ s prostranstvom G/H, i deæstvu¸wih v funkciØh na Ω. Kanoniqeskie predstavleniØ R gruppy G – ffto ograniqeniØ predstavleniæ ~R na G.

V fftoæ stat~e my provodim fftu programmu dlØ dvupolostnogo

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ: granty 05-01-00074a i 05-01-00001a, Gollandskoæ organizacieæ nauqnyh issledovaniæ (NWO): grant 047-017-015, nauqnymi programmami “Razvitie nauqnogo potenciala vysxeæ xkoly”: proekt RNP.2.1.1.351 i Templan

No. 1.2.02. 91

92 V. F. MOLQANOV

giperboloida L v R^n. �tot giperboloid sostoit iz dvuh pol L^±, kaßdaØ iz kotoryh est~ prostranstvo Lobaqevskogo razmernosti

n − 1 (rimanovo poluprostoe simmetriqeskoe prostranstvo ran-

ga odin). Gruppa G est~ SO_0(n − 1, 1), mnogoobrazie Ω est~ ediniqnaØ sfera v R^n. Giperboloid L moßno otoßdestvit~ s fftoæ sferoæ bez ffkvatora. Nadgruppa ~G est~ SO_0(n, 1). PredstavleniØ ~R – ffto predstavleniØ gruppy ~G, svØzannye s konusom. Kanoniqeskie predstavleniØ R_{λ,ν} numeru¸tsØ qislami λ ∈ C i ν = 0, 1. My razlagaem ffti kanoniqeskie predstavleniØ na neprivodimye sostavlØ¸wie i razlagaem formu Berezina na sootvetstvu¸wih prostranstvah. Sluqaæ n = 3 byl rassmotren v [11] v neskol~ko inoæ forme. Seæqas my predpolagaem, qto n > 4.

Na samom prostranstve Lobaqevskogo L^+ kanoniqeskie predstavleniØ ranee rassmatrivalis~ s drugimi Ødrami Berezina:

([x, y] + 1)^λ, n = 3, v [4] i [x, y]^λ v [8] (po povodu [x, y] sm. (1.1) ni-

ße). �ti predstavleniØ byli unitarnymi. Neunitarnyæ sluqaæ s Ødrom Berezina [x, y]^λ dlØ proizvol~nogo n byl rassmotren v [6]. Zametim, qto naxi kanoniqeskie predstavleniØ moßno realizovat~ kak predstavleniØ sdvigami na prostranstve Lobaqevskogo L^+ s Ødrom Berezina

([x, y] + 1)^λ + (−1)^ν ([x, y] − 1)^λ

(s mnoßitelem), deæstvu¸wie v nekotoryh prostranstvah funkciæ D_{λ,ν} (L^+) i ih rasxireniØh.

Izuqenie kanoniqeskih predstavleniæ na dvupolostnom giperboloide L okazyvaetsØ v nekotorom smysle bolee estestvennym, qem izuqenie takih predstavleniæ na odnoæ ego pole L^+. V qastnosti, moßno legko napisat~ obratnyæ operator dlØ preobrazovaniØ Berezina Q_{λ,ν}: on est~ preobrazovanie Berezina

Q_{1−n−λ,ν}. �to pozvolØet poluqit~ razloßenie (“formulu Plan-

xerelØ”) formy Berezina (f, h)_{λ,ν} dlØ vseh λ v Øvnom i prozraqnom vide.

Vvedem nekotorye oboznaqeniØ i soglaxeniØ.

My ispol~zuem sledu¸wee oboznaqenie dlØ haraktera gruppy

R^∗ = R\ {0}: t^{λ,ν} = |t|^λ(sgn t)^ν , t ∈ R^∗, λ ∈ C , ν = 0, 1. Qerez N my oboznaqaem {0, 1, 2, . . .}. Znak “≡” oznaqaet sravnenie po modul¸ dva.

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 93

Esli M – mnogoobrazie, to D(M ) oboznaqaet prostranstvo Xvarca kompleksnoznaqnyh beskoneqno differenciruemyh funkciæ na M s kompaktnym nositelem, snabßennoe obyqnoæ topologieæ, i D^′(M ) oboznaqaet prostranstvo obobwennyh funkciæ na M – antilineænyh nepreryvnyh funkcionalov na D(M ).

DlØ differenciruemogo predstavleniØ gruppy Li my sohranØem tot ße samyæ simvol dlØ sootvetstvu¸wih predstavleniæ ee algebry Li i universal~noæ obertyva¸weæ algebry.

Pust~ ( · , ·) – nevyroßdennaØ polutoralineænaØ forma na

D(M ), invariantnaØ otnositel~no pary (T, S) predstavleniæ

gruppy G, deæstvu¸wih na D(M ):

(T (g)F, f) = (F, S(g^{−1})f). (0.1)

Togda my moßem rasprostranit~ predstavlenie T na D^′(M ) posredstvom (0.1), gde (F, f) est~ znaqenie obobwennoæ funkcii

F ∈ D^′(M ) na f ∈ D(M ). �to v samom dele rasxirenie, poskol~-

ku D(M ) moßno vloßit~ v D^′(M ), sopostavlØØ funkcii f ∈ D(M ) funkcional h → (f, h) s pomow~¸ ( · , · ). My sohranØem simvol (v dannom sluqae T ) dlØ fftogo rasxireniØ.

1. PredstavleniØ gruppy G, svØzannye s konusom

Vvedem v prostranstve R^n bilineænu¸ formu

[x, y] = −x_1y_1 − . . . − x_{n−1}y_{n−1} + x_ny_n. (1.1)

Pust~ G = SO_0(n − 1, 1) – svØznaØ komponenta edinicy v gruppe lineænyh preobrazovaniæ R^n, sohranØ¸wih fftu formu: [xg, yg] =

[x, y]. My sqitaem, qto G deæstvuet na R^n sprava: x → xg. V soot-

vetstvii s fftim my pixem vektory v vide stroki. Podgruppa K, sohranØ¸waØ koordinatu x_n, ØvlØetsØ maksimal~noæ kompaktnoæ podgruppoæ v G, ona izomorfna SO(n − 1).

Pust~ g – algebra Li gruppy G. Bazis v g obrazovan matricami L_{ij} = E_{ij} − λ_iλ_j E_{ji}, i < j, gde λ_1 = . . . = λ_{n−1} = −1, λ_n = 1 i E_{ij} – “matriqnaØ edinica” (1 na meste (i, j) i 0 na drugih mestah). �lement Kazimira v universal~noæ obertyva¸weæ algebre est~

(2n − 4)^{−1}Δg, gde

Δg = − ∑ i<j λ_iλ_j L^2_{ij}. Napomnim (sm. [5]) nekotoryæ material o predstavleniØh gruppy G, svØzannyh s konusom (predstavleniØh klassa odin).

94 V. F. MOLQANOV

My budem ispol~zovat~ “kompaktnu¸ kartinu”. Pust~ S – seqenie konusa [x, x] = 0 v R^n giperploskost~¸ x_n = 1. Ono sostoit iz toqek (s_1, . . . , s_{n−1}, 1), takih, qto s_1^2 + . . . + s^2_{n−1} = 1. �to ediniqnaØ sfera v R^{n−1}. Predstavlenie T_σ , σ ∈ C , gruppy G deæstvuet v D(S) po formule

(T_σ (g)φ) (s) = φ ( sg (sg)_n ) (sg)^σ_n. �lement Δ_g perehodit v skalØrnyæ operator:

T_σ (Δg) = σ(σ + n − 2) · E.

Pust~ Δ_S i ds – operator Laplasa–Bel~trami i mera na S, otveqa¸wie evklidovoæ metrike na S, a imenno, voz~mem v kaqestve lokal~nyh koordinat na S peremennye s_1, . . . , s_{n−1}, krome kakoæ-nibud~ odnoæ iz nih, naprimer s_k; togda

Δ_S = ∑ ∂2 ∂s_i^2 − D_1^2 − (n − 3)D_1, D_1 = ∑ s_i ∂ ∂ s_i , ds = |s_k|^{−1}ds_1 . . . ^ds_k . . . ds_{n−1}. Pri otobraßenii s → ~s = (sg)/(sg)_n mera ds preobrazuetsØ sledu¸wim obrazom: d~s = (sg)^{2−n}_n ds. Ots¸da sleduet, qto ffrmitova forma ⟨ψ, φ⟩_S = ∫ S ψ(s)φ(s) ds (1.2) invariantna otnositel~no pary (T_σ , T_{2−n−σ}), t.e. ⟨T_σ (g)ψ, φ⟩_S = ⟨ψ, T_{2−n−σ}(g^{−1})φ⟩_S , g ∈ G. (1.3) Opredelim na D(S) operator A_σ:

(A_σ φ) (s) = ∫ S [s, t]^{2−n−σ}φ(t) dt. Integral absol¸tno shoditsØ pri Re σ < (2 − n)/2, ego moßno prodolßit~ meromorfno na vs¸ ploskost~ σ. On imeet prostye pol¸sy v toqkah σ ∈ (2 − n)/2 + N. Operator A_σ spletaet T_σ s

T_{2−n−σ}, t.e. T_{2−n−σ}(g)A_σ = A_σT_σ (g). Imeem ⟨A_σ ψ, φ⟩_S = ⟨ψ, A_σ φ⟩_S . (1.4)

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 95

PolutoralineænaØ forma ⟨A_σψ, φ⟩_S invariantna otnositel~- no pary (T_σ , T_σ). V qastnosti, dlØ σ ∈ R ffta forma – invariantnaØ ffrmitova forma dlØ T_σ .

Ograniqenie predstavleniØ T_σ na podgruppu K est~ predstavlenie π gruppy K vraweniØmi na D(S): π(k)φ(s) = φ(sk), ono ne zavisit ot σ. �to predstavlenie π razlagaetsØ v prØmu¸ odnokratnu¸ summu neprivodimyh predstavleniæ π_l, deæstvu¸wih v prostranstvah H_l, l ∈ N (napomnim, qto n > 4). Prostranstvo H_l sostoit iz ograniqeniæ na S odnorodnyh garmoniqeskih mnogoqlenov ot peremennyh x_1, . . . , x_{n−1} stepeni l. �to prostranstvo ØvlØetsØ sobstvennym prostranstvom dlØ operatora Laplasa– Bel~trami Δ_S i operatora A_σ s sobstvennymi znaqeniØmi sootvetstvenno

μ_l = l(3 − n − l), (1.5)

a(σ, l) = (−1)^l 2^{−σ}π^{(n−2)/2}

Γ (−σ − (n − 2)/2) Γ (3 − n − σ) Γ (3 − n − σ − l) Γ (−σ + l) . (1.6)

KompoziciØ A_{2−n−σ}A_σ est~ skalØrnyæ operator: A_{2−n−σ}A_σ = 1 4πω(σ) · E, (1.7)

gde ω(σ) – mera PlanxerelØ, sm. (2.21).

Predstavlenie T_σ moßno rasprostranit~ na prostranstvo

D^′(S) obobwennyh funkciæ na S posredstvom formuly (1.3).

Analogiqno, operator A_σ moßno rasprostranit~ na D^′(S) posredstvom (1.4).

Predstavlenie T_σ neprivodimo pri σ ∈ C za iskl¸qeniem σ ∈

N i σ ∈ 2−n−N. Esli Tσ neprivodimo, to Tσ ffkvivalentno T2−n−σ

s pomow~¸ operatora A_σ ili ego vyqeta.

ImeetsØ tri serii neprivodimyh unitarizuemyh predstavleniæ. NepreryvnaØ seriØ sostoit iz T_σ, σ = (2 − n)/2 + iρ, ρ ∈ R, skalØrnoe proizvedenie est~ (1.2). Dopolnitel~naØ seriØ sostoit iz T_σ , 2 − n < σ < 0, skalØrnoe proizvedenie est~ forma

⟨A_σ ψ, φ⟩_S s nekotorym mnoßitelem. DiskretnaØ seriØ sostoit

iz predstavleniæ v podfaktorah prostranstva D(S) pri σ ∈ N i σ ∈ 2 − n − N. 2. Garmoniqeskiæ analiz na prostranstve Lobaqevskogo

Formula PlanxerelØ dlØ prostranstva Lobaqevskogo – klas-

96 V. F. MOLQANOV

siqeskiæ rezul~tat, sm., naprimer, [5] i ssylki tam. My ispol~- zuem neskol~ko inu¸ formulirovku (teorema 2.6), na nax vzglØd bolee estestvennu¸.

Pust~ L oboznaqaet dvupolostnyæ giperboloid [x, x] = 1. On sostoit iz dvuh pol L^+ : x_n > 1 i L^− : x_n 6 −1. KaßdaØ iz nih est~ prostranstvo Lobaqevskogo razmernosti n − 1 – odnorodnoe prostranstvo G/K. Podgruppa K – stacionarnaØ podgruppa toqek ±x^0 ∈ L^±, gde x^0 = (0, . . ., 0, 1).

Rassmotrim prostranstvo Lobaqevskogo L^+. Metrika, invariantnaØ otnositel~no G, est~ ds^2 = −[dx, dx]. Voz~mem v kaqestve koordinat na L^+ peremennye x_1, . . . , x_{n−1}. V nih metrika est~

ds^2 = ∑ ( δ_{ij} − x_ix_j x^2_n ) dx_idx_j, gde δ_{ij} – del~ta Kronekera. Metrika poroßdaet operator Laplasa–Bel~trami Δ i meru dx na L^+, invariantnye otnositel~no G, a imenno, Δ = ∑ ∂2 ∂x^2_i + Δ_1^2 + (n − 2)Δ_1, Δ_1 = ∑ x_i ∂ ∂x_i , dx = x^{−1}_n dx_1 . . . dx_{n−1}. Vvedem na L^+ polØrnye koordinaty c, s, gde c > 1, s ∈ S, zapisyvaØ x ∈ L^+ v vide

x = ( √ c^2 − 1 · s_1, . . . , √ c^2 − 1 · s_{n−1}, c). V fftih koordinatah my imeem

Δ = (c^2 − 1)

∂^2 ∂c^2 + (n − 1)c ∂ ∂c + 1 c^2 − 1

Δ_S. (2.1)

Oboznaqim qerez U predstavlenie naxeæ gruppy G sdvigami v funkciØh na L^+: (U (g)f)(x) = f(xg). Prostranstvo, gde deæstvuet U , budet special~no ukazyvat~sØ, esli nußno. �lement Δg perehodit v operator Laplasa–Bel~trami: U (Δ_g) = Δ. Predstavlenie U sohranØet ffrmitovu formu ⟨f, h⟩_L+ = ∫ L+ f(x)h(x)dx.

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 97

Sledovatel~no, predstavlenie U na prostranstve L^2(L^+, dx) unitarno (kvaziregulØrnoe predstavlenie).

Prostranstvo K-invariantov dlØ predstavleniØ T_σ odnomerno, bazisom slußit funkciØ ψ_0, ravnaØ 1 toßdestvenno. V sootvetstvii s obweæ shemoæ [7] sootvetstvu¸weee Ødro Puassona P_σ(x, s) est~ P_σ (x, s) = ( T_σ(g^{−1})ψ_0 ) (s), gde g ∈ G takoæ, qto

x^0g = x. My poluqaem P_σ(x, s) = [x, s]^σ. �to Ødro poroßdaet dva

preobrazovaniØ: preobrazovanie Puassona P_σ : D(S) → C^∞(L^+) i preobrazovanie Fur~e F_σ : D(L^+) → D(S), opredelØemye tak:

(P_σφ)(x) = ∫ S [x, s]^σφ(s) ds, (2.2)

(F_σf)(s) = ∫ L+ [x, s]^σf(x) dx. (2.3) Oni spleta¸t T_{2−n−σ} s U i U s T_σ sootvetstvenno. Pofftomu

ΔP_σφ = σ(σ + n − 2)P_σφ, (2.4)

tak qto obraz preobrazovaniØ P_σ est~ sobstvennoe prostranstvo dlØ Δ s sobstvennym znaqeniem σ(σ + n − 2). DlØ f ∈ D(L^+) nazovem F_σf ∈ D(S) komponentoæ Fur~e fftoæ funkcii f, otveqa¸weæ

T_σ .

�ti preobrazovaniØ vzaimodeæstvu¸t s A_σ tak: P_σA_σ = j(σ)P_{2−n−σ}, (2.5) A_σ F_σ = j(σ)F_{2−n−σ}, (2.6) gde j(σ) = a(σ, 0) = 2^{−σ} π^{(n−2)/2} Γ(−σ − (n − 2)/2) Γ(−σ) . (2.7)

Iz (1.7) poluqaem j(σ)j(2 − n − σ) = 1 4πω(σ) , (2.8)

tak qto j(σ) est~ c-funkciØ Harix–Qandry s toqnost~¸ do mnoßitelØ.

Oba preobrazovaniØ – celye funkcii po σ. Oni soprØßeny drug drugu: ⟨P_σφ, f⟩_L+ = ⟨φ, F_σf⟩_S .

98 V. F. MOLQANOV

Lemma 2.1. Pust~ c, s – polØrnye koordinaty toqki x ∈ L^+. DlØ

c → ∞ my imeem (P_σφ) (x) ∼ c^σ (A_{2−n−σ}φ) (s) + c^{2−n−σ} j(σ)φ(s). (2.9) V samom dele, esli Re σ > (2 − n)/2, to (2.2) daet pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (2.9). Esli Re σ < (2 − n)/2, to, zamenØØ φ na A_σφ i ispol~zuØ (2.5), (1.7), (2.8), my poluqim vtoroe slagaemoe.

Lemma 2.2. DlØ funkcii φ ∈ Hl preobrazovanie Puassona Pσφ

est~ proizvedenie fftoæ funkcii φ i funkcii, zavisØweæ tol~ko ot σ, l i c:

(P_σφ) (x) = R_{σ,l}(c)φ(s). (2.10)

Vvedem sledu¸wu¸ funkci¸: V_{σ,l}(p) = (1 − p)^{l/2}F ( σ + n − 2 + l 2 , σ + n − 1 + l 2 ; σ + n 2 ; p ) , (2.11)

gde F – gipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa ([1], gl. 2).

Lemma 2.3. DlØ σ /∈ (2 − n)/2 + Zradial~naØ qast~ Rσ,l(c) imeet

sledu¸wee vyraßenie: R_{σ,l}(c) = c^σ a(2−n−σ, l) V_{2−n−σ,l} (c^{−2})+c^{2−n−σ} j(σ) V_{σ,l} (c^{−2}), (2.12) gde a(σ, l) i j(σ) – sobstvennye qisla operatora A_σ , sm. (1.6) i (2.7).

Dokazatel~stvo. Po (2.4) radial~naØ qast~ Rσ,l(c) udovletvo-

rØet uravneni¸

(c^2 − 1) d^2R dc^2 + (n − 1)c dR dc + μ_l c^2 − 1

= σ(σ + n − 2)R, (2.13)

μ_l daetsØ formuloæ (1.5). Sdelaem zameny: R = p^{−σ/2}(1 − p)^{l/2}z, p = c^{−2}. DlØ z my poluqaem uravnenie p(1 − p) d^2z dp^2 + [ 4 − n 2 − σ + ( σ − l − 3 2 ) p ] dz dp − (σ − l)(σ − l − 1) 4 z = 0. �to gipergeometriqeskoe uravnenie s parametrami a = (−σ +

l)/2, b = (−σ + l + 1)/2, c = −σ − (n − 4)/2. Nam nußno vzØt~

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 99

rexenie, regulØrnoe v toqke p = 0 dlØ Re σ > (2 − n)/2. Sootvetstvu¸wee rexenie uravneniØ (2.13) est~ c^σ V_{2−n−σ,l}(c^{−2}), gde

σ /∈ (4 − n)/2 + N. Uravnenie (2.13) ne menØetsØ pri zamene σ na 2 − n − σ. Sledovatel~no, funkciØ c^{2−n−σ} V_{σ,l}(c^{−2}) – toße rexe-

nie uravneniØ (2.13). Qtoby naæti lineænu¸ kombinaci¸ fftih rexeniæ, da¸wu¸ funkci¸ R_{σ,l}(c), nußno ispol~zovat~ asimptotiku fftoæ funkcii, ukazannu¸ v lemme 2.1. �

Razloßim V_{σ,l}(p) po stepenØm p: V_{σ,l} (p) = ∞∑ k=0 w_kp^k. (2.14)

Lemma 2.4. Kofffficienty wk v (2.14) – mnogoqleny ot μl (sm.

(1.5)) stepeni k s kofffficientami, racional~no zavisØwimi ot σ: w_k = w_{σ,k}(μ_l), a imenno,

w_{σ,k}(μ_l) = (−1)^k k∑ r=0 ((4 − n − σ − 2k)/2)^{[k−r]} 2^{2r} r! (k − r)! (σ + n/2)^{[r]} ×

× r−1∏ m=0 [ μ_l + (σ + n − 2 + 2m)(σ + 1 + 2m) ] ; (2.15)

my ispol~zuem oboznaqenie a^{[m]} = a(a + 1) . . . (a + m − 1).

Dokazatel~stvo. Primenim k gipergeometriqeskoæ funkcii v

(2.11) preobrazovanie [1], 2.1(22). Poluqim V_{σ,l} (p) = (1 − r)^{(2−n−σ)/2}F ( σ + n − 2 + l 2 , σ + 1 − l 2 ; σ + n 2 ; − p 1 − p )

= ∞∑ r=0 (−1)^r v_r · p^r (1 − p)^{−r+(2−n−σ)/2}, gde v_r =

((σ + n − 2 + l)/2)^{[r]} ((σ + 1 − l)/2)^{[r]} (σ + n/2)^{[r]} r! . �ti kofffficienty v_r moßno vyrazit~ qerez μ_l, imenno,

v_r = 1 2^{2r} r! (σ + n/2)^{[r]} r−1∏ m=0 [ μ_l + (σ + r − 2 + 2m)(σ + 1 + 2m) ] .

100 V. F. MOLQANOV

RazlagaØ stepeni 1 − r v binomial~nye rØdy i sobiraØ qleny s odnim i tem ße p^k, my poluqim (2.15). �

Oboznaqim qerez W_{σ,k} operator na D(S), dlØ kotorogo prostranstva H_l ØvlØ¸tsØ sobstvennymi s sobstvennymi znaqeniØmi w_{σ,k}(μ_l), t.e.

W_{σ,k} = w_{σ,k}(Δ_S ). (2.16)

On est~ mnogoqlen ot Δ_S stepeni k s kofffficientami, racional~nymi po σ. Oni ime¸t prostye pol¸sy v toqkah σ =

−(n/2) − m, 0 6 m 6 k − 1. Naprimer,

W_{σ,0} = 1, (2.17)

W_{σ,1} = 1 2(2σ + n) [ − Δ_S + (σ + n − 2)(σ + n − 1) ] . Sledu¸waØ teorema dokazyvaetsØ s pomow~¸ (2.10), (2.12), (2.14), (2.16).

Teorema 2.5 [6]. Pust~ σ /∈ (2−n)/2+Z. DlØ K-finitnoæ funkcii

φ iz D(S) ee preobrazovanie Puasona (P_σφ) (x) razlagaetsØ sledu¸- wim obrazom:

(P_σφ) (x) = c^σ ∞∑ k=0 (C_{σ,k}φ) (s) · c^{−2k} + c^{2−n−σ} ∞∑ k=0 (D_{σ,k}φ) (s) · c^{−2k}, gde c, s – polØrnye koordinaty toqki x, D_{σ,k} = j(σ)W_{σ,k} , C_{σ,k} = A_{2−n−σ} W_{2−n−σ,k}. (2.18) Operatory D_{σ,k} – differencial~nye, C_{σ,k} – integral~nye.

Operatory C_{σ,k}, D_{σ,k}, W_{σ,k} i A_σ – skalØrnye na kaßdom H_l, pofftomu oni kommutiru¸t drug s drugom.

SferiqeskaØ funkciØ Ψ_σ (x), otveqa¸waØ predstavleni¸ T_σ ,

σ ∈ C , – ffto preobrazovanie Puasona K-invarianta ψ0:

Ψ_σ(x) = ∫ S [x, s]^σ ds. Ona prinadleßit C^∞(L^+) i zavisit tol~ko ot c = x_n; v samom dele, ona ravna R_{σ,0}(c). Pofftomu Ψ_{2−n−σ} = Ψ_σ . Dalee, ona – sobstvennaØ funkciØ dlØ Δ s sobstvennym znaqeniem σ(σ + n − 2).

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 101

Vot ee vyraßenie qerez funkcii Leßandra:

Ψ_σ(x) = (2π)^{γ+1} (c^2 − 1)^{−γ/2} P^{−γ}_{σ+γ} (c), (2.19)

gde dlØ kratkosti my oboznaqili γ = n − 3 2 . (2.20)

Znaqenie funkcii Ψ_σ v x^0 ravno Ω_{n−1} – ob¨emu ediniqnoæ sfery v R^{n−1}. Zametim, qto obyqno ispol~zuetsØ drugaØ normirovka: znaqenie v x^0 ravno 1.

Sferiqesku¸ funkci¸ moßno rassmatrivat~ kak obobwennu¸ funkci¸ na L^+.

Voobwe, pust~ Φ – obobwennaØ funkciØ na L^+, invariantnaØ otnositel~no K. Sopostavim eæ otoobraßenie D(L^+) → C^∞(L^+), nazovem ego svertkoæ s Φ:

(Φ ⋆ f) (x) = ⟨Φ, U (g)f ⟩_L+ ,

i polutoralineænyæ funkcional K (Φ|f, h): K (Φ|f, h) = ⟨f, Φ ⋆ h⟩_L+ , gde x = x^0g. Svertka kommutiruet so sdvigami: U (g) (Φ ⋆ f) = Φ ⋆ U (g)f, g ∈ G. DlØ sferiqeskoæ funkcii Ψ_σ svertka est~ kompoziciØ preobrazovaniæ Fur~e i Puassona: Ψ_σ ⋆ f = P_{2−n−σ} F_σ f, a funkcional K – skalØrnoe proizvedenie komponent Fur~e: K (Ψ_σ |f, h) = ⟨F_{2−n−σ}f, F_σ h⟩_S = ⟨F_σ f, F_{2−n−σ} h⟩_S . Teorema 2.6. KvaziregulØrnoe predstavlenie U gruppy G na

L^2(L^+, dx) razlagaetsØ v prØmoæ integral unitarnyh neprivodimyh predstavleniæ nepreryvnoæ serii s kratnost~¸ odin. A imenno, sopostavim funkcii f ∈ D(L^+) sovokupnost~ {F_σf} ee komponent Fur~e nepreryvnoæ serii (σ = (2 − n)/2 + iρ). �to sootvetstvie G-ffkvivariantno. Imeet mesto formula obraweniØ: f = ∞∫ −∞ ω(σ)P_{2−n−σ}F_σf | | |_{σ=(2−n)/2+iρ}dρ,

102 V. F. MOLQANOV gde ω(σ) = (2π)^{−n} ( σ + n − 2 2 ) sin ( σ + n 2 ) π·Γ(−σ) Γ(σ+n−2), (2.21) i formula PlanxerelØ: ⟨f, h⟩_L+ = ∞∫ −∞ ω(σ) ⟨F_σ f, F_{2−n−σ}h⟩_S | | σ=(2−n)/2+iρ dρ. (2.22)

Sledovatel~no, ukazannoe sootvetstvie moßno rasprostranit~ na L^2(L^+, dx).

Nam udobnee pisat~ v teoreme integraly po vseæ osi, podyntegral~nye funkcii v nih qetny po ρ. V (2.22) moßno pisat~ F_σh vmesto F_{2−n−σ}h. DlØ σ = (2 − n)/2 + iρ my imeem ω ( 2 − n 2 + iρ ) = (2π)^{−n} ρ sh ρπ · | | |Γ ( 2 − n 2 + iρ ) | | |^2.

Pust~ δ – del~ta-funkciØ, sosredotoqennaØ v x^0: ⟨δ, f⟩_L+ =

f(x^0). Teorema 2.6 ffkvivalentna razloßeni¸ δ = ∞∫ −∞ ω(σ) Ψ_σ | | |_{σ=(2−n)/2+iρ} dρ. (2.23)

3. PredstavleniØ nadgruppy ~G, svØzannye s konusom

V kaqestve nadgruppy ~G dlØ gruppy G = SO_0(n − 1, 1) my berem psevdo-ortogonal~nu¸ gruppu SO_0(n, 1). V fftom paragrafe my ewe raz napomnim (sm. [5]) nekotoryæ material o predstavleniØh fftoæ gruppy ~G, svØzannyh s konusom. My prisposablivaem oboznaqeniØ k naxim celØm v dannoæ rabote.

Rasxirim prostranstvo R^n, v kotorom deæstvuet G, do prostranstva R^{n+1}, dobavlØØ koordinatu x_0, i vvedem v R^{n+1} bilineænu¸ formu

[[x, y]] = −x_0y_0 − x_1y_1 − · · · − x_{n−1}y_{n−1} + x_ny_n.

Gruppa ~G sohranØet fftu formu. Kak i ran~xe, my sqitaem, qto ~G deæstvuet sprava.

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 103

Pust~ C oboznaqaet konus [[x, x]] = 0, x_n > 0, v R^{n+1}. DlØ λ ∈ C oboznaqim qerez D_λ(C) prostranstvo funkciæ f klassa C^∞ na C, odnorodnyh stepeni λ: f(tx) = t^λf(x), x ∈ C, t > 0. Predstavlenie ~R_λ gruppy ~G deæstvuet v D_{1−n−λ}(C) sdvigami: ( ~R_{λ,ν}(g)f)(x) = f(xg), x ∈ C, g ∈ ~G. Pust~ Ω – seqenie konusa C giperploskost~¸ x_n = 1. Ono sostoit iz toqek u = (u_0, u_1, . . . , u_{n−1}, 1), u^2_0 + u^2_1 + . . . + u^2_{n−1} = 1, tak qto ono est~ ediniqnaØ sfera v R^n. Pust~ du – evklidova mera na Ω. Funkcii iz D_λ(C) polnost~¸ opredelØ¸tsØ svoimi ograniqeniØmi na Ω. �ti ograniqeniØ obrazu¸t vse prostranstvo

D(Ω). V nem predstavlenie ~R_λ realizuetsØ sledu¸wim obrazom: ( ~R_λ(g)f)(u) = f (ug/(ug)_n) (ug)^{1−n−λ}_n . (3.1) �rmitova forma ⟨f, h⟩_Ω = ∫ Ω f(u)h(u)du (3.2) invariantna otnositel~no pary ( ~R_{λ,ν}, ~R_{1−n−λ}): ⟨ ~R_λ(g)f, h⟩_Ω = ⟨f, ~R_{1−n−λ}(g^{−1})h⟩_Ω. (3.3) Operator B_λ na D(Ω), opredelennyæ formuloæ

(B_λf)(u) = ∫ Ω [[u, v]]^λf(v)dv, spletaet ~R_λ s ~R_{1−n−λ}. S formoæ (3.2) on vzaimodeæstvuet tak: ⟨B_λf, h⟩_Ω = ⟨f, B_λh⟩_Ω. (3.4) KompoziciØ B_λ i B_{1−n−λ} est~ skalØrnyæ operator: B_λB_{1−n−λ} = γ(λ) · E, (3.5) gde γ(λ)^{−1} = (2π)^{−n}(2λ + n − 1)Γ(−λ)Γ(λ + n − 1) cos ( λ + n 2 ) π.

104 V. F. MOLQANOV

Predstavlenie ~R_λ i operator B_λ moßno rasprostranit~ na

D^′(Ω) formulami (3.3) i (3.4).

Vloßim gruppu G v gruppu ~G kak podgruppu, sohranØ¸wu¸ koordinatu x_0. Ona komutiruet s diagonal~noæ matriceæ J = diag{−1, 1, . . . , 1}. Dve funkcii θ_{λ,ν} (u) = u^{λ,ν}_0 , gde ν = 0, 1, prinadleßat D^′(Ω), oni invariantny otnositel~no G v predstavlenii ~R_λ (i vsØkaØ GinvariantnaØ funkciØ est~ ih lineænaØ kombinaciØ). Operator

B_λ perevodit funkci¸ θ_{1−n−λ,ν} v funkci¸ θ_{λ,ν} s mnoßitelem: B_λθ_{1−n−λ,ν} = (−1)^ν c(λ, ν)^{−1}θ_{λ,ν} , gde c(λ, ν)^{−1} = (−1)^ν 2^{λ+n−1}π^{(n−3)/2}Γ(2 − n − λ)Γ ( λ + n − 1 2 ) × × [ cos ( λ + n 2 ) π − (−1)^ν cos nπ 2 ] . My imeem c(λ, ν) c(1 − n − λ, ν) = γ(λ)^{−1}. (3.6) 4. Kanoniqeskie predstavleniØ

Pust~ ν = 0, 1. Oboznaqim qerez D_{λ,ν}(C) i D_ν(Ω) podprostranstva v D_λ(C) i D(Ω) sootvetstvenno, sostoØwie iz funkciæ qetnosti ν otnositel~no invol¸cii J:

f(xJ) = (−1)^ν f(x). (4.1)

Pust~ R_λ, λ ∈ C , oboznaqaet ograniqenie predstavleniØ ~R_λ na gruppu G. Operatory R_λ(g), g ∈ G, kommutiru¸t s J, tak qto oni sohranØ¸t oba podprostranstva D_ν (Ω), ν = 0, 1. Sledovatel~no, R_λ raspadaetsØ na dva predstavleniØ R_{λ,ν}. �ti predstavleniØ R_{λ,ν}, λ ∈ C , ν = 0, 1, gruppy G nazovem kanoniqeskimi predstavleniØmi. Oni deæstvu¸t na D_{1−n−λ,ν}(C) sdvigami ili na D_ν(Ω) posredstvom pravoæ qasti formuly (3.1). Ih moßno rasprostranit~ na prostranstvo D^′_ν(Ω) obobwennyh funkciæ f iz D^′(Ω) qetnosti ν otnositel~no J. BilineænaØ forma (3.2) invariantna otnositel~no pary (R_{λ,ν}, R_{1−n−λ,ν}).

Voz~mem v R^{n+1} ewe odin konus: C^′ : [[x, x]] = 0, x ≠ 0. On est~ ob¨edinenie C ∪ (−C). Rassmotrim seqenie ~L fftogo konusa giperploskost~¸ x_0 = 1. Ego moßno otoßdestvit~ s dvupolostnym

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 105

giperboloidom L: toqke x = (x_1, . . . , x_n) iz L my sopostavlØem toqku ~x = (1, x_1, . . . , x_n) iz ~L.

Gruppa G imeet tri orbity na Ω pri deæstvii u → ug/(ug)_n, a imenno, dve orbity Ω^+ = {u_0 > 0} i Ω^− = {u_0 < 0} razmernosti n − 1 i odnu orbitu Ω_0 = {u_0 = 0} razmernosti n − 2. Posledn¸¸ moßno otoßdestvit~ s mnogoobraziem S iz § 2: toqke s = (s_1, . . . , s_n) iz S my sopostavlØem toqku^∘s = (0, s_1, . . . , s_n) iz

Ω_0. Mnoßestvo Ω^′ = Ω^+ ∪Ω^− moßno otoßdestvit~ s dvupolostnym

giperboloidom ~L = L. Otobraßenie stroitsØ s pomow~¸ obrazu¸wih konusa C^′: toqke u iz Ω sopostavlØem toqku ~x = u/u_0 iz ~L. Imenno pofftomu my nazyvaem predstavleniØ R_{λ,ν} kanoniqeskimi predstavleniØmi na dvupolostnom giperboloide. Mery na L i Ω svØzany tak: dx = |u_0|^{1−n}du. (4.2) VernemsØ k konusu C. Ego seqenie ~L^+ giperploskost~¸ x_0 = 1 moßno otoßdestvit~ s prostranstvom Lobaqevskogo L^+. Ograniqim funkcii iz D_{1−n−λ,ν}(C) na ~L^+ = L^+. My poluqim nekotoroe prostranstvo D_{1−n−λ,ν}(L^+) funkciæ na L^+. Ono soderßit D(L^+) i soderßitsØ v C^∞(L^+). Na nem (i, v qastnosti, na D(L^+)) predstavlenie R_{λ,ν} stanovitsØ predstavleniem U sdvigami.

Pust~ funkciØ f prinadleßit D_{1−n−λ,ν}(C). Ee ograniqeniØ

f(u) na Ω i f(x) na ~L^+ = L^+ svØzany tak: f(u) = u^{1−n−λ,ν} 0 f(x), x ←→ ~x = u/|u_0|. (4.3) Lemma 4.1. Pust~ f ∈ D1−n−λ,ν(C). Esli Re λ > −ν − n/2, to ee

ograniqenie na ~L^+ = L^+ prinadleßit L^2(L^+, dx).

Opredelim operator Q_{λ,ν} : D_{1−n−λ,ν}(C) → D_{λ,ν}(C) formuloæ Q_{λ,ν} = c(λ, ν) B_λ ∘ J, tak qto v Ω-realizacii my imeem (Q_{λ,ν}f)(u) = c(λ, ν) ∫ Ω [[u, vJ]]^λf(v)dv. (4.4) On spletaet R_{λ,ν} s R_{1−n−λ,ν}. V silu (3.5) i (3.6) my imeem Q_{1−n−λ,ν} Q_{λ,ν} = E. (4.5)

106 V. F. MOLQANOV

Pust~ (f, h)_{λ,ν} – bilineænaØ forma: (f, h)_{λ,ν} = 1 2 ⟨Q_{λ,ν} f, h⟩_Ω. (4.6) Ona invariantna otnositel~no pary (R_{λ,ν}, R_{λ,ν}). V qastnosti, dlØ vewestvennyh λ ffto ffrmitova forma, invariantnaØ otnositel~no R_{λ,ν}. Pereædem k L^+. Ispol~zuØ svoæstvo qetnosti (4.1) i sootnoxenie (4.3), my moßem perepisat~ (4.4) i (4.6) kak integraly po L^+ i L^+ × L^+: (Q_{λ,ν}f)(x) = ∫ L+ E_{λ,ν}(x, y)f(y)dy,

(f, h)_{λ,ν} = ∫ L+×L+ E_{λ,ν}(x, y)f(x)h(y)dxdy, gde E_{λ,ν}(x, y) = c(λ, ν) { ([x, y] + 1)^λ + (−1)^ν ([x, y] − 1)^λ } . (4.7)

Nazovem Ødro E_{λ,ν}(x, y), operator Q_{λ,ν} i formu (f, h)_{λ,ν} Ødrom Berezina, preobrazovaniem Berezina i formoæ Berezina sootvetstvenno.

Obobwennye funkcii θ_{1−n−λ,ν} na Ω perehodØt v funkci¸ na

L^+, toßdestvenno ravnu¸ edinice. Operator Q_{λ,ν} perevodit ee

v sebØ.

Kanoniqeskoe predstavlenie R_{λ,ν} poroßdaet sledu¸wie predstavleniØ L_{λ,ν} i M_{λ,ν}, svØzannye s graniceæ Ω_0 mnogoobraziæ Ω^± (graniqnye predstavleniØ).

Sootvetstvenno polØrnym koordinatam c, s na L^+ vvedem na Ω polØrnye koordinaty u_0, s, gde s ∈ S:

u = (u_0, √ 1 − u^2_0 · s_1, . . . , √ 1 − u^2_0 · s_{n−1}, 1).

Mera du v fftih koordinatah est~ du = (1 − u^2_0)^γ du_0ds, sm. (2.20) dlØ γ.

Pust~ f – funkciØ iz D_ν(Ω). Rassmotrim ee kak funkci¸ ot polØrnyh koordinat u_0, s. Rassmotrim ee rØd Teælora a_0 +a_1u_0 +

a_2u^2_0 + . . . po stepenØm u_0. Zdes~ a_m = a_m(f) – funkcii iz D(S).

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 107

Oboznaqim qerez Σ^k_ν(Ω), k ∈ N, ν = 0, 1, prostranstvo obobwennyh funkciæ iz D^′_ν (Ω), ime¸wih vid k∑ m=0 φ_m(s)δ^{(m)} (u_0),

gde φ_m ∈ D(S), δ – del~ta-funkciØ Diraka na prØmoæ, δ^{(m)} – ee proizvodnye, m ≡ ν. Pust~ Σ_ν (Ω) = ∪Σ^k_ν (Ω).

Oboznaqim qerez a^∗_k(f) kofffficienty Teælora funkcii f^∗ =

(1 − u^2_0)^γ f. My imeem

(1 − u^2_0)^γ ∞∑ k=0 a_k(f)u^k_0 = ∞∑ k=0 a^∗_k(f)u^k_0 . (4.8)

�to pozvolØet vyrazit~ a^∗_k(f) qerez a_k(f) i obratno – posredstvom treugol~nyh matric s ediniqnoæ diagonal~¸.

ObobwennaØ funkciØ φ(s)δ^{(m)} (u_0) deæstvuet na funkci¸ f ∈

D_ν (Ω) sledu¸wim obrazom:

⟨φδ^{(m)}(u_0), f⟩_Ω = (−1)^mm!⟨φ, a^∗_m(f)⟩_S . (4.9)

Oboznaqim qerez L_{λ,ν} ograniqenie predstavleniØ R_{λ,ν} na

Σ_ν (Ω). �to predstavlenie zapisyvaetsØ v vide verhneæ treugol~-

noæ matricy s diagonal~¸ T_{2−n−λ+m}, m ∈ N, m ≡ ν.

Obobwennye funkcii iz Σ^k_ν(Ω) moßno rasprostranit~ estestvennym obrazom na nekotoroe prostranstvo, bolee xirokoe, qem D_ν(Ω). A imenno, pust~ T^k_ν (Ω) – prostranstvo funkciæ f klassa C^∞ na Ω^± i Ω_0 qetnosti ν po u_0 i ime¸wih razloßenie Teælora porØdka k:

f(u) = a_0 + a_1u_0 + · · · + a_ku^k_0 + o(u^k_0 ),

gde a_m ∈ D(S). Togda (4.9) sohranØetsØ dlØ f ∈ T^k_ν (Ω) s m 6 k.

Pust~ a(f) oboznaqaet stolbec iz kofffficientov Teælora

a_m(f). Predstavlenie M_{λ,ν} deæstvuet na fftih stolbcah: M_{λ,ν}(g)a(f) = a(R_{λ,ν}(f)). Ono zapisyvaetsØ v vide nißneæ treugol~noæ matricy s diago- nal~¸ T_{1−n−λ−m}, m ∈ N, m ≡ ν. My ne kasaemsØ zdes~ voprosov razloßeniØ L_{λ,ν} i M_{λ,ν}. Zametim tol~ko, qto, analogiqno [11], ffti predstavleniØ razlaga¸tsØ v prØmye summy neprivodimyh sostavlØ¸wih dlØ λ obwego

108 V. F. MOLQANOV

poloßeniØ: λ /∈ (2 − n)/2 + N i λ /∈ −n/2 − N sootvetstvenno. �ti razloßeniØ da¸tsØ prostymi pol¸sami preobrazovaniæ Puassona i Fur~e, sm. §6. Pol¸sy vtorogo porØdka da¸t ßordanovy kletki.

5. Razloßenie formy Berezina na D(L^+) V fftom paragrafe my rassmatrivaem formu Berezina (f, h)_{λ,ν} na prostranstve D(L^+), zadannu¸ Ødrom Berezina (4.7). My raskladyvaem fftu formu po invariantnym polutoralineænym formam, otveqa¸wim predstavleniØm T_σ.

Teorema 5.1. Pust~ f, h ∈ D(D). Togda dlØ Re λ < (2 − n)/2 + ν i

dlØ λ = (2 − n)/2 + ν my imeem (f, h)_{λ,ν} = ∞∫ −∞ ω(σ)Λ(λ, ν, σ)⟨F_σ f, F_{2−n−σ}h⟩_S | | |_{σ=(2−n)/2+iρ} dρ; (5.1) dlØ (2 − n)/2 + ν + 2r < Re λ < (6 − n)/2 + ν + 2r i dlØ λ = (6 − n)/2 + ν + 2r, r ∈ N, my imeem (f, h)_{λ,ν} = ∞∫ −∞ + ∑ M (λ, m) j(λ − m) ⟨A_{λ−m}F_{λ−m}f, F_{λ−m}h⟩_S , (5.2) gde m = ν + 2s, integral oboznaqaet toqno takoæ ße integral, qto i v (5.1), summa beretsØ po s = 0, 1, . . . , r; nakonec, dlØ Re λ = (2 − n)/2 + ν + 2r, λ ≠ (2 − n)/2 + ν + 2r my imeem (f, h)_{λ,ν} = ∞∫ −∞ + ∑ + 1 2 · M (λ, k) j(λ − k) ⟨A_{λ−k)}F_{λ−k}f, F_{λ−k}h⟩_S , (5.3)

gde k = ν+2r, summa v (5.3) soderßit takie ße slagaemye, qto i v (5.2), no beretsØ po s = 0, . . . , r−1 (dlØ r = 0 summa otsutstvuet), mnoßitel~ ω(σ) daetsØ formuloæ (2.21), Λ(λ, ν, σ) = Γ(2 − n − λ − σ)Γ(−λ + σ) Γ(2 − n − λ)Γ(−λ) × × cos(λ + n/2)π + (−1)^ν cos(σ + n/2)π cos(λ + n/2)π + (−1)^ν cos(n/2)π

, (5.4)

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 109 M (λ, m) = (−2π)^{n−1}(2λ + n − 2 − 2m) · Γ(λ + n − 1)Γ(λ + 1) m!Γ(2λ + n − 1 − m) × × Γ(λ + n − 2 − m)

Γ(λ + 1 − m) × × sin λπ cos(λ + n/2)π + (−1)^ν cos(n/2)π

. (5.5)

Dokazatel~stvo. Forma Berezina – ffto polutoralineænaØ for-

ma, sootvetstvu¸waØ (sm. §2) obobwennoæ funkcii E_{λ,ν}(x) = c(λ, ν) { (x_n + 1)^λ + (−1)^ν (x_n − 1)^λ } . Sledovatel~no, teorema ffkvivalentna razloßeni¸ fftoæ obobwennoæ funkcii po sferiqeskim funkciØm Ψ_σ .

SferiqeskaØ funkciØ Ψ_σ zavisit tol~ko ot x_n = c: Ψ_σ (u) =

R_{σ,0}(c), poslednØØ funkciØ udovletvorØet uravneni¸

L y = σ(σ + n − 2)y, (5.6)

gde L = (c^2 − 1) (d^2/dc^2) + (n − 1)c (d/dc) (radial~naØ qast~ operatora Δ, sm. (2.1)). Privedem operator L k samosoprØßennomu vidu zamenoæ y = (c^2 − 1)^{−γ/2} z, sm. (2.20) dlØ γ. Togda uravnenie (5.6) prevrawaetsØ v uravnenie ~L z = τ (τ + 1)z, gde

~L = (c^2 − 1) d^2 dc^2 + 2c d dc − γ^2 c^2 − 1 , τ = σ + γ. Rassmotrim na poluosi [1, ∞) differencial~nyæ operator

~L_α = (c^2 − 1) d^2 dc^2 + 2c d dc − α^2 c^2 − 1 , α ∈ C , s graniqnym usloviem lim_{c→1} (c − 1)^α {αφ(c) − (c − 1)φ^′(c)} = 0. Uravnenie ~L_α z = τ (τ + 1)z, τ ∈ C , est~ uravnenie Leßandra [1]. Oboznaqim qerez ⟨⟨F, H⟩⟩ skalØrnoe proizvedenie iz L^2(1, ∞): ⟨⟨F, H⟩⟩ = ∞∫ 1 F (c) H(c) dc. Pust~ α ∈ R i |α| < 1/2. Operator ~L_α imeet nepreryvnyæ spektr kratnosti odin, leßawiæ na (−∞, −1/4 ]. Sootvetstvu¸-

110 V. F. MOLQANOV

wee razloßenie po sobstvennym funkciØm (ravenstvo ParsevalØ) est~ ⟨⟨F, H⟩⟩ = ∞∫ −∞ Ω(α, τ )⟨⟨F, P^{−α}_τ ⟩⟩ ⟨⟨P^{−α}_τ , H⟩⟩ | | |_{τ=−1/2+iρ} dρ, (5.7) gde P^{−α}_τ (c) – funkciØ Leßandra pervogo roda, Ω(α, τ ) = − 1 4π (2τ + 1) cos τ π · Γ(α − τ ) Γ(α + τ + 1).

Teper~ sopostavim funkcii f ∈ D(L^+) sledu¸wu¸ funkci¸

(M f)(c) na [1, ∞):

(M f)(c) = ∫ L+ f(x) δ(x_n − c) dx, gde δ(t) – del~ta-funkciØ Diraka na prØmoæ. �ta funkciØ imeet vid (M f)(c) = (c^2 − 1)^γ ψ(c), (5.8)

gde ψ ∈ D(R). Esli Φ – lokal~no integriruemaØ funkciØ na L^+, zavisØwaØ tol~ko ot x_n = c: Φ(x) = F (x_n), to ∫ L+ Φ(x) f(x) dx = ∞∫ 1 F (c) (M f)(c) dc. (5.9) Primenim (5.7) k funkciØm

F (c) = (c^2 − 1)^{α/2} { (c + 1)^λ + (−1)^ν (c − 1)^λ } , H(c) = (c^2 − 1)^{α/2}ψ(c),

gde ψ(c) beretsØ iz (5.8). FunkciØ F (c) prinadleßit L^2(1, ∞) dlØ

Re(α + λ) < −1/2, Re(α + 2λ) > −1. DlØ funkcii Leßandra P^{−α}_τ

my voz~mem vyraßenie (sm. [1], 3.2(3))

P^{−α}_τ (c) = 1 Γ(α + 1) ( c + 1 c − 1 )_{−α/2} F ( −τ, τ + 1; α + 1; 1 − c 2 ) . Integral ⟨⟨F, P^{−α}τ ⟩⟩ shoditsØ absol¸tno dlØ Re α > −1, Re (−λ − α + τ ) > 0, Re (−λ − α − τ − 1) > 0, Re (λ + α + 1) > 0 (5.10)

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 111

i vyqislØetsØ s pomow~¸ formul [1], 2.4(4) i [2], 20.2(10). V rezul~tate my poluqaem ⟨⟨F, P^{−α}τ ⟩⟩ = 2^{α+λ+1} Γ(−λ − α − τ − 1)Γ(−λ − α + τ ) Γ(−λ)Γ(−λ − α) × × [ 1 + (−1)^ν sin τ π sin(λ + α)π ] . Pust~ Re λ < (2 − n)/2. Togda usloviØ (5.10) pozvolØ¸t vzØt~

α = γ. Pust~ τ = σ + γ, kak i ran~xe. Togda usloviØ (5.10) s Re τ = −1/2, ili, qto to ße samoe, Re σ = (2 − n)/2, da¸t

(1 − n)/2 < Re λ < (2 − n)/2. (5.11)

Razloßenie (5.7) s naximi F i H moßno prodolßit~ po α v toqku α = γ. Togda ⟨⟨P^{−α}_τ , H⟩⟩ stanovitsØ ravnym (2π)^{−γ−1} ⟨Ψ_σ , f⟩_L+ , sm. (5.9) i (2.19), a Ω(α, τ ) prevrawaetsØ v (2π)^{n−1}ω(σ). Okonqatel~no, umnoßaØ ffto razloßenie na c(λ, ν), my poluqaem E_{λ,ν} = ∞∫ −∞ ω(σ) Λ(λ, ν, σ) Ψ_σ | | |_{σ=(2−n)/2+iρ} dρ, (5.12) gde ω i Λ da¸tsØ formulami (2.21), (5.4). �to razloßenie vyvedeno dlØ (5.11).

Kak funkciØ ot σ funkciØ Λ imeet pol¸sy v toqkah

σ = λ − k, σ = 2 − n − λ + l (5.13)

i nuli v toqkah

σ = 1 − n − λ − k, σ = λ + 1 + l, (5.14) gde k, l ∈ N i k ≡ ν, l ≡ ν. Sledovatel~no, razloßenie (5.12) moßet byt~ prodolßeno v poluploskost~ Re λ < (2 − n)/2.

Teper~ my prodolßim (5.12) analitiqeski iz fftoæ poluploskosti napravo. Kogda para pol¸sov σ = λ − m i σ = 2 − n − λ − m peresekaet lini¸ integrirovaniØ – prØmu¸ Re σ = (2 − n)/2, ona daet dopolnitel~noe slagaemoe D_m. �to slagaemoe ravno umnoßennoæ na 2π raznosti vyqetov podyntegral~noæ funkcii v fftih pol¸sah, ili D_m = 4π Res_{σ=λ−m} ω(σ) Λ(λ, ν, σ) · Ψ_σ = M (λ, m)Ψ_{λ−m},

112 V. F. MOLQANOV

gde M (λ, m) daetsØ formuloæ (5.5).

Pust~ para pol¸sov popadaet na lini¸ Re σ = (2 − n)/2. Esli ffti pol¸sy razliqny, to vklad fftoæ pary raven (1/2)D_m. Esli ffti pol¸sy sovpada¸t, to oni oba ravny (2 − n)/2, tak qto dopolnitel~noe slagaemoe isqezaet iz-za mnoßitelØ σ + (n − 2)/2 v

ω(σ). �

FunkciØ Λ imeet sledu¸wie svoæstva (otraßa¸wie ffkvivalentnost~ T_σ i T_{2−n−σ} i svoæstvo (4.5)): Λ(λ, ν, 2 − n − σ) = Λ(λ, ν, σ), (5.15) Λ(λ, ν, σ)Λ(1 − n − λ, ν, σ) = 1. (5.16) Teorema 5.2. DlØ −1 6 Reλ < −1/2 forma Berezina (f, h)λ,ν i

preobrazovanie Berezina Q_{λ,ν} ograniqeny v L^2(D, dμ).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto Λ s σ = (2 − n)/2 + iρ

kak funkciØ ot ρ ∈ R ograniqena na R. No ffto sleduet iz ee povedeniØ na beskoneqnosti: Λ(λ, ν, (2 − n)/2 + iρ) ∼ const · |ρ|^{1−n−2λ}, sm. [1], 1.18(6). �

Pust~ λ vewestvenno i λ < 0. Togda predstavlenie R_{λ,ν}, rassmatrivaemoe na D(D), unitarizuemo otnositel~no formy Berezina, vzØtoæ s podhodØwim znakom (unitarnye kanoniqeskie predstavleniØ).

Zametim, qto (2.23) moßno vyvesti iz (5.1), vzØv (5.1) v toqke

λ = −γ − 1. V samom dele, obobwennaØ funkciØ (x_n + 1)^λ regulØr-

na v fftoæ toqke, a obobwennaØ funkciØ (x_n − 1)^λ imeet prostoæ pol¸s s vyqetom 2^γ Ω_{n−1}δ.

6. PreobrazovaniØ Puassona i Fur~e, svØzannye s kanoniqeskim predstavleniem

DlØ funkcii φ ∈ D(S) rassmotrim ee preobrazovanie Puassona P_σφ kak ograniqenie na ~L^+ = L^+ nekotoroæ funkcii iz

D_{1−n−λ,ν}(C). Teper~ pereædem ot ~L^+ k Ω. DlØ fftogo v (2.2) pere-

pixem [x, s] kak [[~x,^∘s]] i zatem ispol~zuem (4.3). Togda my poluqim otobraßenie P_{λ,ν,σ} : D(S) −→ C^∞(Ω^′), zadavaemoe formuloæ (P_{λ,ν,σ}φ)(u) = u^{1−n−λ−σ,ν} 0 ∫ S [[u,^∘s]]^σφ(s)ds.

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 113

Ono spletaet T_{2−n−σ} s R_{λ,ν}. Nazovem ego preobrazovaniem Puassona, svØzannym s kanoniqeskim predstavleniem R_{λ,ν}. Zdes~ my rassmatrivaem R_{λ,ν} kak ograniqenie na C^∞(Ω^′) predstavleniØ

R_{λ,ν}, deæstvu¸wego na obobwennyh funkciØh iz D^′(Ω).

Preobrazovanie Puassona vzaimodeæstvuet so spleta¸wimi operatorami A_σ i Q_{λ,ν} sledu¸wim obrazom: P_{λ,ν,σ}A_σ = j(σ)P_{λ,ν,2−n−σ}, Q_{λ,ν}P_{λ,ν,σ} = Λ(λ, ν, σ)P_{1−n−λ,ν,σ}. (6.1) Pervoe iz fftih sootnoxeniæ sleduet iz (2.5), vtoroe – iz formuly (6.6) niße s pomow~¸ (6.4). Teorema 2.5 daet:

Teorema 6.1. DlØ K-finitnoæ funkcii φ ∈ D(S) i σ /∈ (2−n/2)+Z

preobrazovanie Puassona imeet sledu¸wee razloßenie po stepenØm u_0: (P_{λ,ν,σ}φ)(u) = u^{1−n−λ−σ,ν} 0 ∞∑ k=0 (C_{σ,k}φ)(s) · u^{2k}_0

+u^{−λ+σ−1,ν} 0 ∞∑ k=0 (D_{σ,k}φ)(s) · u^{2k}_0 , (6.2)

gde u imeet polØrnye koordinaty u_0, s, sm. §4.

“Veduwie” mnoßiteli u^{−λ−2−σ,ν}_0 i u^{−λ+σ−1,ν}_0 v (6.2) da¸t pol¸sy preobrazovaniØ Puassona P_{λ,ν,σ}. Oni raspolaga¸tsØ v pol¸sah funkcii Λ(λ, ν, σ), sm. (5.13). Esli pol¸s μ prinadleßit tol~ko odnoæ iz seriæ (5.13), to on prostoæ i P_{λ,ν,σ} imeet v nem vyqet ^P_{λ,ν,λ−k} = 2 (−1)^k k! j(λ − k) · ξ_{λ,k}, k ≡ ν, ^P_{λ,ν,2−n−λ+l} = −2 (−1)^l l! ξ_{λ,l} ∘ A_{λ−l}, l ≡ ν, gde ξ_{λ,k} – operator D(S) → Σ^k_ν (Ω), k ∈ N, k ≡ ν, opredelennyæ sledu¸xim obrazom: ξ_{λ,k}(φ) = [k/2]∑

m=0 k! (k − m)! W_{λ−k,m}(φ) · δ^{(k−2m)}(u_0).

114 V. F. MOLQANOV

On zavisit ot λ meromorfno – s prostymi pol¸sami v toqkah

λ ∈ (4 − n)/2 + N, takimi, qto λ + n/2 6 k 6 2λ + n − 2. On spletaet T_{2−n−λ+k} s L_{λ,ν}. Esli pol¸s μ prinadleßit obeim seriØm (5.13), to λ ∈ (2 −

n)/2 + N i on vtorogo porØdka. Pervye loranovskie kofffficien-

ty moßno napisat~ analogiqno [10].

Voz~mem vyqet obeih qasteæ (6.1) v σ = λ − k, k ≡ ν; my polu- qim Q_{λ,ν}ξ_{λ,k} = 1 2 (−1)^ν k!j(2 − n − λ + k) · M (λ, k) · P_{1−n−λ,ν,λ−k}, (6.3) gde M (λ, k) daetsØ formuloæ (5.5).

Teper~ rassmotrim funkci¸ f v (2.3) kak ograniqenie na ~L^+ =

L^+ nekotoroæ funkcii iz D_{1−n−λ,ν}(C), zatem perepixem [x, s] kak

[[~x,^∘s]] i ispol~zuem (4.3) i (4.2). My poluqim integral po Ω s

mnoßitelem 1/2, poskol~ku otobraßenie u → ~x = x nakryvaet

L^+ dvaßdy. OtbrasyvaØ fftot mnoßitel~, my poluqim operator F_{λ,ν,σ} : D_ν(Ω) → D_ε(S), opredelennyæ formuloæ (F_{λ,ν,σ}f)(s) = ∫ Ω [[u,^∘s]]^σu^{λ−σ,ν}_0 f(u)du. Integral absol¸tno shoditsØ pri Re σ > −1/2, Re(λ ± σ) > −1 i moßet byt~ prodolßen analitiqeski po σ i λ do meromorfnoæ funkcii. Nazovem operator F_{λ,ν,σ} preobrazovaniem Fur~e, svØzannym s kanoniqeskim predstavleniem R_{λ,ν}. On spletaet R_{λ,ν} s T_σ .

PreobrazovaniØ Puassona i Fur~e soprØßeny drug drugu: ⟨F_{λ,ν,σ}f, φ⟩_S = ⟨f, P_{1−n−λ,ν,σ}φ⟩_Ω. (6.4) Preobrazovanie Fur~e vzaimodeæstvuet so spleta¸wimi operatorami A_σ i Q_{λ,ν} sledu¸wim obrazom: A_σ F_{λ,ν,σ} = j(σ)F_{λ,ν,2−n−σ}, (6.5) F_{1−n−λ,ν,σ}Q_{λ,ν} = Λ(λ, ν, σ)F_{λ,ν,σ}. (6.6) Pervoe iz fftih sootnoxeniæ sleduet iz (2.6), vtoroe budet dokazano v §7.

Pol¸sy po σ preobrazovaniØ Fur~e raspolaga¸tsØ v nulØh (5.14) funkcii Λ. Esli pol¸s μ prinadleßit tol~ko odnoæ iz

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 115

seriæ (5.14), to on prostoæ i F_{λ,ν,σ} imeet v nem vyqet ^F_{λ,ν,1−n−λ−k} = 2j(1 − n − λ − k) · b_{λ,k}, k ≡ ν, ^F_{λ,ν,λ+1+l} = −2A_{−λ−2−l} ∘ b_{λ,l}, l ≡ ν, gde b_{λ,k} – “graniqnyæ” operator D_ν (Ω) → D(S), opredelØemyæ qerez kofffficienty Teælora (sm. §4): b_{λ,k}(f) = [k/2]∑

m=0 W_{1−n−λ−k,k−m} ( a_m(f) ) . (6.7)

Operator b_{λ,k} meromorfen po λ s prostymi pol¸sami v toqkah

λ ∈ −(n + 2)/2 − N, takimi, qto −λ + (2 − n)/2 6 k 6 2 − λ − n. On

spletaet R_{λ,ν} s T_{1−n−λ−k}. Sootnoxenie (6.4) daet sootnoxenie dlØ vyqetov: ⟨b_{λ,k}(f), φ⟩_S = (−1)^k k! ⟨f, ξ_{1−n−λ,k}(φ)⟩_Ω. (6.8) Operatory b_{λ,m} s m 6 k moßno rasprostranit~ estestvennym obrazom na prostranstvo T^k_ν (Ω).

Esli pol¸s μ prinadleßit obeim seriØm (5.14), to λ ∈ −n/2−

N i on vtorogo porØdka. Pervye loranovskie kofffficienty moß-

no napisat~ analogiqno [10].

Formula (6.7) vyraßaet b_{λ,k}(f) qerez kofffficienty Teælora

a_m(f) posredstvom treugol~noæ matricy s ediniqnoæ diagona-

l~¸. Sledovatel~no, kofffficienty a_m(f) moßno vyrazit~ qerez

b_{λ,k}(f). Vot Øvnye vyraßeniØ:

a_m(f) = [m/2]∑

r=0 W_{λ+1+m−2r,r} ( b_{λ,m−2r}(f) ) ; (6.9)

fftu formulu moßno dokazat~ podobno analogiqnym formulam v [10, 12]. DlØ a^∗_m(f) imeem

a^∗_m(f) = [m/2]∑

r=0 W^∗_{λ+1+m−2r,r} ( b_{λ,m−2r}(f) ) . (6.10)

Zdes~ W^∗_{σ,r} – operator v D(S), opredelennyæ analogiqno W_{σ,r} s pomow~¸ proizvodØweæ funkcii: ∞∑ k=0 w^∗_{σ,k}(μ_l)p^k = (1 − p)^{−l/2}F ( σ + 2 − l 2 , σ + 1 − l 2 ; σ + n 2 ; p ) . (6.11)

116 V. F. MOLQANOV

Po [1], 2.1(23) funkciØ (6.11) est~ funkciØ (2.11), umnoßennaØ na (1 − p)^{−l−γ} . Vmeste s (4.8) ffto vyvodit (6.10) iz (6.9). V svo¸ oqered~, formula (6.10) s (4.9) i (6.8) daet vyraßenie “starogo bazisa” φδ^{(m)}(u_0) v Σ_ν (Ω) qerez “novyæ bazis” ξ_{λ,k}:

φδ^{(m)}(u_0) = [m/2]∑

r=0 m! (m − 2r)! ξ_{λ,m−2r} ( W^∗_{2−n−λ+m−2r,r}(φ) ) . Rassmotrim preobrazovaniØ Puassona i Fur~e v pol¸sah drug druga: P_{λ,ν,λ+1+m}, P_{λ,ν,1−n−λ−m}, F_{λ,ν,2−n−λ+m}, F_{λ,ν,λ−m}, gde m ≡ ν. Togda ffti preobrazovaniØ oblada¸t nekotorymi speci-

al~nymi svoæstvami.

DlØ preobrazovaniæ Puassona P_{λ,ν,λ+1+m} i P_{λ,ν,1−n−λ−m} veduwie mnoßiteli – ffto p^m i p^{−2λ−n−m,ν}. Pervyæ iz nih – mnogoqlen ot u_0. Fiksiruem k ∈ N i voz~mem Re λ < −k − n/2. Togda dlØ vsØkogo m = 0, 1, . . . , k vtoroæ veduwiæ mnoßitel~ est~

o(u^k_0), tak qto, v qastnosti, obrazy preobrazovaniæ P_{λ,ν,λ+1+m} i P_{λ,ν,1−n−λ−m} leßat v T^k_ν (Ω), i my moßem primenit~ k nim gra-

niqnye operatory b_{λ,r}, r 6 k. �ti graniqnye operatory okazyva¸tsØ obratnymi operatorami dlØ preobrazovaniæ Puassona – s toqnost~¸ do mnoßitelØ ili operatora A_σ. A imenno,

Teorema 6.2. Pust~ k ∈ N. Pust~ Re λ < −k−n/2. Togda dlØ m 6 k

i m ≡ ν my imeem b_{λ,m} ∘ P_{λ,ν,1−n−λ−m} = A_{λ+1+m}, (6.12) b_{λ,m} ∘ P_{λ,ν,λ+1+m} = j(λ + 1 + m) · E, (6.13) a dlØ r, m 6 k, r ≠ m, my imeem b_{λ,r} ∘ P_{λ,ν,1−n−λ−m} = 0, (6.14) b_{λ,r} ∘ P_{λ,ν,λ+1+m} = 0. (6.15) Dokazatel~stvo. Rasmotrim (6.12) i (6.14). KompoziciØ bλ,r ∘

P_{λ,ν,1−n−λ−m} est~ operator D(S) → D(S), spleta¸wiæ T_{λ+1+m} s T_{1−n−λ−r}. Sledovatel~no, esli r ≠ m, to fftot operator raven

nul¸. Esli r = m, to on est~ operator A_{λ+1+m} s toqnost~¸ do mnoßitelØ. Po (6.2) kofffficient dlØ P_{λ,ν,1−n−λ−m}φ pered p^m est~ C_{1−n−λ−m,0} φ, kotoryæ raven A_{λ+1+m}φ, sm. (2.18) i (2.17).

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 117

S drugoæ storony, starxiæ qlen v b_{λ,m} est~ kofffficient Teælora a_m. Sledovatel~no, kompoziciØ b_{λ,m} ∘ P_{λ,ν,1−n−λ−m} – ffto v toqnosti A_{λ+1+m}. Analogiqno dokazyva¸tsØ ravenstva (6.13) i (6.15). �

Pri usloviØh teoremy 6.2 my moßem primenit~ obobwennye funkcii iz Σ^k_ν (Ω) k obrazam preobrazovaniæ Puassona, uqastvu- ¸wim v teoreme 6.2. Sledovatel~no, v kaqestve f v (6.8) my moßem vzØt~ funkci¸ iz fftih obrazov. V rezul~tate, ispol~zuØ teoremu 6.1, my poluqaem sledu¸wee deæstvie bazisnyh obobwennyh funkciæ iz Σ^k_ν (Ω).

Teorema 6.3. Pust~ k ∈ N. Pust~ Re λ < −k−n/2. Togda dlØ m 6 k

i m ≡ ν my imeem ⟨ξ_{1−n−λ,m}(ψ), P_{λ,ν,1−n−λ−m}φ⟩_Ω = (−1)^mm! ⟨A_{λ+1+m}ψ, φ⟩_S , ⟨ξ_{1−n−λ,m}(ψ), P_{λ,ν,λ+1+m}φ⟩_Ω = (−1)^mm! j(λ + 1 + m)⟨ψ, φ⟩_S , a dlØ r, m 6 k, r ≠ m, my imeem ⟨ξ_{1−n−λ,r}(ψ), P_{λ,ν,1−n−λ−m}φ⟩_Ω = 0, ⟨ξ_{1−n−λ,r}(ψ), P_{λ,ν,λ+1+m}φ⟩_Ω = 0. Teper~, ispol~zuØ sootnoxenie (6.4), my moßem rasprostranit~ preobrazovaniØ Fur~e F_{λ,ν,2−n−λ+m} i F_{λ,ν,λ−m} na obobwennye funkcii ζ iz Σ^k_ν (Ω), m 6 k. A imenno, dlØ Re λ > (2 − n)/2 + k (my zamenili λ na 1 − n − λ) i m 6 k, m ≡ ν, my polagaem ⟨F_{λ,ν,λ−m}ζ, φ⟩_S = ⟨ζ, P_{1−n−λ,ν,λ−m}φ⟩_Ω, ⟨F_{λ,ν,2−n−λ+m}ζ, φ⟩_S = ⟨ζ, P_{1−n−λ,ν,2−n−λ+m}φ⟩_Ω. Togda iz teoremy 6.3 sleduet

Teorema 6.4. PreobrazovaniØ Fur~e Fλ,ν,2−n−λ+m i Fλ,ν,λ−m ØvlØ-

¸tsØ obratnymi preobrazovaniØmi dlØ ξ_{λ,m} – s toqnost~¸ do mnoßitelØ ili operatora A_σ; bolee toqno, ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ – dlØ m, r 6 k i m ≡ r ≡ ν: F_{λ,ν,λ−m} ∘ ξ_{λ,m} = (−1)^mm!A_{2−n−λ+m}, F_{λ,ν,2−n−λ+m} ∘ ξ_{λ,m} = (−1)^mm! j(2 − n − λ + m) · E, F_{λ,ν,λ−m} ∘ ξ_{λ,r} = 0, r ≠ m, F_{λ,ν,2−n−λ+m} ∘ ξ_{λ,r} = 0, r ≠ m.

118 V. F. MOLQANOV

�ti formuly pokazyva¸t, qto otobraßeniØ F_{λ,ν,2−n−λ+m} i

F_{λ,ν,λ−m}, opredelennye pervonaqal~no kak otobraßeniØ v pro-

stranstvo D^′(S) obobwennyh funkciæ na S, na samom dele ØvlØ- ¸tsØ otobraßeniØmi v prostranstvo D(S).

Nakonec, ustanovim sledu¸wee svoæstvo. My imeem pravo poloßit~ σ = λ + 1 + m v (6.1): v fftoæ toqke preobrazovanie Puassona P_{1−n−λ,ν,σ} imeet pol¸s, no funkciØ Λ(λ, ν, σ) imeet nul~. RaskryvaØ fftu neopredelennost~, my poluqaem dlØ m ≡ ν Q_{λ,ν}P_{λ,ν,λ+1+m} = T (λ, m) · ξ_{1−n−λ,m} ∘ A_{1−n−λ−m}, (6.16) gde T (λ, m) = − Γ(λ + n − 1)Γ(λ + 1) Γ(2λ + n + m) · sin(λ + n/2)π · tan λπ cos(λ + n/2)π + (−1)^ν cos(n/2)π . (6.17)

7. Razloßenie kanoniqeskih predstavleniæ

My ograniqimsØ obwim sluqaem: λ leßit v polosah I_k = {λ : −n/2 + k < Re λ < (2 − n)/2 + k} , k ∈ Z. Sluqaæ (A): λ ∈ I_0.

Voz~mem funkcii f ∈ D_{1−n−λ,ν}(C) i h ∈ D_{λ,ν} (C) i rassmotrim ih ograniqeniØ f(x) i h(x) na L^+. Poskol~ku λ ∈ I_0, po lemme 4.1 obe funkcii f(x) i h(x) prinadleßat L^2(L^+, dx). Napixem dlØ nih formulu PlanxerelØ (2.22) i pereædem v fftoæ formule k ograniqeniØm f(u) i h(u) funkciæ f i h na Ω, sm. (4.3). LevaØ qast~ prevrawaetsØ v (1/2)⟨f, h⟩_Ω. Komponenty Fur~e F_σf i F_{2−n−σ}h stanovØtsØ (1/2)F_{λ,ν,σ}f i (1/2)F_{1−n−λ,ν,2−n−σ}h. Sledova- tel~no, my poluqaem ⟨f, h⟩_Ω = ∞∫ −∞ 1 2 ω(σ)⟨F_{λ,ν,σ}f, F_{1−n−λ,ν,2−n−σ}h⟩_S | | |_{σ=(2−n)/2+iρ}dρ. (7.1) Teper~, ispol~zuØ sootnoxenie (6.4), my perebrosim preobrazovanie Fur~e s h na f – kak preobrazovanie Puassona. My poluqim formulu, kotoraØ daet razloßenie funkcii f, rassmatrivaemoæ kak obobwennaØ funkciØ (iz D^′_ν (Ω)): f = ∞∫ −∞ 1 2 ω(σ)P_{λ,ν,2−n−σ}F_{λ,ν,σ}f | | |_{σ=(2−n)/2+iρ}dρ. (7.2)

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 119

Teper~ voz~mem funkcii f ∈ D_{1−n−λ,ν}(C) i h ∈ D_{1−n−λ,ν}(C). Togda dlØ λ ∈ I_0 obe funkcii f(x) i h(x) snova prinadleßat

L^2(L^+, dx). Voz~mem formu Berezina ot fftih funkciæ. V silu

teoremy 5.2 my moßem napisat~ razloßenie (5.1) fftoæ formy, kogda λ prinadleßit polose I^+_0 : (1 − n)/2 6 Re λ < (2 − n)/2. PerehodØ k f(u) i h(u), kak vyxe, my poluqaem razloßenie formy

(f, h)_{λ,ν} – poka ewe dlØ I^+_0 :

(f, h)_{λ,ν} = ∞∫ −∞ 1 4 ω(σ)Λ(λ, ν, σ)⟨F_{λ,ν,σ}f, F_{λ,ν,2−n−σ}h⟩_S | | |_{σ=(2−n)/2+iρ}dρ. (7.3) Seæqas my v sostoØnii dokazat~ (6.6). Voz~mem (7.1) s 1−n−λ vmesto λ dlØ funkciæ Q_{λ,ν}f i h. My poluqaem ⟨Q_{λ,ν}f, h⟩_Ω = ∞∫ −∞ 1 2 ω(σ)⟨F_{1−n−λ,ν,σ}Q_{λ,ν} f, F_{λ,ν,2−n−σ}h⟩_S | | σ=(2−n)/2+iρ dρ, (7.4) gde f i h prinadleßat D_ν (Ω) i λ ∈ I_0. SravnivaØ (7.3) s (7.4) i prinimaØ vo vnimanie (4.6), my poluqaem (6.6) snaqala dlØ I^+_0 , a zatem po analitiqnosti dlØ vseh vozmoßnyh λ.

Teper~ rasprostranim (7.3) na polosu I^−_0 : −n/2 < Re λ 6

(1 − n)/2. Pust~ λ prinadleßit fftoæ polose. Togda 1 − n − λ

prinadleßit I^+_0 . Napixem (7.3), zameniv λ na 1 − n − λ, dlØ pary

Q_{λ,ν}f i Q_{λ,ν}h. Ispol~zuØ (4.6), (4.5), (6.6) i (5.15), (5.16), my

poluqaem (7.3) dlØ I^−_0 . Takim obrazom, my imeem sledu¸wu¸ teoremu:

Teorema 7.1. Pust~ λ ∈ I0. Togda kanoniqeskoe predstavlenie

R_{λ,ν} razlagaetsØ v prØmoæ integral predstavleniæ nepreryvnoæ serii s kratnost~¸ odin. A imenno, sopostavim vsØkoæ funkcii f ∈ D_ν(Ω) sovokupnost~ ee komponent Fur~e {F_{λ,ν,σ}f} s σ = (2 − n)/2 + iρ. �to sootvetstvie G-ffkvivariantno. Imeet mesto formula obraweniØ, sm. (7.2), i razloßenie formy Berezina (f, h)_{λ,ν}, sm. (7.3).

Sluqaæ (B): λ ∈ I_{k+1}, k ∈ N.

Prodolßim (7.2) analitiqeski po λ iz polosy I_0 napravo – v polosu I_{k+1}. Zdes~ dopolnitel~nye slagaemye da¸t pol¸sy

120 V. F. MOLQANOV

preobrazovaniØ Puassona. My poluqaem f = ∞∫ −∞ + k∑ m=0, m≡ν π_{λ,m}(f), (7.5) gde integral oznaqaet pravu¸ qast~ (7.2) i π_{λ,m} = (−1)^m m! j(2 − n − λ + m)^{−1} · ξ_{λ,m} ∘ F_{λ,ν,2−n−λ+m}. (7.6) Analogiqno analitiqeskoe prodolßenie (7.3) daet (zdes~ dopolnitel~nye slagaemye proishodØt iz pol¸sov Λ, oni ße – pol¸sy P_{λ,ν,σ}) (f, h)_{λ,ν} = ∞∫ −∞ + k∑ m=0, mȷν 1 4 M (λ, m)⟨F_{λ,ν,λ−m}f, F_{λ,ν,2−n−λ+m}h⟩_S , (7.7) gde integral oznaqaet pravu¸ qast~ (7.3).

Operatory (7.6) s m 6 k moßno rasprostranit~ na Σ^k_ν(Ω), poskol~ku preobrazovanie Fur~e F_{λ,ν,2−n−λ+m}, vhodØwee v π_{λ,m}, uße rasprostraneno, sm. § 6. Takim obrazom, operatory π_{λ,m} s

m 6 k opredeleny na prostranstve

D^k_ν (Ω) = D_ν (Ω) + Σ^k_ν(Ω).

Razloßenie (7.7) takße moßno rasprostranit~ na ffto prostranstvo. V qastnosti, dlØ obobwennyh funkciæ iz Σ^k_ν(Ω) integraly v (7.5) i (7.7) isqeza¸t.

Oboznaqim qerez V_{λ,m} obraz operatora ξ_{λ,m} (ili π_{λ,m}).

Teorema 7.2. Operatory πλ,m, m 6 k, deæstvu¸wie na prostran-

stve D^k_ν (Ω), ØvlØ¸tsØ proektorami na prostranstva V_{λ,m}, t.e. ime¸t mesto sootnoxeniØ π_{λ,m}π_{λ,m} = π_{λ,m}, (7.8) π_{λ,m}π_{λ,r} = 0, r ≠ m. (7.9) Krome togo, ime¸t mesto “sootnoxeniØ ortogonal~nosti”: (π_{λ,m}(f), π_{λ,m}(h))_{λ,ν} = 1 4 M (λ, m)⟨F_{λ,ν,λ−m}f, F_{λ,ν,2−n−λ+m}h⟩_S , (7.10) (π_{λ,m}(f), π_{λ,r}(h))_{λ,ν} = 0, r ≠ m. (7.11)

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 121

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (7.8) i (7.9) proverØ¸tsØ s is-

pol~zovaniem teoremy 6.4. Dokaßem (7.10) i (7.11). Po (7.6) i (6.3) my imeem Q_{λ,ν}π_{λ,m}f = 1 2 M (λ, m)P_{1−n−λ,ν,λ−m}F_{λ,ν,2−n−λ+m}f. PrimenØØ (6.8), my poluqaem (π_{λ,m}(f), π_{λ,r}(h))_{λ,ν} = 1 4 M (λ, m)j(2 − n − λ + r)^{−1}× ×⟨b_{1−n−λ,r}P_{1−n−λ,ν,λ−m}F_{λ,ν,2−n−λ+m}f, F_{λ,ν,2−n−λ+r} h⟩_S . Po teoreme 6.2 ffto vyraßenie ravno nul¸ dlØ r ≠ m i ravno pravoæ qasti (7.10) dlØ r = m v silu (6.5). �

My vidim, qto razloßenie (7.7) – ffto “teorema Pifagora” dlØ razloßeniØ (7.5). Takim obrazom, v sluqae (B) my imeem sledu¸wu¸ teoremu:

Teorema 7.3. Pust~ λ ∈ Ik+1, k ∈ N. Togda prostranstvo Dν (Ω)

nußno dopolnit~ do prostranstva D^k_ν (Ω). Na poslednem prostranstve predstavlenie R_{λ,ν} raspadaetsØ v summu dvuh slagaemyh: pervoe razlagaetsØ kak predstavlenie R_{λ,ν} v sluqae (A), vtoroe razlagaetsØ v prØmu¸ summu neprivodimyh predstavleniæ T_{2−n−λ+m} s m = 0, 1, . . . , k, m ≡ ν. A imenno, sopostavim vsØkoæ funkcii f iz D^k_ν (Ω) sovokupnost~ {F_{λ,ν,σ}f, π_{λ,ν,m}(f)}, gde σ = (2 − n)/2 + iρ i m = 0, 1, . . . , k, m ≡ ν. �to sootvetstvie Gffkvivariantno. FunkciØ f vosstanavlivaetsØ s pomow~¸ formuly obraweniØ (7.5). Krome togo, imeet mesto “formula PlanxerelØ” (7.7) dlØ formy Berezina.

DlØ −n/2 < λ < 0 teoremy 7.3 i 7.1 da¸t razloßenie unitarnyh kanoniqeskih predstavleniæ, sm. §5.

Sluqaæ (C): λ ∈ I_{−k−1}, k ∈ N.

Prodolßim (7.2) analitiqeski po λ iz polosy I_0 nalevo – v polosu I_{−k−1}. Zdes~ lini¸ integrirovaniØ Re σ = (2 − n)/2 pereseka¸t pol¸sy σ = 1 − n − λ − m, σ = λ + 1 + m, m 6 k, m ≡ ν, (7.12)

122 V. F. MOLQANOV

podyntegal~noæ funkcii (ffto pol¸sy preobrazovaniØ Fur~e

F_{λ,ν,σ}) i da¸t dopolnitel~nye slagaemye. My poluqaem f = ∞∫ −∞ + k∑ m=0, m≡ν Π_{λ,m}(f), (7.13)

gde integral oznaqaet pravu¸ qast~ (7.2) i Π_{λ,m} = j(λ + 1 + m)^{−1}P_{λ,ν,λ+1+m} ∘ b_{λ,m}. Teper~ prodolßim (7.3). Zdes~ pol¸sy (7.12) okazyva¸tsØ pol¸sami oboih preobrazovaniæ Fur~e. K sqast~¸, funkciØ Λ kak funkciØ ot σ imeet nuli (pervogo porØdka) v pol¸sah preobrazovaniØ Fur~e. Sledovatel~no, pol¸sy (7.12) podyntegral~noæ funkcii ØvlØ¸tsØ prostymi. Posle prodolßeniØ my poluqaem (f, h)_{λ,ν} = ∞∫ −∞ + k∑ m=0, m≡ν N (λ, m)⟨A_{1−n−λ−m}b_{λ,m}f, b_{λ,m}h⟩_S , (7.14) gde integral oznaqaet pravu¸ qast~ (7.3) i N (λ, m) = 1 2 (−1)^mm! j(λ + 1 + m)^{−1} T (λ, m), (7.15)

T (λ, m) zadaetsØ formuloæ (6.17).

Oboznaqim qerez P_{λ,m} obraz prostranstva D_ν(Ω) pod deæstviem preobrazovaniØ Π_{λ,m}. Operatory Π_{λ,m} s m 6 k moßno rasprostranit~ na prostranstvo T^k_ν (Ω), poskol~ku operatory b_{λ,m}

s m 6 k opredeleny na fftom prostranstve. V qastnosti, moßno

primenit~ Π_{λ,m} k P_{λ,r}, r 6 k, i my vprave rassmatrivat~ proizvedeniØ Π_{λ,m}Π_{λ,r}, gde m, r 6 k.

Teorema 7.4. Operatory Πλ,m, m 6 k, ØvlØ¸tsØ proektorami na

P_{λ,m}, a imenno, ime¸t mesto sootnoxeniØ

Π_{λ,m}Π_{λ,m} = Π_{λ,m}, (7.16)

Π_{λ,m}Π_{λ,r} = 0, r ≠ m. (7.17)

Krome togo, ime¸t mesto “sootnoxeniØ ortogonal~nosti”: (Π_{λ,m}(f), Π_{λ,m}(h))_{λ,ν} = N (λ, m)⟨A_{1−n−λ−m}b_{λ,m}(f), b_{λ,m}(h)⟩_S , (7.18)

(Π_{λ,m}(f), Π_{λ,r}(h))_{λ,ν} = 0, r ≠ m, (7.19)

KANONIQESKIE PREDSTAVLENI˚ 123

gde m ≡ ν, a N (λ, m) daetsØ formuloæ (7.15).

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (7.16), (7.17) proverØ¸tsØ s po-

mow~¸ (6.13) i (6.15). SootnoxeniØ (7.18), (7.19) proverØ¸tsØ s pomow~¸ (6.16), (6.8), (6.13) i (6.15). �

Formuly (7.18), (7.19) pokazyva¸t, qto (7.14) est~ “teorema Pifagora” dlØ razloßeniØ (7.13). Takim obrazom, v sluqae (C) my imeem sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 7.5. Pust~ λ ∈ I−k−1, k ∈ N. Togda predstavlenie Rλ,ν,

rassmatrivaemoe na prostranstve T^k_ν (Ω), raspadaetsØ v summu dvuh slagaemyh. Pervoe deæstvuet na podprostranstve funkciæ, dlØ kotoryh ih kofffficienty Teælora a_m(f) ravny nul¸ dlØ m 6 k, i razlagaetsØ kak predstavlenie R_{λ,ν} v sluqae (A), vtoroe razlagaetsØ v prØmu¸ summu neprivodimyh predstavleniæ T_{1−n−λ−m},

m 6 k, m ≡ ν, deæstvu¸wih na summe prostranstv Pλ,m. Imeet

mesto formula obraweniØ, sm. (7.13), i “formula PlanxerelØ” dlØ formy Berezina, sm. (7.14).

Literatura

1. G. Beætmen, A. �rdeæi, Vysxie transcendentnye funkcii. GipergeometriqeskaØ funkciØ, funkcii Leßandra. Nauka, M. (1965).

2. G. Beætmen, A. �rdeæi, Tablicy integral~nyh preobrazovaniæ, t. II. Nauka, M. (1970).

3. F. A. Berezin, Kvantovanie v kompleksnyh simmetriqeskih prostranstvah. — Izv. Akad. Nauk SSSR, ser. matem. 39, No. 2 (1975), 363–402.

4. A. M. Verxik, I. M. Gel~fand, M. I. Graev, PredstavleniØ gruppy SL(2, R), gde R – kol~co funkciæ. — Uspehi matem. nauk 28, No. 5 (1973), 83–128.

5. N. ˚. Vilenkin, Special~nye funkcii i teoriØ predstavleniæ grupp. Nauka, M. (1965).

6. L. I. Groxeva, Kanoniqeskie i graniqnye predstavleniØ na prostranstve Lobaqevskogo. — Vestnik Tambovskogo un-ta 9, No. 3 (2004), 306– 311.

7. V. F. Molqanov, Garmoniqeskiæ analiz na odnorodnyh prostranstvah. — V sb.: Itogi nauki i tehn. Sovr. probl. matem. Fundam. napr., VINITI 59 (1990), ss. 5–144.

8. G. van Dijk, S. Hille, Canonical representations related to hyperbolic spaces. — J.

Funct. Anal. 147 (1997), 109–139.

9. V. F. Molchanov, Quantization on para-Hermitian symmetric spaces. — Amer.

Math. Soc. Transl., Ser. 2 (1996), vol. 175 (Adv. in Math. Sci.–31), 81–95.

10. V. F. Molchanov, Canonical and boundary representations on a hyperboloid of one sheet. — Acta Appl. Math. 81, Nos. 1–3 (2004), 191–204.

124 V. F. MOLQANOV 11. V. F. Molchanov, Canonical representations on the two-sheeted hyperboloid. —

Indag. Math. 16, Nos. 3–4 (2005), 609–630.

12. V. F. Molchanov, L. I. Grosheva, Canonical and boundary representations on the Lobachevsky plane. — Acta Appl. Math. 79, Nos. 1, 2 (2003), 59–77.

Molchanov V. F. Canonical representations on two-sheeted hyperboloids.

The two-sheeted hyperboloid L in R^n can be identified with the unit sphere Ω in R^n without the equator. Canonical representations of the group G = SO_0(n − 1, 1) on L are defined as the restrictions to G of the representations of the overgroup ~G = SO_0(n, 1) associated with a cone. They act on functions and distributions on the sphere Ω. We decompose these canonical representations into irreducible constituents and decompose the Berezin form.

Postupilo 17 maØ 2006 g. Tambovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. G. R. Derßavina E-mail: molchano@molchano.tstu.ru