Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 331, 2006 g.

P. N. Mnev O SIMPLICIAL^NO` SUPER-BF MODELI

DannaØ zametka ØvlØetsØ vvedeniem k rezul~tatam, kasa¸- wimsØ simplicial~noæ super-BF modeli, poluqennym avtorom v ramkah raboty nad programmoæ, predloßennoæ A. Losevym. �ti rezul~taty, takße kak i bolee podrobnye raz¨ØsneniØ, budut opublikovany v otdel~noæ stat~e. My rassmatrivaem ih kak xag v napravlenii razrexeniØ zadaqi postroeniØ kombinatornoæ teorii Qerna–Saæmonsa, postavlennoæ M. At~eæ v [1]. Takße my propagandiruem algebraiqeskiæ vzglØd na simplicial~- nu¸ super-BF model~ kak na deformaci¸ algebry de Rama na mnogoobrazii v (ewe trebu¸weæ strogogo opredeleniØ) kategorii “kvantovyh L_∞-algebr”.

BF model~ ØvlØetsØ izvestnoæ model~¸ topologiqeskoæ kvantovoæ teorii polØ, uprowennoæ versieæ teorii Qerna–Saæmonsa. DlØ kalibrovoqnoæ gruppy Li G (sootvetstvu¸wu¸ algebru Li oboznaqim g) i mnogoobraziØ M razmernosti D deæstvie BF modeli est~

S_M (A, B) = tr ∫ M B ∧ (dA + A ∧ A), (1) gde A – 1-forma so znaqeniØmi v g (toqnee, svØznost~ v glavnom G-rassloenii na M ) i B — (D − 2)-forma so znaqeniØmi v g. Termin “BF model~” proishodit ot standartnogo oboznaqeniØ

F = dA + A ∧ A dlØ krivizny A, pri fftom deæstvie zapisyvaetsØ

kak tr ∫ B ∧ F . Nas interesuet variant fftoæ modeli, gde B i A zameneny na superpolØ. Imenno, my naznaqaem A i B neodnorodnymi differencial~nymi formami so znaqeniØmi v g:

A = A^0 + · · · + A^D, B = B^0 + · · · + B^D ,

gde A^j — j-formy so znaqeniØmi v g i B^j — (D − j)-formy so znaqeniØmi v g. Takße my pripisyvaem im vnutrennie (“duhovye”) qetnosti takim obrazom, qtoby polnaØ qetnost~ dlØ A 84

O SIMPLICIAL^NO` SUPER–BF MODELI 85 byla ravna 1, a polnaØ qetnost~ dlØ B byla ravna D (polnaØ qetnost~ opredelØetsØ kak summa vnutrenneæ qetnosti i stepeni differencial~noæ formy po modul¸ 2). Deæstvie snova daetsØ formuloæ (1), gde A i B uße superpolØ. �ta model~ obladaet vaßnym svoæstvom: prostranstvo poleæ imeet strukturu mnogoobraziØ Batalina–Vilkovyskogo, priqem A^j i B^j ØvlØ¸tsØ kanoniqeski soprØßennymi koordinatami na nem, i deæstvie (1) udovletvorØet kvantovomu master-uravneni¸

Δ_{BV}e^{1~ S(A,B)} = 0, (2)

gde Δ_{BV} — neqetnyæ laplasian

Δ_{BV} = D∑ j=0 ∂ ∂A^j ∂ ∂B^j . Deæstvie (1) moßno rassmatrivat~ kak proizvodØwu¸ funkci¸ dlØ strukturnyh konstant differenciala i skobki Li v differencial~noæ graduirovannoæ algebre Li (DGLA) g⊗Ω(M ), gde Ω(M ) — algebra de Rama na M . Master-uravnenie (2) ØvlØetsØ proizvodØwim sootnoxeniem dlØ treh osnovnyh sootnoxeniæ v DGLA: toßdestva d^2 = 0, toßdestva Leæbnica i toßdestva ˚kobi.

Pust~ teper~ T — nekotoraØ triangulØciØ mnogoobraziØ M . My moßem predstavit~ Ω(M ) v vide summy dvuh podkompleksov:

Ω(M ) = Ω_{IR}(M, T ) ⊕ Ω_{UV}(M, T ). (3)

To est~ differencial~nye formy na M razbiva¸tsØ v summu “infrakrasnoæ” i “ul~trafioletovoæ” qasteæ. Ul~trafioletovye formy opredelØ¸tsØ kak takie formy, integral ot kotoryh po l¸bomu simpleksu T raven nul¸. Infrakrasnye formy ØvlØ- ¸tsØ special~nymi kusoqno-lineænymi formami, skonstruirovannymi iz fflementarnyh form Uitni na simpleksah T . InfrakrasnaØ forma odnoznaqno zadaetsØ naborom znaqeniæ ee integrala po vsem simpleksam T . Takim obrazom, kompleks Ω_{IR}(M, T ) izomorfen kompleksu kletoqnyh kocepeæ na T .

Razbienie (3) induciruet razbienie poleæ A: A = A_{IR} + A_{UV}, i dvoæstvennoe razbienie poleæ B: B = B_{IR} + B_{UV}. Infrakrasnye polØ A_{IR} moßno rassmatrivat~ kak kletoqnye kocepi na T

86 P. N. MNEV so znaqeniØmi v g, a polØ B_{IR} — kak kletoqnye cepi na T so znaqeniØmi v g, priqem i cepØm, i kocepØm pripisana opredelennaØ vnutrennØØ qetnost~.

Simplicial~naØ super-BF model~ opredelØetsØ kak ffffektivnaØ teoriØ na triangulØcii T , s polØmi A_{IR} i B_{IR}, priqem po ul~trafioletovym stepenØm svobody vzØt integral. Imenno, deæstvie S_{M,T} (A_{IR}, B_{IR}; ~) simplicial~noæ super-BF modeli opredeleno sledu¸wim funkcional~nym integralom: exp ( 1 ~^{SM,T (AIR, BIR;} ~^) )

= ∫ L DA_{UV} DB_{UV} exp ( 1 ~^{SM (AIR + AUV, BIR + BUV)} ) , (4)

gde L — nekotoroe lagranßevo podmnogoobrazie v prostranstve ul~trafioletovyh poleæ, vypolnØ¸wee rol~ fiksacii kalibrovki v formalizme Batalina–Vilkovyskogo.

Integral (4) moßno vyqislØt~ perturbativno v okrestnosti toqki stacionarnoæ fazy A_{UV} = B_{UV} = 0. Pri fftom dlØ (4) imeem

S_{M,T} (A_{IR}, B_{IR}; ~) = S^0_{M,T} (A_{IR}, B_{IR}) + ~ S^1_{M,T} (A_{IR}), gde S^0_{M,T} (A_{IR}, B_{IR}) =< B_{IR}, ∞∑ k=1 l_k(A_{IR}) > i S^1_{M,T} (A_{IR}) = ∞∑ k=2 q_k(A_{IR}).

Zdes~ < •, • > — sußenie sparivaniØ tr ∫ M (• ∧ •) dlØ gladkih

form; l_k i q_k ime¸t stepen~ k po A_{IR}. VyraßeniØ dlØ l_k i q_k mogut byt~ poluqeny s pomow~¸ feænmanovskoæ diagrammnoæ tehniki kak znaqeniØ drevesnyh i odnopetlevyh diagramm dlØ (4) sootvetstvenno.

Soglasno izvestnoæ teoreme iz formalizma Batalina–Vilkovyskogo, inducirovannoe deæstvie S_{M,T} (A_{IR}, B_{IR}; ~) obØzano udovletvorØt~ kvantovomu master-uravneni¸. V qastnosti,

S^0_{M,T} (A_{IR}, B_{IR}) udovletvorØet klassiqeskomu master-uravneni¸.

O SIMPLICIAL^NO` SUPER–BF MODELI 87 Ots¸da moßno pokazat~, qto S^0_{M,T} ØvlØetsØ proizvodØweæ funkcieæ dlØ operaciæ L_∞-algebry na g ⊗ Ω_{IR}(M, T ) (ili, drugimi slovami, na komplekse kletoqnyh kocepeæ na T so znaqeniØmi v g). Kvadratiqnye sootnoxeniØ na L_∞-operacii sledu¸t iz klassiqeskogo master-uravneniØ

{S^0_{M,T} , S^0_{M,T} }_{BV} = 0

(gde {•, •}_{BV} oznaqaet anti-skobku Batalina–Vilkovyskogo). �to postroenie oqen~ pohoße na postroenie iz [2], s toæ razniceæ, qto v naxem sluqae L_∞-struktura induciruetsØ ne na kasatel~nom prostranstve ko vsemu prostranstvu poleæ, a tol~- ko na kasatel~nom prostranstve k polØm A_{IR}.

Takim obrazom, pro integral (4) moßno dumat~ dvumØ sposobami: s fiziqeskoæ toqki zreniØ, on opredelØet ffffektivnoe deæstvie dlØ super-BF modeli v smysle Vil~sona. S algebraiqeskoæ toqki zreniØ, on opredelØet L_∞-deformaci¸ differencial~noæ graduirovannoæ algebry Li differencial~nyh form na M so znaqeniØmi v g. TriangulØciØ T zdes~ slußit parametrom deformacii. OdnopetlevaØ qast~ inducirovannogo deæstviØ S^1_{M,T} zadaet nekotoru¸ dopolnitel~nu¸ strukturu na fftoæ L_∞-algebre kletoqnyh kocepeæ na T so znaqeniØmi v g: ona ØvlØetsØ proizvodØweæ funkcieæ dlØ posledovatel~nosti “kvantovyh operaciæ” (g ⊗ Ω_{IR}(M, T ))^{⊗k} → R dlØ k = 2, 3, . . .. �ti kvantovye operacii udovletvorØ¸t naboru kvadratiqnyh uravneniæ, svØzyva¸wih ih s L_∞-operaciØmi (“klassiqeskimi operaciØmi”). ProizvodØwim sootnoxeniem dlØ fftogo nabora kvadratiqnyh sootnoxeniæ ØvlØetsØ neklassiqeskaØ qast~ masteruravneniØ

Δ_{BV}S^0_{M,T} + {S^0_{M,T} , S^1_{M,T} }_{BV} = 0.

Vozmoßno, ffta algebraiqeskaØ struktura na g ⊗ Ω_{IR}(M, T ) moßet byt~ ponØta kak algebra nad nekotorym rasxireniem operady

L_∞.

Integral (4) moßet byt~ vyqislen v obwem sluqae, esli rexit~ zadaqu dlØ qastnogo sluqaØ, kogda M — simpleks razmernosti D i T — trivial~naØ triangulØciØ, sostoØwaØ iz samogo M i ego graneæ vseh razmernosteæ. Togda inducirovannoe deæstvie S_{M,T} dlØ obwih M i T moßet byt~ postroeno iz deæstviæ na simpleksah T . OkazyvaetsØ, qto v sluqae D = 1 zadaqa

88 P. N. MNEV imeet Øvnoe toqnoe rexenie. Priqina v tom, qto na lagranßevom podmnogoobrazii L integral (4) okazyvaetsØ v fftom sluqae gaussovym. Sluqaæ D > 1 namnogo bolee truden. Nam udalos~ vyqislit~ nekotorye feænmanovskie diagrammy dlØ D > 1 (tem samym, my opredelili otrezok tffælorovskogo razloßeniØ S_{M,T} po A_{IR}, ili, drugimi slovami, naxli nekotorye klassiqeskie i kvantovye operacii).

KonstrukciØ deæstviØ simplicial~noæ super-BF modeli na triangulØcii po deæstviØm na otdel~nyh simpleksah moßet byt~ ispol~zovana, qtoby opredelit~ super-BF model~ na l¸- bom poliffdre, a ne tol~ko na gladkih mnogoobraziØh.

S toqki zreniØ teorii polØ, simplicial~naØ super-BF model~ ØvlØetsØ “horoxeæ” rexetoqnoæ regulØrizacieæ nepreryvnoæ topologiqeskoæ teorii polØ, sohranØ¸weæ ee osnovnye svoæstva.

Kogomologiqeskie operacii na M moßno poluqit~ iz super- BF modeli sledu¸wim sposobom. Nußno vvesti kaku¸-nibud~ metriku na M . Togda est~ razloßenie Hodßa differencial~- nyh form na garmoniqesku¸, d-toqnu¸ i d^∗-toqnu¸ qasti. I togda my moßem ispol~zovat~ integral tipa (4), qtoby opredelit~ ffffektivnoe deæstvie super-BF modeli na garmoniqeskih formah (teper~ prostranstvo garmoniqeskih form igraet rol~ Ω_{IR}(M, T ), a prostranstvo d- i d^∗-toqnyh form — rol~

Ω_{UV}(M, T )). DrevesnaØ qast~ fftogo ffffektivnogo deæstviØ ØvlØ-

etsØ proizvodØweæ funkcieæ dlØ operaciæ Massi na kogomologiØh H^∗(M ), a odnopetlevaØ qast~ — dlØ “kvantovyh operaciæ” na kogomologiØh.

S drugoæ storony, moßno poluqit~ kogomologiqeskie operacii iz simplicial~noæ super-BF modeli na triangulØcii T mnogoobraziØ M . DlØ fftoæ celi my ispol~zuem simplicial~- nye d- i d^∗-operatory, qtoby opredelit~ razloßenie Hodßa dlØ

Ω_{IR}(M, T ), i induciruem ffffektivnoe deæstvie na infrakrasnyh

garmoniqeskih formah, snova s pomow~¸ integrala tipa (4). Odnako, teper~ prostranstvo, po kotoromu my integriruem, koneqnomerno. Takim obrazom, my poluqaem opredelenie proizvodØweæ funkcii dlØ kogomologiqeskih operaciæ (Massi i kvantovyh) v terminah koneqnomernogo integrala.

Pafos zdes~ v tom, qto vyqislenie deæstviØ simplicial~- noæ super-BF modeli na odnom simlekse kaßdoæ razmernosti (s

O SIMPLICIAL^NO` SUPER–BF MODELI 89 trivial~noæ triangulØcieæ), ØvlØØs~ vyqisleniem konkretnogo funkcional~nogo integrala, v nekotorom smysle universal~no: ono opredelØet deæstvie simplicial~noæ super-BF modeli S_{M,T} dlØ l¸byh M i T . I takim obrazom ono svodit zadaqu vyqisleniØ kogomologiqeskih operaciæ na l¸bom mnogoobrazii M k zadaqe vyqisleniØ koneqnomernogo integrala ot ffksponenty deæstviØ simplicial~noæ super-BF modeli na nekotoroæ triangulØcii mnogoobraziØ M .

Vopros, sovpada¸t li kogomologiqeskie operacii, inducirovannye iz S_{M,T} dlØ razliqnyh triangulØciæ T odnogo i togo ße mnogoobraziØ M , i sovpada¸t li oni s operaciØmi, inducirovannymi iz deæstviØ nepreryvnoæ teorii S_M , ØvlØetsØ gluboko netrivial~nym. On tesno svØzan s voprosom o perenormirovke v super-BF modeli. V toqno rexaemom sluqae D = 1 moßno pokazat~, qto perenormirovka otsutstvuet. DlØ D > 1 predpoloßitel~no perenormiruetsØ odnopetlevaØ qast~ deæstviØ. Naliqie perenormirovki usloßnØet vopros, v kakom smysle kvantovye kogomologiqeskie operacii da¸t topologiqeskie invarianty M .

Moßno takße izuqat~ vakuumnye oßidaniØ proizvedeniæ vil~sonovskih petel~ v super-BF modeli, da¸wie nekotorye invarianty zacepleniæ na mnogoobrazii M . Simplicial~naØ versiØ super-BF modeli dolßna davat~ vyraßeniØ dlØ fftih invariantov v terminah koneqnomernyh integralov, zavisØwih ot triangulØcii T na M .

Naibolee vaßnye tehniqeskie rezul~taty, ime¸wiesØ na nastoØwiæ moment, vkl¸qa¸t rexenie odnomernogo sluqaØ, perturbativnye otvety dlØ deæstviØ simplicial~noæ super-BF modeli v starxih razmernostØh i nekotorye (perturbativnye) otvety dlØ perenormirovki simplicial~noæ super-BF modeli pri baricentriqeskom podrazbienii triangulØcii.

Literatura

1. M. Atiyah, The Geometry and Physics of Knots. Cambridge Univ. Press, Cam-

bridge (1990).

2. M. Aleksandrov, M. Kontsevich, A. Schwarz and O. Zaboronsky, The geome-

try of the master equation and topological quantum field theory; arXiv: hep-

th/9502010.

Mnev P. N. On the simplicial super-BF model.

This note is a brief introduction to the results on the simplicial super- BF model obtained by the author in the framework of the program pro-

90 P. N. MNEV posed by A. Losev. These results and more comprehensive explanations will be published elsewhere. We regard them as a step toward solving the problem of constructing combinatorial Chern–Simons theory, proposed by M. Atiyah. We also advertise the algebraic view on the simplicial super-BF model as a deformation of the de Rham algebra on a manifold in the (yet to be defined) category of “quantum L_∞-algebras.”

Postupilo 27 i¸nØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: pmnev@pdmi.ras.ru