Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 331, 2006 g.

G. L. Litvinov, G. B. Xpiz

TEOREMY O ˚DRE I ˚DERNOST^ V IDEMPOTENTNO` MATEMATIKE. ALGEBRAIQESKI` PODHOD

Svetloæ pamØti F. A. Berezina posvØwaetsØ

Vvedenie

IdempotentnaØ matematika osnovana na zamene qislovyh poleæ idempotentnymi polupolØmi i polukol~cami. Drugimi slovami, obyqnye arifmetiqeskie operacii zamenØ¸tsØ novym naborom osnovnyh associativnyh operaciæ (novoe sloßenie ⊕ i novoe umnoßenie ⊙), priqem vypolneny vse aksiomy polupolØ ili polukol~ca i novoe sloßenie idempotentno, t.e. x ⊕ x = x dlØ l¸bogo fflementa x iz polukol~ca, sm., naprimer, [1–10]. Tipiqnym primerom ØvlØetsØ polupole R_{max} = R ⋃ {−∞}, iz- vestnoe kak algebra Max-Plus. �to polupole sostoit iz vseh vewestvennyh qisel i prisoedinennogo fflementa 0 = −∞, kotoryæ ØvlØetsØ nulem v R_{max}, a operacii opredeleny formulami x ⊕ y = max{x, y} i x ⊙ y = x + y. Ediniqnyæ fflement 1 sovpadaet s obyqnym nulem. Analogiqno opredelØetsØ polupo-

le Rmin = R^⋃{+∞}, sostoØwee iz vseh vewestvennyh qisel i

simvola 0 = +∞ i nadelennoe operaciØmi ⊕ = min i ⊙ = +. RazumeetsØ, polupolØ R_{max} i R_{min} izomorfny. Mnogoqislennye netrivial~nye primery idempotentnyh polukolec i polupoleæ moßno naæti, naprimer, v [3–10].

LineænaØ algebra nad idempotentnymi polukol~cami postroena v rabotah mnogih avtorov, naqinaØ s S. K. Klini (S. C. Kleene), N. N. Vorob~eva, B. A. Karre (B. A. Carré), R. A. Kaninghem-Grina (R. A. Cuningham-Green) i dr. Osnovy idempotentnogo analiza i funkcional~nogo analiza postroeny v rabotah V. P. Maslova i ego sotrudnikov, sm., naprimer, [1–14]; v qastnosti, vaßnye rezul~taty i priloßeniØ idempotentnogo

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant 05-01-00824. 60

TEOREMY O ˚DRE 61

analiza poluqeny V. N. Kolokol~covym (sm., naprimer, [3–6, 9, 13–15]). Suwestvennoe razvitie fftih ideæ prinadleßit francuzskim matematikam M. Akian (M. Akian), G. Koffnu (G. Cohen), S. Goberu (S. Gaubert), ȷ.-P. Kvadra (J.-P. Quadrat) i dr., sm., naprimer, [9, 15, 16] i obzor [10]. Zameqatel~naØ rabota O. Viro [17] poloßila naqalo idempotentnoæ geometrii, kotoru¸ seæqas prinØto nazyvat~ tropiqeskoæ geometrieæ. �tot predmet oqen~ populØren, i znaqitel~nyæ vklad v ego razvitie vnesli mnogie avtory (M. Konceviq, G. Mihalkin, M. Kapranov, I. Itenberg, V. Harlamov, B. Xturmfel~s (B. Sturmfels), E. Xustin i dr.). V dal~neæxem poØvilis~ i drugie razdely idempotentnoæ matematiki, naprimer, idempotentnyæ interval~nyæ analiz [18, 19]. Po povodu dal~neæxego razvitiØ predmeta i ego istorii sm., naprimer, obzor [10].

Matematika nad idempotentnymi polukol~cami moßet rassmatrivat~sØ kak rezul~tat dekvantovaniØ tradicionnoæ matematiki nad polØmi i ee svoeobraznaØ “ten~”. �ta “ten~” sootnositsØ s tradicionnoæ matematikoæ tak ße, kak klassiqeskaØ fizika sootnositsØ s kvantovoæ teorieæ (podrobnosti sm. v [7, 8, 10]). ImeetsØ ffvristiqeskoe sootvetstvie (v duhe principa sootvetstviØ N. Bora v kvantovoæ teorii) meßdu vaßnymi, poleznymi i interesnymi konstrukciØmi i rezul~tatami tradicionnoæ matematiki nad polØmi i analogiqnymi konstrukciØmi i rezul~tatami nad idempotentnymi polupolØmi i polukol~cami [7]. Pri fftom “idempotentnyæ” rezul~tat qasto ØvlØetsØ bolee prostym, qem ego tradicionnyæ proobraz.

Cel~ stat~i sostoit v opisanii idempotentnyh analogov klassiqeskih teorem o Ødre, prinadleßawih L. Xvarcu [20] i A. Grotendiku (sm., naprimer, [21, 22]). Inaqe govorØ, opisyva- ¸tsØ usloviØ, pri kotoryh v idempotentnom analize lineænye operatory dopuska¸t integral~nye predstavleniØ (v terminah idempotentnogo integrala V. P. Maslova). Krome togo, opredelØetsØ ponØtie Ødernogo idempotentnogo polumodulØ, analogiqnoe ponØti¸ Ødernogo prostranstva v tradicionnom analize (sm., naprimer, [21, 22]), i daetsØ dovol~no Øvnoe opisanie vseh polumoduleæ funkciæ, dlØ kotoryh spravedliva teorema o Ødre. Ispol~zuetsØ algebraiqeskiæ podhod k idempotentnomu analizu, pri kotorom topologiqeskie ponØtiØ i rezul~taty modeliru¸tsØ na algebraiqeskom urovne (v posledu¸wih rabotah

62 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

budet ispol~zovan i topologiqeskiæ podhod). Stat~Ø primykaet k ciklu rabot po idempotentnomu funkcional~nomu analizu [8, 11, 12], ispol~zu¸tsØ terminologiØ i oboznaqeniØ, vvedennye v fftih rabotah. Nekotorye iz privedennyh niße rezul~tatov ob idempotentnyh polumodulØh funkciæ zavisØt ot sposoba vloßeniØ polumodulØ v prostranstvo funkciæ; pri fftom inogda prihoditsØ rassmatrivat~ nelineænye (v smysle idempotentnoæ matematiki) otobraßeniØ i funkcionaly. Drugie rezul~taty invariantny otnositel~no podobnyh vloßeniæ i mogut byt~ perepisany v invariantnoæ forme.

DlØ nekotoryh konkretnyh idempotentnyh polumoduleæ, sostoØwih iz nepreryvnyh ili ograniqennyh funkciæ, teoremy o Ødre poluqeny v rabotah [1–5, 13, 23–25]. Predel~nym sluqaem teoremy o Ødre ØvlØetsØ rezul~tat ob integral~nom predstavlenii lineænyh funkcionalov; rezul~taty takogo roda privedeny v [1–6, 8, 12, 13, 23–30]. Obobwenie fftih rezul~tatov i ih unifikaciØ budut rassmotreny v otdel~noæ stat~e. V rabote [31] sformulirovana zadaqa ob opisanii razliqnyh podpolumoduleæ v idempotentnom polumodule ograniqennyh funkciæ so znaqeni- Ømi v R_{min}, dlØ kotoryh spravedliva teorema o Ødre, i sootvetstvu¸wih integral~nyh predstavleniæ lineænyh operatorov. V nastoØweæ rabote budet rassmotren ves~ma obwiæ sluqaæ polumoduleæ nad ograniqenno polnymi idempotentnymi polukol~cami. Nekotorye iz poluqennyh rezul~tatov moßno rassmatrivat~ kak razliqnye versii otveta na vopros, postavlennyæ v [31]. Osnovnye rezul~taty stat~i anonsirovany v [32].

1. Idempotentnye polumoduli

1.1. OboznaqeniØ i osnovnaØ terminologiØ. V nastoØweæ ra-

bote ispol~zu¸tsØ terminologiØ i oboznaqeniØ iz rabot [8, 11, 12]. Napomnim, qto idempotentnoæ polugruppoæ nazyvaetsØ additivnaØ polugruppa s kommutativnym sloßeniem ⊕, v kotoroæ dlØ l¸bogo fflementa x vypolneno sootnoxenie x ⊕ x = x. L¸- baØ idempotentnaØ polugruppa budet rassmatrivat~sØ kak uporØdoqennoe mnoßestvo otnositel~no standartnogo (qastiqnogo) porØdka: x 4 y togda i tol~ko togda, kogda x ⊕ y = y. Legko videt~, qto ffto opredelenie korrektno i x ⊕ y = sup{x, y}, t.e. l¸baØ idempotentnaØ polugruppa ØvlØetsØ verhneæ polurexet-

TEOREMY O ˚DRE 63

koæ^1 (sm., naprimer, [33]). DlØ proizvol~nogo podmnoßestva X idempotentnoæ polugruppy poloßim ⊕X = sup X i ∧X = inf X, pri uslovii qto sootvetstvu¸wie pravye qasti suwestvu¸t; v qastnosti, predpolagaetsØ, qto mnoßestvo X ograniqeno sverhu ili snizu sootvetstvenno. IdempotentnaØ polugruppa nazyvaetsØ b-polnoæ (ili ograniqenno polnoæ), esli l¸boe ee ograniqennoe sverhu podmnoßestvo (v tom qisle i pustoe) imeet toqnu¸ verhn¸¸ gran~. V qastnosti, l¸baØ b-polnaØ idempotentnaØ polugruppa soderßit nul~ (oboznaqaemyæ 0), sovpada¸wiæ

s ⊕?, gde ? – pustoe mnoßestvo. Takim obrazom, l¸boe nepu-

stoe podmnoßestvo v takoæ polugruppe ograniqeno snizu nulem 0. Gomomorfizm b-polnyh idempotentnyh polugrupp nazyvaetsØ

b-gomomorfizmom, esli g(⊕X) = ⊕g(X) dlØ l¸bogo ograniqen-

nogo sverhu podmnoßestva X. Idempotentnym polukol~com nazyvaetsØ idempotentnaØ polugruppa, snabßennaØ takim associativnym umnoßeniem ⊙ s ediniceæ (oboznaqaemoæ 1), qto vypolneny oba sootnoxeniØ distributivnosti. Idempotentnoe polukol~co nazyvaetsØ b-polnym, esli ono ØvlØetsØ b-polnoæ idempotentnoæ polugruppoæ i vypolneny “beskoneqnye” distributivnye zakony: k ⊙ ⊕X = ⊕(k ⊙ X) i (⊕X) ⊙ k = ⊕(X ⊙ k) pri l¸bom

k ∈ K i l¸bom ograniqennom podmnoßestve X v K.

Kommutativnoe idempotentnoe polukol~co nazyvaetsØ idempotentnym polupolem, esli l¸boæ ego nenulevoæ fflement obratim. Polupole ØvlØetsØ b-polnym idempotentnym polukol~com togda i tol~ko togda, kogda ono ØvlØetsØ b-polnoæ idempotentnoæ polugruppoæ [8]. Primerom b-polnogo polupolØ ØvlØtsØ algebra R_{max} (ili R_{min}), opisannaØ vo vvedenii. Drugim primerom ØvlØetsØ polupole Z_{max}, sostoØwee iz celoqislennyh fflementov polupolØ R_{max} i fflementa 0 = −∞, s operaciØmi, inducirovannymi iz R_{max}.

Esli k polupol¸ R_{max} dobavit~ fflement +∞ i doopredelit~ operacii ⊕ i ⊙ oqevidnym obrazom, my poluqim novoe idempotentnoe polukol~co (no ne polupole) ^R_{max} = R_{max} ∪{+∞}; analogiqno opredelØetsØ polukol~co ^Z_{max} = Z_{max} ∪ {+∞}. �ti polukol~ca ØvlØ¸tsØ ne tol~ko b-polnymi, no i polnymi kak qastiqno uporØdoqennye mnoßestva (otnositel~no standartnogo porØd-

1Napomnim, qto qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo V nazyvaetsØ verhneæ polurexetkoæ, esli dlØ l¸byh fflementov x, y iz V suwestvuet ih toqnaØ verhnØØ gran~ sup{x, y} v V .

64 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

ka 4), a perehod ot Rmax i Zmax k^^Rmax i^^Zmax ØvlØetsØ normal~-

nym popolneniem v smysle [33]. Kvadratnye matricy razmera

n × n s fflementami iz b-polnogo idempotentnogo polukol~ca K

obrazu¸t b-polnoe nekommutativnoe polukol~co Mat_n(K) otnositel~no operaciæ sloßeniØ i umnoßeniØ matric, poroßdennyh operaciØmi v K.

V dal~neæxem, esli protivnoe ne ogovoreno Øvno, budem vse polugruppy, polukol~ca, polupolØ i polumoduli sqitat~ idempotentnymi.

Idempotentnym polumodulem nad idempotentnym polukol~- com K nazyvaetsØ idempotentnaØ polugruppa V , v kotoroæ opredeleno takoe (levoe) umnoßenie ⊙ na fflementy iz K, qto dlØ l¸byh a, b ∈ K, x, y ∈ V vypolneny obyqnye sootnoxeniØ a⊙(b⊙x) = (a⊙b)⊙x, (a⊕b)⊙x = a⊙x⊕b⊙x, a⊙(x⊕y) = a⊙x⊕a⊙y, 0 ⊙ x = 0. Polumodul~ V nad b-polnym polukol~com K nazyvaetsØ b-polnym, esli on ØvlØetsØ b-polnoæ polugruppoæ i vypolneny beskoneqnye distributivnye zakony: k ⊙ ⊕X = ⊕(k ⊙ X) pri l¸bom k ∈ K i l¸bom ograniqennom podmnoßestve X ⊂ V , i (⊕Q) ⊙ v = ⊕(Q ⊙ v) pri l¸bom ograniqennom podmnoßestve

Q ⊂ K i l¸bom fflemente v ∈ V (sm. [8], opredelenie 4.3).

Gomomorfizm b-polnyh polumoduleæ g : V → W nazyvaetsØ

b-gomomorfizmom ili b-lineænym otobraßeniem (operatorom),

esli g(⊕X) = ⊕g(X) dlØ l¸bogo ograniqennogo podmnoßestva

X ⊂ V (bolee obwee opredelenie dlØ sluqaØ nepolnyh polumo-

duleæ sm. v [8]); pri fftom, razumeetsØ, g(a ⊙ x) = a ⊙ g(x) dlØ vseh a ∈ K, x ∈ V . Gomomorfizmy so znaqeniØmi v osnovnom polukol~ce K, rassmatrivaemom kak polumodul~ nad samim soboæ, nazyva¸tsØ lineænymi funkcionalami.

V idempotentnoæ matematike b-lineænye operatory i funkcionaly moßno rassmatrivat~ kak analogi tradicionnyh (polu)nepreryvnyh lineænyh operatorov i funkcionalov v klassiqeskom analize, sm. [8].

Pust~ V i W ØvlØ¸tsØ b-polnymi polumodulØmi nad b-polnym polukol~com K. Oboznaqim qerez L_b(V, W ) mnoßestvo vseh b-li-neænyh otobraßeniæ iz V v W . Netrudno proverit~, qto

L_b(V, W ) ØvlØetsØ idempotentnoæ polugruppoæ otnositel~no po-

toqeqnogo sloßeniØ operatorov; kompoziciØ (proizvedenie) b-lineænyh operatorov takße ØvlØetsØ b-lineænym operatorom, i mnoßestvo L_b(V, V ) ØvlØetsØ idempotentnym polukol~com ot-

TEOREMY O ˚DRE 65

nositel~no ukazannyh operaciæ, sm., naprimer, [8]. Sledu¸wee utverßdenie moßno traktovat~ kak versi¸ teoremy Banaha– Xteængauza v idempotentnom analize.

Predloßenie 1. Pust~ S – podmnoßestvo v Lb(V, W ) i dlØ l¸-

bogo fflementa v ∈ V mnoßestvo {g(v) | g ∈ S} ograniqeno v W ; takim obrazom, fflement f(v) = ⨁ g∈S g(v) suwestvuet v silu b-polnoty polumodulØ W . Togda otobraßenie v → f(v) ØvlØetsØ b-lineænym operatorom, t.e. soderßitsØ v L_b(V, W ), a podmnoßestvo S ograniqeno operatorom f.

Dokazatel~stvo. Legko proverit~, qto f ØvlØetsØ gomomorfiz-

mom V → W . DlØ l¸bogo ograniqennogo podmnoßestva V v W spravedlivy ravenstva f(⊕X) = ⨁ g∈S g(⊕X) = ⨁ g∈S ⨁ v∈X g(v) = ⨁ v∈X ⨁ g∈S g(v) = ⨁ v∈X f(v) = ⊕f(X), tak qto f ØvlØetsØ b-lineænym

operatorom, qto i trebovalos~. Po postroeni¸ f ØvlØetsØ toqnoæ verhneæ gran~¸ podmnoßestva S v L_b(V, W ). �

Sledstvie 1. Mnoßestvo Lb(V, W ) ØvlØetsØ b-polnoæ idempo-

tentnoæ polugruppoæ otnositel~no (idempotentnogo) potoqeqnogo sloßeniØ operatorov. Esli V = W , to L_b(V, V ) ØvlØetsØ b-polnym idempotentnym polukol~com otnositel~no operaciæ potoqeqnogo sloßeniØ i kompozicii operatorov.

Sledstvie 2. Podmnoßestvo S ograniqeno v Lb(V, W ) togda i

tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo fflementa v ∈ V mnoßestvo {g(v) | g ∈ S} ograniqeno v polumodule W .

Ukazannye sledstviØ legko vyvodØtsØ iz predloßeniØ 1 i osnovnyh opredeleniæ.

Podmnoßestvo idempotentnogo polumodulØ nazyvaetsØ podpolumodulem, esli ono zamknuto otnositel~no sloßeniØ i umnoßeniØ na kofffficienty. Podpolumodul~ b-polnogo polumodulØ nazyvaetsØ b-zamknutym, esli on zamknut otnositel~no summirovaniØ l¸byh ograniqennyh vo vsem polumodule podmnoßestv, i b-podpolumodulem, esli vloßenie ØvlØØetsØ b-gomomorfizmom. Legko videt~, qto l¸boæ b-zamknutyæ podpolumodul~ ØvlØetsØ b-podpolumodulem. Glavnoe svoæstvo b-podpolumoduleæ sostoit v tom, qto ograniqeniØ na nih b-lineænyh operatorov i funkcionalov ØvlØ¸tsØ b-lineænymi.

66 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

Podmnoßestvo idempotentnogo b-polnogo polumodulØ nazyvaetsØ kvazipodpolumodulem, esli ono zamknuto otnositel~no umnoßeniØ na kofffficienty i ØvlØetsØ verhneæ polurexetkoæ otnositel~no unasledovannogo porØdka. Kvazipodpolumodul~ vsegda budet rassmatrivat~sØ kak polumodul~ otnositel~- no unasledovannogo umnoßeniØ na kofffficienty iz K i sloßeniØ, opredelennogo formuloæ x ⊕ y = sup{x, y}, priqem sup beretsØ vnutri kvazipodpolumodulØ. Kvazipodpolumodul~ idempotentnogo b-polnogo polumodulØ nazyvaetsØ ∧-podpolumodulem, esli on soderßit 0 i zamknut otnositel~no vzØtiØ toqnyh nißnih graneæ nepustyh podmnoßestv v ob¨eml¸wem polumodule. Legko proverit~ (naprimer, ispol~zuØ lemmu 2.1 iz [8]), qto l¸boæ ∧-podpolumodul~ ØvlØetsØ b-polnym polumodulem.

Otmetim, qto kvazipodpolumodul~ i daße ∧-podpolumodul~ mogut ne byt~ podpolumodulØmi, poskol~ku nasleduetsØ porØdok, no ne sloßenie (sm. primer 6 niße).

SleduØ rabote [8], idempotentnye polumoduli nad polupolØmi budem nazyvat~ idempotentnymi prostranstvami. V idempotentnoæ matematike takie prostranstva ØvlØ¸tsØ analogami tradicionnyh lineænyh (vektornyh) prostranstv nad polØmi. Sootvetstvenno voznika¸t (oqevidnym obrazom) ponØtiØ b-prostranstva, b-podprostranstva, b-zamknutogo podprostranstva, ∧-podprostranstva i t.p.

Mnogoqislennye primery idempotentnyh polumoduleæ i prostranstv moßno naæti v [8]; sm. takße [3–9, 11, 14–16, 25]. Nekotorye primery ukazany niße, v tom qisle v razdele 3.

1.2. Funkcional~nye polumoduli. Pust~ X – proizvol~noe

nepustoe mnoßestvo i K – idempotentnoe polukol~co. Qerez

K(X) oboznaqaetsØ polumodul~ vseh otobraßeniæ (funkciæ) iz

X v K, snabßennyæ potoqeqnymi operaciØmi. Qerez K_b(X) oboznaqaetsØ podpolumodul~ v K(X), sostoØwiæ iz vseh ograniqennyh otobraßeniæ. Esli K ØvlØetsØ b-polnym polukol~com, to

K(X) i K_b(X) ØvlØ¸tsØ b-polnymi polumodulØmi, priqem K_b(X)

ØvlØetsØ b-podpolumodulem, no ne b-zamknutym podpolumodulem v K(X). DlØ x ∈ X budem oboznaqat~ qerez δ_x funkcional na

K(X), perevodØwiæ f v f(x). Legko proverit~, qto funkcional δ_x ØvlØetsØ b-lineænym (na K(X)).

Kvazipodpolumodul~ v K(X) budem nazyvat~ (idempotentnym) funkcional~nym polumodulem na mnoßestve X. Idempotentnyæ

TEOREMY O ˚DRE 67

funkcional~nyæ polumodul~ v K(X) nazyvaetsØ b-polnym, esli on ØvlØetsØ b-polnym polumodulem.

Funkcional~nyæ polumodul~ V ⊂ K(X) nazyvaetsØ funkcional~nym b-polumodulem, esli on ØvlØetsØ b-podpolumodulem v K(X), i funkcional~nym ∧-polumodulem, esli on ØvlØetsØ ∧-pod-

polumodulem v K(X).

V obwem sluqae funkcional vida δ_x ne ØvlØetsØ lineænym (tem bolee b-lineænym) na funkcional~nom polumodule. Odnako imeet mesto sledu¸wee utverßdenie, neposredstvenno sledu¸- wee iz opredeleniæ.

Predloßenie 2. Proizvol~nyæ b-polnyæ funkcional~nyæ polu-

modul~ W na mnoßestve X ØvlØetsØ funkcional~nym b-polu-modulem togda i tol~ko togda, kogda l¸boæ funkcional vida δ_x, x ∈ X, ØvlØetsØ b-lineænym na W .

Dokazatel~stvo. Oba utverßdeniØ oznaqa¸t, qto dlØ l¸bogo

ograniqennogo v W mnoßestva funkciæ S ⊂ W vypolneno sootnoxenie (⊕S)(x) = (⊕S(x)) pri x ∈ X. �

Primer 1. Polumodul~ Kb(X), sostoØwiæ iz ograniqennyh oto-

braßeniæ proizvol~nogo mnoßestva X v b-polnoe idempotentnoe polukol~co K, ØvlØetsØ funkcional~nym ∧-polumodulem i, sledovatel~no, b-polnym polumodulem nad K; K_b(X) ØvlØetsØ i b-podpolumodulem v polumodule K(X) vseh otobraßeniæ X → K.

Primer 2. Esli mnoßestvo X koneqno i soderßit n fflemen-

tov, to K_b(X) = K(X) ØvlØetsØ “n-mernym” polumodulem nad K i oboznaqaetsØ qerez K^n. V qastnosti, R^n_{max} ØvlØetsØ idempotentnym prostranstvom nad polupolem R_{max}, a ^R^n_{max} ØvlØetsØ polumodulem nad polukol~com ^R_{max} i prostranstvom nad polupolem R_{max}. Naprimer, polukol~co ^R_{max} moßno rassmatrivat~ kak prostranstvo (polumodul~) nad R_{max}.

Primer 3. Pust~ X – topologiqeskoe prostranstvo. Oboznaqim

qerez U SC(X) mnoßestvo vseh polunepreryvnyh sverhu funkciæ so znaqeniØmi v R_{max}. Po opredeleni¸, funkciØ f(x) polunepreryvna sverhu, esli dlØ l¸bogo fflemeta s ∈ R_{max} mnoßestvo

X_s = {x ∈ X | f(x) ≥ s} zamknuto v X (sm., naprimer, [8], razdel

2.8). Esli semeæstvo {f_α} sostoit iz polunepreryvnyh sverhu (naprimer, nepreryvnyh) funkciæ i f(x) = inf_α f_α(x), to f(x) ∈

68 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

U SC(X). Ots¸da legko vyvesti, qto U SC(X) imeet estestven-

nu¸ strukturu idempotentnogo prostranstva nad R_{max} i ØvlØetsØ funkcional~nym b-prostranstvom i ∧-podprostranstvom na X. �timi ße svoæstvami obladaet podprostranstvo v U SC(X), sostoØwee iz ograniqennyh (sverhu) funkciæ.

Primer 4. Pust~ X – qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, K

– polupole R_{max} ili Z_{max}. Oboznaqim qerez N (X) mnoßestvo vseh nevozrasta¸wih funkciæ, opredelennyh na X, so znaqeniØmi v K. Legko proverit~, qto N (X) imeet estestvennu¸ strukturu prostranstva nad K i ØvlØetsØ funkcional~nym b-prostranstvom i ∧-podprostranstvom na X. �timi ße svoæstvami obladaet i prostranstvo N (X) ∩ K_b(X).

Primer 5. Pust~ C – mnoßestvo vseh kompleksnyh qisel s vyde-

lennoæ os~¸ R vewestvennyh qisel. Oboznaqim qerez NR(C ) mnoßestvo funkciæ C → K, nevozrasta¸wih vdol~ vewestvennoæ osi

R, gde K – polupole Rmax ili Zmax. Legko proverit~, qto NR(C )

(ravno kak i NR(C ) ∩ K_b(C )) imeet estestvennu¸ strukturu prostranstva nad K i ØvlØetsØ funkcional~nym b-prostranstvom i ∧-podprostranstvom na X.

Primer 6. Zametim, qto idempotentnyæ funkcional~nyæ po-

lumodul~ i daße funkcional~nyæ ∧-polumodul~ na mnoßestve X ne obØzan byt~ podpolumodulem v K(X). Prosteæxim primerom ØvlØetsØ funkcional~noe prostranstvo (nad K = R_{max})

Conc(R) vseh vognutyh funkciæ na prØmoæ R so znaqeniØmi v

Rmax. �tot polumodul~ sostoit iz funkciæ, ime¸wih vypuklyæ

podgrafik, to est~ udovletvorØ¸wih uslovi¸ f(ax + (1 − a)y) >

af(x) + (1 − a)f(y) pri 0 > a > 1 (operacii s 0 ∈ R_{max} oprede-

lØ¸tsØ oqevidnym obrazom). Esli f, g ∈ Conc(R), to summa f ⊕ g v Conc(R) imeet v kaqestve podgrafika vypuklu¸ oboloqku podgrafikov funkciæ f i g i ne sovpadaet s potoqeqnym maksimumom fftih funkciæ.

2. Integral~nye predstavleniØ lineænyh operatorov 2.1. Integral~nye predstavleniØ lineænyh operatorov v funkcional~nyh polumodulØh. Pust~ W – idempotentnyæ

b-polnyæ polumodul~ nad b-polnym polukol~com K i V ⊂ K(X) ØvlØetsØ b-polnym funkcional~nym polumodulem. Otobraßenie

A : V → W nazyvaetsØ integral~nym operatorom ili operato-

rom, dopuska¸wim integral~noe predstavlenie, esli suwestvuet

TEOREMY O ˚DRE 69

takoe otobraßenie k : X → W , nazyvaemoe integral~nym Ødrom (ili prosto Ødrom) operatora A, qto Af = ⨁ x∈X f(x) ⊙ k(x). (1) PravaØ qast~ formuly (1) v idempotentnom analize qasto izobraßaetsØ v forme ∫_⊕ X f(x) ⊙ k(x)dx (sm. [1–7]). Otnositel~-

no Ødra k predpolagaetsØ, qto mnoßestvo {f(x) ⊙ k(x)|x ∈ X} ograniqeno v W pri vseh f ∈ V , x ∈ X. Mnoßestvo vseh takih funkciæ budem oboznaqat~ kern_{V,W} (X). V qastnosti, esli

W = K i A ØvlØetsØ funkcionalom, to fftot funkcional nazy-

vaetsØ integral~nym. Takim obrazom, integral~nyæ funkcional zadaetsØ “skalØrnym proizvedeniem” f → ∫_⊕ X f(x) ⊙ k(x) dx, gde k(x) ∈ K(X); v idempotentnom analize takaØ situaciØ ØvlØetsØ

standartnoæ, sm., naprimer, [1–10].

Nazovem funkcional~nyæ polumodul~ V ⊂ K(X) nevyroßdennym, esli dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X suwestvuet takaØ funkciØ g ∈ V , qto g(x) = 1, i dopustimym, esli dlØ l¸boæ funkcii f ∈ V i proizvol~noæ toqki x ∈ X, takih, qto f(x) ≠ 0, suwe-

stvuet takaØ funkciØ g ∈ V , qto g(x) = 1 i f(x) ⊙ g 4 f.

Zametim, qto nad polupolem l¸boæ funkcional~nyæ polumodul~ ØvlØetsØ dopustimym (v kaqestve funkcii g v fftom sluqae moßno vzØt~ funkci¸ f(x)^{−1} ⊙ f).

Predloßenie 3. Oboznaqim qerez XV podmnoßestvo v X, za-

dannoe formuloæ X_V = {x ∈ X|∃f ∈ V : f(x) = 1}. Esli polumodul~ V dopustim, to ograniqenie na X_V opredelØet vloßenie i : V → K(X_V ) i ego obraz i(V ) dopustim i nevyroßden.

Esli otobraßenie k : X → W ØvlØetsØ Ødrom otobraßeniØ A : V → W , to otobraßenie k_V : X → W , sovpada¸wee s k na X_V i ravnoe 0 na X − X_V , takße ØvlØetsØ Ødrom otobraßeniØ A.

Otobraßenie A : V → W ØvlØetsØ integral~nym togda i tol~- ko togda, kogda integral~no otobraßenie i_{−1}A : i(A) → W .

Dokazatel~stvo. Iz dopustimosti V nemedlenno vytekaet, qto

vse funkcii iz V toßdestvenno ravny 0 na X − X_V , otkuda nemedlenno vyteka¸t vse trebuemye utverßdeniØ. � V dal~neæxem vse polumoduli budut rassmatrivat~sØ nad odnim i tem ße b-polnym idempotentnym polukol~com K. Integral~noe predstavlenie operatora, esli ono suwestvuet, ne

70 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

obØzano byt~ edinstvennym. Odnako, esli polumodul~ V nevyroßden, to mnoßestvo vseh Øder fiksirovannogo integral~nogo operatora ograniqeno (v mnoßestve vseh Øder, snabßennyh estestvennym porØdkom) i zamknuto otnositel~no vzØtiØ toqnyh verhnih graneæ (sup) proizvol~nyh podmnoßestv. V qastnosti, u l¸bogo integral~nogo operatora na nevyroßdennom polumodule suwestvuet edinstvennoe maksimal~noe Ødro.

Vaßno otmetit~, qto integral~nyæ operator ne obØzan byt~ b-lineænym (i daße prosto lineænym) za iskl¸qeniem sluqaØ, kogda V ØvlØetsØ funkcional~nym b-polumodulem (sm. niße, predloßenie 4).

Esli W ØvlØetsØ funkcional~nym polumodulem na nekotorom nepustom mnoßestve Y , to integral~noe Ødro k operatora A estestvenno otoßdestvlØetsØ s funkcieæ na X × Y , zadannoæ formuloæ k(x, y) = (k(x))(y); fftu funkci¸ k(x, y) my takße budem nazyvat~ integral~nym Ødrom operatora A. V rezul~tate kern_{V,W} (X) otoßdestvlØetsØ s mnoßestvom kern_{V,W} (X, Y ) vseh takih otobraßeniæ k : X × Y → K, qto dlØ l¸bogo x ∈ X otobraßenie k_x : y → k(x, y) leßit v W i dlØ l¸bogo v ∈ V mnoßestvo

{v(x) ⊙ k_x|x ∈ X} ograniqeno v W . Sootvetstvenno, mnoßestvo

vseh Øder b-lineænyh operatorov vkladyvaetsØ v kern_{V,W} (X, Y ).

Esli V i W ØvlØ¸tsØ funkcional~nymi b-polumodulØmi na mnoßestvah X i Y , to mnoßestvo vseh Øder b-lineænyh operatorov otoßdestvlØetsØ s kern_{V,W} (X, Y ) (sm. predloßenie 4 niße) i imeet mesto formula, sovpada¸waØ s obyqnym opredeleniem integral~nogo predstavleniØ operatora Af(y) = ⨁ x∈X f(x) ⊙ k(x, y) = ⊕∫ X f(x) ⊙ k(x, y)dx. (2) Zametim, qto formula (1) moßet byt~ perepisana v vide Af = ⨁ x∈X δ_x(f) ⊙ k(x). (3) Predloßenie 4. Proizvol~nyæ b-polnyæ funkcional~nyæ polu-

modul~ V na nepustom mnoßestve X ØvlØetsØ funkcional~nym b-polumodulem na X (t.e. b-podpolumodulem v K(X)) togda i tol~- ko togda, kogda l¸boæ integral~nyæ operator, opredelennyæ na V , ØvlØetsØ b-lineænym.

TEOREMY O ˚DRE 71

Dokazatel~stvo. Pust~ W – proizvol~nyæ b-polnyæ polumo-

dul~. Esli V ØvlØetsØ funkcional~nym b-polumodulem na X, to v silu predloßeniØ 2 kaßdyæ operator Δ_{x,w} : V → W vida f → δ_x(f) ⊙ w, x ∈ X, w ∈ W , ØvlØetsØ b-lineænym. Pofftomu l¸boæ integral~nyæ operator, kotoryæ po opredeleni¸ ØvlØetsØ summoæ takih operatorov, b-lineen v silu predloßeniØ 1 i ego sledstviæ. S drugoæ storony, esli l¸boæ integral~nyæ operator na V ØvlØetsØ b-lineænym, to b-lineæny vse funkcionaly vida δ_x, kotorye ØvlØ¸tsØ integral~nymi operatorami iz V v K. Ots¸da v silu predloßeniØ 2 vytekaet, qto V ØvlØetsØ funkcional~nym b-polumodulem na X. Predloßenie dokazano.�

Sledu¸wee ponØtie (opredelenie) ØvlØetsØ osobenno vaßnym dlØ naxih celeæ. Pust~ V ⊂ K(X) ØvlØetsØ b-polnym funkcional~nym polumodulem nad b-polnym idempotentnym polukol~- com K. Budem govorit~, qto dlØ polumodulØ V spravedliva teorema o Ødre, esli l¸boe b-lineænoe otobraßenie fftogo polumodulØ v proizvol~nyæ b-polnyæ polumodul~ nad K dopuskaet integral~noe predstavlenie.

Teorema 1. Pust~ zadany b-polnyæ polumodul~ W nad b-polnym

polukol~com K i dopustimyæ funkcional~nyæ ∧-polumodul~ V ⊂ K(X). Togda l¸boæ b-lineænyæ operator A : V → W dopuskaet integral~noe predstavlenie (1). V qastnosti, esli W ØvlØetsØ funkcional~nym b-polumodulem na mnoßestve Y , to operator A dopuskaet integral~noe predstavlenie (2). Takim obrazom, dlØ polumodulØ V spravedliva teorema o Ødre.

Dokazatel~stvo. Pust~ f i x – proizvol~nye fflementy iz V i

X sootvetstvenno. Esli mnoßestvo {f ∈ V |f(x) = 1} nepusto, to poloßim d_x = ∧{f ∈ V |f(x) = 1}. V protivnom sluqae poloßim

d_x(x) = 1 i d_x(y) = 0 pri l¸bom y ∈ X, y ≠ x. Po postroe-

ni¸ f(x) ⊙ d_x 4 f. Tak kak polumodul~ V dopustim i ØvlØetsØ ∧-polumodulem, to d_x(x) = 1. Ots¸da neposredstvenno vytekaet, qto f = ⨁ x∈X f(x) ⊙ d_x, to est~ funkciØ x → d_x ØvlØ-

etsØ Ødrom toßdestvennogo operatora id : V → V . No togda A(f) = ⨁ x∈X f(x) ⊙ A(d_x), to est~ otobraßenie, zadannoe formu-

loæ k(x) = A(d_x) pri l¸byh x ∈ X, ØvlØetsØ Ødrom operatora A, qto i trebovalos~. �

Zameqanie 1. Esli v usloviØh teoremy 1 polumodul~ V nevy-

72 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

roßden, to funkciØ x → d_x ØvlØetsØ, oqevidno, maksimal~nym integral~nym Ødrom toßdestvennogo operatora id : V → V .

V samom dele, esli v usloviØh teoremy 1 polumodul~ V nevyroßden, to vse funkcii vida x → d_x leßat v V . Pofftomu esli k : X → V – integral~noe Ødro toßdestvennogo operatora id : V → V , to d_y = ⨁ x∈X d_y(x) ⊙ k(x) < d_y(y) ⊙ k(y) pri l¸bom

y ∈ X. UqityvaØ, qto d_y(y) = 1, poluqaem d_y < k(y) pri l¸bom y ∈ X, qto i trebovalos~.

Zameqanie 2. Primery dopustimyh funkcional~nyh ∧-polumo-

duleæ (i ∧-prostranstv), o kotoryh govoritsØ v uslovii teoremy 1, opisany vyxe, v konce razdela 1. Takim obrazom, dlØ fftih funkcional~nyh polumoduleæ i prostranstv V nad K spravedliva teorema o Ødre, i l¸boæ b-lineænyæ operator, otobraßa¸- wiæ V v proizvol~nyæ b-polnyæ polumodul~ W nad K, dopuskaet integral~noe predstavlenie (2). Napomnim, qto l¸boe funkcional~noe prostranstvo nad b-polnym polupolem dopustimo, sm. vyxe.

2.2. Integral~noe predstavlenie b-Ødernyh operatorov. Vve-

dem vaßnye opredeleniØ. Otobraßenie b-polnyh polumoduleæ

g : V → W nazyvaetsØ odnomernym (ili otobraßeniem ranga 1),

esli ono imeet vid v → ϕ(v)⊙w, gde ϕ ØvlØetsØ b-lineænym funkcionalom na V , a w ∈ W . Otobraßenie g nazyvaetsØ b-Ødernym, esli ono ØvlØetsØ summoæ ograniqennogo mnoßestva odnomernyh otobraßeniæ. Poskol~ku odnomernoe otobraßenie b-lineæno (qto sleduet iz b-lineænosti funkcionala ϕ), l¸boæ b-Ødernyæ operator b-lineen (sm. sledstvie 1 vyxe). RazumeetsØ, b-Ødernye otobraßeniØ tesno svØzany s tenzornymi proizvedeniØmi idempotentnyh polumoduleæ, sm. [11].

Ispol~zuØ predloßenie 1 i ego sledstviØ, legko proverit~, qto spravedlivo sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 5. Rezul~tat kompozicii (proizvedeniØ) b-Øder-

nogo i b-lineænogo otobraßeniæ ili b-lineænogo i b-Ødernogo otobraßeniæ ØvlØetsØ b-Ødernym operatorom.

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniæ oqevidno, qto rezul~tat kom-

pozicii odnomernogo i b-lineænogo otobraßeniæ ili b-lineæno-go i odnomernogo otobraßeniæ ØvlØetsØ odnomernym otobraßeniem. OstaetsØ ispol~zovat~ to, qto kompoziciØ s b-lineænyæ

TEOREMY O ˚DRE 73

operatorom perevodit summu v summu. �

Teorema 2. Pust~ W ØvlØetsØ b-polnym polumodulem nad b-po-

lnym polukol~com K. Esli v funkcional~nom b-polumodule V ⊂ K(X) l¸boæ b-lineænyæ funkcional ØvlØetsØ integral~nym, to b-lineænyæ operator A : V → W dopuskaet integral~noe predstavlenie v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda on ØvlØetsØ b-Ødernym.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto, poskol~ku V ØvlØetsØ funkcio-

nal~nym b-polumodulem, b-lineæny vse funkcionaly vida δ_x pri

x ∈ X (sm. predloßenie 2). Poskol~ku b-lineænyæ funkcional

ØvlØetsØ integral~nym, vsØkiæ b-Ødernyæ operator predstavlØetsØ v vide summy odnomernyh operatorov vida k_w(x)δ_x ⊙ w, gde

k_w ∈ K(X), w ∈ W . Pofftomu l¸boæ b-Ødernyæ operator imeet vid ⨁ x∈X,w∈W k_w(x)δ_x ⊙ w, gde k_w ∈ K(X), to est~ dopuskaet inte-

gral~noe predstavlenie s Ødrom k(x) = ⨁ w k_w(x) ⊙ w. S drugoæ storony, integral~nyæ operator s Ødrom k : X → W imeet vid ⨁ x∈X A_x, gde odnomernyæ operator A_x zadaetsØ formu-

loæ A_x = δ_x ⊙ k(x), i takim obrazom ØvlØetsØ b-Ødernym. �

2.3. Svoæstvo b-approksimacii i b-Ødernye polumoduli. Bu-

dem govorit~, qto b-polnyæ polumodul~ V obladaet svoæstvom

b-approksimacii, esli toßdestvennyæ operator id : V → V ØvlØ-

etsØ b-Ødernym (o svoæstve approksimacii dlØ lokal~no vypuklyh prostranstv v tradicionnom analize sm. [21, 22]).

Pust~ V – proizvol~nyæ b-polnyæ polumodul~ nad b-polnym idempotentnym polukol~com K. Nazovem fftot polumodul~ b-Øde-rnym polumodulem, esli proizvol~noe b-lineænoe otobraßenie V → W fftogo polumodulØ v l¸boæ b-polnyæ polumodul~ W nad

K ØvlØetsØ Ødernym operatorom. Napomnim, qto v tradicionnom analize lokal~no vypukloe prostranstvo ØvlØetsØ Ødernym togda i tol~ko togda, kogda l¸boe lineænoe nepreryvnoe otobraßenie fftogo prostranstva v proizvol~noe banahovo prostranstvo ØvlØetsØ Ødernym operatorom, sm. [21, 22].

Ispol~zuØ predloßeniØ 1 i 5, sledstvie 1 i to soobraßenie, qto l¸boe otobraßenie ne izmenitsØ pri umnoßenii na toßdestvennyæ operator (sprava ili sleva), iz osnovnyh opredeleniæ legko vyvesti sledu¸wee utverßdenie.

74 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

Predloßenie 6. Pust~ V ØvlØetsØ proizvol~nym b-polnym po-

lumodulem nad b-polnym polukol~com K. Sledu¸wie svoæstva ffkvivalentny:

(1) polumodul~ V obladaet svoæstvom b-approksimacii; (2) l¸boe b-lineænoe otobraßenie iz V v proizvol~nyæ b-po-lnyæ polumodul~ W nad K ØvlØetsØ b-Ødernym;

(3) l¸boe b-lineænoe otobraßenie iz proizvol~nogo b-polnogo polumodulØ W nad K v polumodul~ V ØvlØetsØ b-Ødernym.

Dokazatel~stvo. Esli toßdestvennyæ operator id : V → V

ØvlØetsØ b-Ødernym i f : V → W ØvlØetsØ proizvol~nym blineænym otobraßeniem, to v silu ravenstva f = f ∘id i predloßeniØ 5 poluqaem, qto operator f ØvlØetsØ b-Ødernym. S drugoæ storony, esli l¸boe b-lineænoe otobraßenie iz V v proizvol~- nyæ b-polnyæ polumodul~ W nad K ØvlØetsØ b-Ødernym, to ffto otnositsØ i k toßdestvennomu otobraßeni¸ id : V → V . Pofftomu utverßdeniØ (1) i (2) ffkvivalentny.

�kvivalentnost~ utverßdeniæ (1) i (3) dokazyvaetsØ analogiqno. �

Sledstvie 3. Proizvol~nyæ b-polnyæ polumodul~ nad b-polnym

polukol~com K ØvlØetsØ b-Ødernym togda i tol~ko togda, kogda fftot polumodul~ obladaet svoæstvom b-approksimacii.

Napomnim, qto v tradicionnom analize l¸boe Ødernoe prostranstvo obladaet svoæstvom approksimacii, no obratnoe utverßdenie neverno.

Nekotorye konkretnye primery b-Ødernyh prostranstv i polumoduleæ opisany v primerah 1, 2, 4 i 5 (sm. vyxe, v konce razdela 1). Vaßnye Ødernye prostranstva i polumoduli opisany niße, v razdele 3 (naprimer, lipxicevy prostranstva i polulipxicevy polumoduli nad kommutativnymi polukol~cami). Netrudno pokazat~, qto idempotentnye prostranstva U SC(X) i

Conc(R) (sm. primery 3 i 6) ne ØvlØ¸tsØ Ødernymi (hotØ dlØ

nih i spravedliva teorema o Ødre). Sut~ dela sostoit v tom, qto oni ne ØvlØ¸tsØ funkcional~nymi b-prostranstvami i sootvetsvu¸wie δ-funkcionaly ne ØvlØ¸tsØ b-lineænymi (i daße lineænymi).

TEOREMY O ˚DRE 75

2.4. Teoremy o Ødre dlØ funkcional~nyh b-polumoduleæ.

Pust~ V ⊂ K(X) ØvlØetsØ b-polnym funkcional~nym polumodulem nad b-polnym polukol~com K. Napomnim, qto dlØ polumodulØ V spravedliva teorema o Ødre, esli l¸boe b-lineænoe otobraßenie fftogo polumodulØ v proizvol~nyæ b-polnyæ polumodul~ nad K dopuskaet integral~noe predstavlenie.

Teorema 3. Pust~ zadany b-polnoe polukol~co K i nepustoe

mnoßestvo X. Teorema o Ødre spravedliva dlØ funkcional~nogo b-polumodulØ V ⊂ K(X) togda i tol~ko togda, kogda l¸boæ b-lineænyæ funkcional na V dopuskaet integral~noe predstavlenie i polumodul~ V ØvlØetsØ b-Ødernym, t.e. obladaet svoæstvom b-approksimacii.

Dokazatel~stvo nemedlenno vytekaet iz teoremy 2 i predloße-

niØ 6. �

Sledstvie 4. Esli dlØ funkcional~nogo b-polumodulØ spravedli-

va teorema o Ødre, to fftot polumodul~ ØvlØetsØ Ødernym.

Otmetim, qto vozmoßnost~ integral~nogo predstavleniØ funkcionala oznaqaet prosto vozmoßnost~ razloßit~ ego v summu funkcionalov vida δ_x. Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto integral~noe predstavlenie b-lineænogo funkcionala ne vsegda vozmoßno i, bolee togo, zavisit ot sposoba vloßeniØ polumodulØ v prostranstvo funkciæ. V to ße vremØ naliqie svoæstva b-appro-ksimacii invariantno otnositel~no izomorfizma polumoduleæ.

Primer 7. Pust~ K = Rmax, X = R i funkciØ f ∈ K(X) opre-

delena formuloæ f(x) = −x pri x ∈ R. Oboznaqim qerez V podpolumodul~ v K(X), sostoØwiæ iz vseh funkciæ vida a ⊙ f ⊕ b pri a, b ∈ K. Legko videt~, qto V ØvlØetsØ b-podpolumodulem v K(X) i otobraßenie (a, b) → a ⊙ f ⊕ b ØvlØetsØ izomorfizmom b-prostranstva R_{max} × R_{max} na V . Iz fftogo vytekaet, qto otobraßenie ϕ, perevodØwee a ⊙ f ⊕ b v b, ØvlØetsØ b-lineænym funkcionalom. Pokaßem, qto ϕ ne imeet integral~nogo predstavleniØ.

V samom dele, pust~ k : X → K – Ødro funkcionala ϕ. DlØ proizvol~nogo v = a ⊙ f ⊕ 1 ∈ V i fflementa x ∈ X imeem 0 = 1 = ϕ(v) = ⨁ v(x) ⊙ k(x) < v(x) ⊙ k(x) = max(a − x, 0) + k(x), to est~

0 < max(a − x, 0) + k(x), otkuda k(x) 4 − max(a − x, 0). Poskol~ku

qislo a moßno vybrat~ skol~ ugodno bol~xim, poluqaem, qto

76 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

k(x) = 0 dlØ vseh x ∈ X, to est~ k = 0. No ffto nevozmoßno (u

nenulevogo funkcionala ne moßet byt~ nulevogo Ødra). Takim obrazom, ϕ ne imeet integral~nogo Ødra, qto i trebovalos~.

Zameqanie 3. Opisannyæ v primere 7 polumodul~ estestvenno

izomorfen polumodul¸ K({x, y}) funkciæ na dvuhtoqeqnom mnoßestve, priqem izomorfizm K({x, y}) → V zadaetsØ formuloæ

v → (v(x) ⊙ f ⊕ v(y)). Sootvetstvenno, opisannyæ vyxe funkci-

onal ϕ sovpadaet s δ_y i ØvlØetsØ integral~nym (s Ødrom δ_y ). Takim obrazom, my vidim, qto integral~nost~ ne ØvlØetsØ “vnutrennim” svoæstvom funkcionala, a zavisit ot sposoba vloßeniØ polumodulØ v polumodul~ funkciæ.

Teorema 3a. Pust~ zadany b-polnoe polukol~co K i nepustoe

mnoßestvo X. Teorema o Ødre vypolnena dlØ funkcional~nogo b-polumodulØ V ⊂ K(X) togda i tol~ko togda, kogda toßdestvennyæ operator id : V → V ØvlØetsØ integral~nym.

Dokazatel~stvo nemedlenno vytekaet iz togo oqevidnogo fakta,

qto kompoziciØ integral~nogo operatora s l¸bym b-lineænym operatorom ØvlØetsØ integral~nym operatorom. V samom dele, pust~ A – b-lineænyæ operator, otobraßa¸wiæ V v nekotoryæ polumodul~ W , i k : X → V – integral~noe Ødro operatora id. Togda f = ⨁ x∈X f(x) ⊙ k(x) dlØ l¸boæ funkcii f ∈ V , otkuda (Af)(x) = ⨁ x∈X f(x) ⊙ A(k(x)). Takim obrazom, otobraßenie x →

A(k(x)) ØvlØetsØ Ødrom operatora A, qto i trebovalos~. �

3. Opisanie funkcional~nyh b-polumoduleæ, v kotoryh vypolnena teorema o Ødre

Pust~ X – nepustoe mnoßestvo i K ØvlØetsØ idempotentnym polukol~com. Funkci¸ d na X × X so znaqeniØmi v polukol~ce K budem nazyvat~ polumetrikoæ na X so znaqeniØmi v K, esli d(x, y) = ⨁ z∈X d(x, z) ⊙ d(z, y), x, y ∈ X. (4) Esli d(x, y) = d(y, x) dlØ vseh fflementov x, y ∈ X, to polumetriku budem nazyvat~ simmetriqnoæ. Esli d(x, x) = 1 pri

x ∈ X, to polumetriku budem nazyvat~ refleksivnoæ. V fftom slu-

qae uslovie (4) svoditsØ k neravenstvu treugol~nika: d(x, y) < d(x, z) ⊙ d(z, y), x, y, z ∈ X.

TEOREMY O ˚DRE 77

Primer 8. Pust~ r = r(x, y) – metrika na mnoßestve X; togda

funkciØ d(x, y) = −r(x, y) ØvlØetsØ refleksivnoæ polumetrikoæ na X so znaqeniØmi v R_{max}.

Privedem primer nesimmetriqnoæ i nerefleksivnoæ polumetriki na prØmoæ.

Primer 9. Pust~ X = R, K = Rmax. Poloßim d(x, y) = 1 pri y < x

i d(x, y) = 0 pri x ≤ y. Togda d(x, y) ØvlØetsØ nesimmetriqnoæ polumetrikoæ, priqem d(x, x) = 0 pri vseh x ∈ X.

Vvedem osnovnye (dlØ fftogo razdela) opredeleniØ. DlØ polumetriki d na X so znaqeniØmi v b-polnom polukol~ce K opredelim b-zamknutye funkcional~nye polumoduli Lip(X, d) i lip(X, d) na X, polagaØ Lip(X, d) = {f ∈ K(X)|f(x) < d(y, x) ⊙ f(y) dlØ vseh y ∈ X}, lip(X, d) = {f ∈ K(X)|f(x) = ⨁ y∈X d(y, x) ⊙ f(y)}. Funkcional~nye polumoduli vida lip(X, d) budem nazyvat~ polulipxicevymi.

Iz opredeleniØ nemedlenno vytekaet, qto lip(X, d) ØvlØetsØ b-zamknutym podpolumodulem v Lip(X, d). Legko videt~, qto v sluqae refleksivnoæ polumetriki prostranstva lip(X, d) i

Lip(X, d) sovpada¸t. Odnako v obwem sluqae ffto ne tak. Napri-

mer, v usloviØh primera 9 prostranstvo Lip(X, d) sostoit iz vseh nevozrasta¸wih funkciæ na prØmoæ, v to vremØ kak lip(X, d) ØvlØetsØ prostranstvom vseh polunepreryvnyh snizu^1 funkciæ iz Lip(X, d).

Primer 10. Pust~ X – nepustoe metriqeskoe prostranstvo s

fiksirovannoæ metrikoæ r. Oboznaqim qerez lip(X) mnoßestvo vseh funkciæ na X so znaqeniØmi v R_{max}, udovletvorØ¸wih sledu¸wemu uslovi¸ Lipxica: | f(x) ⊙ (f(y))^{−1} | = | f(x) − f(y) | ≤ r(x, y), gde x, y – proizvol~nye fflementy iz X. �lementami mnoßestva lip(X) ØvlØ¸tsØ nepreryvnye (vewestvennoznaqnye) funk-

1Polunepreryvnye snizu funkcii so znaqeniØmi v Rmax opredelØ¸tsØ tak ße, kak v primere 3 (sm. vyxe, p. 1.2), no Xs opredelØetsØ kak mnoßestvo {x ∈ X | f (x) ≤ s}; sm. takße [8].

78 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

cii (ne vse!) i – po opredeleni¸ – funkciØ, toßdestvenno ravnaØ −∞ = 0. Netrudno proverit~, qto lip(X) = lip(X, d), gde

d(x, y) = −r(x, y) (sm. vyxe primer 8), tak qto lip(X) imeet struk-

turu idempotentnogo prostranstva nad polupolem R_{max}. Nazovem prostranstvo lip(X) lipxicevym (sm. takße [8], primer 2.9.12). �to prostranstvo ØvlØetsØ b-Ødernym, i dlØ nego spravedliva teorema o Ødre (sm. niße teoremu 4).

DlØ x ∈ X oboznaqim qerez d_x funkci¸ na X, zadannu¸ formuloæ d_x : y → d(x, y). V silu usloviØ (4) vse funkcii vida d_x leßat v prostranstve lip(X, d). Oboznaqim qerez lip_0(X, d) podpolumodul~ v lip(X, d), poroßdennyæ fftimi funkciØmi (to est~ sostoØwiæ iz vseh ih koneqnyh lineænyh kombinaciæ).

Predloßenie 7. Pust~ polumetrika d prinimaet znaqeniØ v

kommutativnom b-polnom polukol~ce K . L¸boæ b-podpolumodul~ V ⊂ lip(X, d), soderßawiæ polumodul~ lip_0(X, d), ØvlØetsØ v lip(X, d) nißnim idealom v smysle teorii rexetok [33]. �to oznaqaet, qto vmeste s l¸boæ soderßaweæsØ v V funkcieæ f polumodul~ V soderßit vse maßoriruemye f funkcii iz lip(X, d). V qastnosti, V zamknut v lip(X, d) (no ne v K(X)) otnositel~- no vzØtiØ toqnyh nißnih graneæ proizvol~nyh nepustyh podmnoßestv.

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ V , g ∈ lip(X, d) i g 4 f. Togda mno-

ßestvo funkciæ {g(x) ⊙ d_x|x ∈ X} ⊂ lip_0(X, d) ⊂ V ograniqeno v V , tak kak vse ego fflementy maßoriru¸tsØ funkcieæ f. Pofftomu, uqityvaØ, qto V ØvlØetsØ b-podpolumodulem, poluqaem, qto funkciØ g, sovpada¸waØ (v silu kommutativnosti K) s summoæ fftogo mnoßestva v lip(X, d), leßit v V , qto i trebovalos~. �

Teorema 4. Pust~ zadany kommutativnoe b-polnoe polukol~co

K i nepustoe mnoßestvo X. V nevyroßdennom funkcional~nom b-polumodule V ⊂ K(X) togda i tol~ko togda spravedliva teorema o Ødre, kogda suwestvuet takaØ polumetrika d na mnoßestve X, qto V ØvlØetsØ b-podpolumodulem v lip(X, d), soderßawim lip_0(X, d). V qastnosti, esli V ØvlØetsØ b-zamknutym podpolumodulem v K(X), to V sovpadaet s lip(X, d).

Dokazatel~stvo. Esli v V spravedliva teorema o Ødre, to v

kaqestve polumetriki dostatoqno vzØt~ Ødro d toßdestvennogo otobraßeniØ id polumodulØ V v sebØ. V samom dele, dlØ proizvol~nogo x ∈ X funkciØ d_x : y → d(x, y) po opredeleni¸ Ødra

TEOREMY O ˚DRE 79

leßit v V i d_x = id(d_x) = ⨁ z∈X d_x(z) ⊙ d_z. Poskol~ku V ØvlØ-

etsØ funkcional~nym b-polumodulem, poslednee moßno perepisat~ v vide d_x(y) = ⨁ z∈X d(x, z) ⊙ d(z, y) pri l¸bom y ∈ X. Takim

obrazom, d ØvlØetsØ polumetrikoæ na X i lip_0(X, d) ⊂ V . Dalee, dlØ proizvol~nogo f ∈ V imeem f = id(f) = ⨁ z∈X f(z) ⊙ d_z, ot-

kuda f(y) = ⨁ z∈X f(z) ⊙ d(z, y) pri l¸bom y ∈ X. Takim obrazom,

V ⊂ lip(X, d); zdes~ ispol~zuetsØ kommutativnost~ polukol~ca K

(dlØ vypolneniØ ravenstva f(z) ⊙ d(z, y) = d(z, y) ⊙ f(z)).

S drugoæ storony, esli V ØvlØetsØ b-podpolumodulem v

lip(X, d), soderßawim lip_0(X, d), to polumetrika po opredeleni¸ lip(X, d) ØvlØetsØ Ødrom toßdestvennogo otobraßeniØ V v sebØ i

leßit v kern_V (X). �

Sledstvie 5. Lipxicevy prostranstva Øderny. Nevyroßdennye

polulipxicevy polumoduli nad kommutativnymi b-polnymi polukol~cami Øderny.

Otmetim, qto sledstvie 5 spravedlivo i dlØ vyroßdennyh dopustimyh polulipxicevyh polumoduleæ nad kommutativnymi polukol~cami (sm. niße zameqanie 5).

Zameqanie 4. Esli (v usloviØh teoremy 4) b-polumodul~ V do-

pustim i ØvlØetsØ odnovremenno ∧-polumodulem, to polumetrika d, postroennaØ v dokazatel~stve teoremy 4, ØvlØetsØ refleksivnoæ. V qastnosti, esli b-polumodul~ V nevyroßden, to refleksivnoæ ØvlØetsØ polumetrika, sovpada¸waØ s maksimal~- nym Ødrom toßdestvennogo operatora, postroennym v dokazatel~stve teoremy 4.

Zameqanie 5. Esli funkcional~nyæ b-polumodul~ V ⊂ K(X) vy-

roßden, no dopustim (on avtomatiqeski dopustim, esli K ØvlØetsØ polupolem), to analog teoremy 4 spravedliv dlØ polumodulØ, sostoØwego iz vseh ograniqeniæ funkciæ iz V na mnoßestvo

X_V = {x ∈ X|(∃f ∈ V ) : f(x) = 1}, sm. predloßenie 3.

4. Integral~nye predstavleniØ operatorov v abstraktnyh idempotentnyh polumodulØh

V fftom razdele issleduetsØ vopros o tom, kogda b-polnyæ idempotentnyæ polumodul~ nad b-polnym polukol~com izomor-

80 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

fen takomu funkcional~nomu b-polumodul¸, v kotorom spravedliva teorema o Ødre.

Pust~ V ØvlØetsØ b-polnym idempotentnym polumodulem nad b-polnym polukol~com K, a ϕ ØvlØetsØ b-lineænym funkcionalom na V . Nazovem fftot funkcional δ-funkcionalom, esli suwestvuet takoæ fflement v ∈ V , qto ϕ(w) ⊙ v 4 w pri l¸bom fflemente w ∈ V . Mnoßestvo vseh δ-funkcionalov b-prostranstva V budem oboznaqat~ qerez Δ(V ). Budem oboznaqat~ qerez i_Δ estestvennoe otobraßenie V → K(Δ(V )), zadannoe formuloæ

(i_Δ(v))(ϕ) = ϕ(v), ϕ ∈ Δ(V ).

�lement v ∈ V nazovem toqeqnym, esli suwestvuet takoæ b-lineænyæ funkcional ϕ, qto ϕ(w) ⊙ v 4 w, gde w ∈ V . Mnoßestvo vseh toqeqnyh fflementov polumodulØ V budem oboznaqat~ qerez P (V ).

Zametim, qto esli odnomernyæ operator ϕ ⊙ v vhodit v razloßenie toßdestvennogo operatora na V v summu odnomernyh, to

ϕ ∈ Δ(V ) i v ∈ P (V ).

Oboznaqim id i Id toßdestvennye otobraßeniØ polumoduleæ V i i_Δ(V ) sootvetstvenno.

Predloßenie 8. 1) Esli operator id ØvlØetsØ b-Ødernym opera-

torom, to i_Δ ØvlØetsØ vloßeniem i operator Id ØvlØetsØ integral~nym.

2) Esli operator i_Δ ØvlØetsØ vloßeniem i operator Id ØvlØetsØ integral~nym, to operator id ØvlØetsØ b-Ødernym.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku utverßdenie 2) oqevidno, dosta-

toqno proverit~ utverßdenie 1). Po uslovi¸, operator id ØvlØetsØ summoæ odnomernyh operatorov, to est~ imeet vid id = ⨁ ϕ∈Δ ϕ ⊙ w_ϕ pri sootvetstvu¸wem vybore fflementov w_ϕ ∈ V . No

togda Id = ⨁ ϕ∈Δ δ_ϕ ⊙ i_Δ(w_ϕ), to est~ Id ØvlØetsØ integral~nym

operatorom, qto i trebovalos~. �

Iz dokazannogo predloßeniØ s uqetom teoremy 3a i predloßeniØ 6 nemedlenno vytekaet sledu¸waØ teorema.

TEOREMY O ˚DRE 81

Teorema 5. Proizvol~nyæ b-polnyæ idempotentnyæ polumodul~

V nad b-polnym polukol~com K togda i tol~ko togda izomorfen funkcional~nomu b-polumodul¸, v kotorom spravedliva teorema o Ødre, kogda ego toßdestvennoe otobraßenie ØvlØetsØ b-Ødernym operatorom, to est~ kogda on ØvlØetsØ b-Ødernym polumodulem.

Sledu¸wee predloßenie pokazyvaet, qto vloßenie i_Δ ØvletsØ v nekotorom smysle universal~nym predstavleniem b-Ødernogo polumodulØ v vide funkcional~nogo b-polumodulØ, v kotorom spravedliva teorema o Ødre.

Predloßenie 9. Pust~ K ØvlØetsØ b-polnym polukol~com, X –

proizvol~noe nepustoe mnoßestvo i V ⊂ K(X) – funkcional~nyæ b-polumodul~ na X, v kotorom spravedliva teorema o Ødre. Togda opredeleno takoe estestvennoe otobraßenie i : X → Δ(V ), qto sootvetstvu¸wee otobraßenie i_∗ : K(Δ(V )) → K(X) ØvlØetsØ izomorfizmom i_Δ(V ) na V .

Dokazatel~stvo. Vloßenie i : X → Δ(V ) opredelØetsØ formu-

loæ i : x → δ_x, x ∈ x. Korrektnost~ opredeleniØ sleduet iz predloßeniØ 1. Proverka togo, qto otobraßenie i_∗ : K(Δ(V )) → K(X) ØvlØetsØ izomorfizmom i_Δ(V ) na V , trivial~na. �

Zameqanie 6. DlØ prostoty izloßeniØ v stat~e rassmatriva-

lis~ tol~ko b-polnye polumoduli. Znaqitel~nu¸ qast~ opredelniæ i rezul~tatov moßno perenesti na nepolnye polumoduli, ispol~zuØ proceduru ograniqennogo popolneniØ i deæstvuØ v duhe raboty [8].

Avtory vyraßa¸t iskrenn¸¸ blagodarnost~ V. N. Kolokol~- covu i V. P. Maslovu za cennye ukazaniØ i podderßku.

Literatura

1. V. P. Maslov, Asimptotiqeskie metody rexeniØ psevdodifferencial~- nyh uravneniæ. M.: Nauka, 1987.

2. V. P. Maslov, Méthodes opératorielles. Mir, Moscow, 1987.

3. V. P. Maslov, V. N. Kolokol~cov, Idempotentnyæ analiz i ego primenenie v optimal~nom upravlenii. M.: Nauka, 1994.

4. V. N. Kolokoltsov, V. P. Maslov, Idempotent Analysis and Applications. Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1997.

5. V. P. Maslov, S. N. Samborskiĭ (eds.), Idempotent Analysis. Adv. Sov. Math., Amer. Math. Soc., Providence, R.I. 13 (1992).

6. J. Gunawardena (ed.), Idempotency. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1998.

82 G. L. LITVINOV, G. B. XPIZ

7. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, Correspondence Principle for Idempotent Calculus and Some Computer Applications (IHES/M/95/33). Institut des Hautes Études Scientifiques, Bures-sur-Yvette, 1995; see also [6, pp. 420–443]; E-print: arX-

iv:math.GM/0101021.

8. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, G. B. Xpiz, Idempotentnyæ funkcional~nyæ analiz. Algebraiqeskiæ podhod. — Mat. zametki 69, ˝ 5 (2001), 696–729; see also E-print arXiv:math.FA/0009128 (2000).

9. G. L. Litvinov, V. P. Maslov (eds.), Idempotent Mathematics and Mathematical Physics. Contemp. Math., Vol. 377, Providence, R.I., 2005.

10. G. L. Litvinov, Dekvantovnie Maslova, idempotentnaØ i tropiqeskaØ matematika: kratkoe Vvedenie. — Zap. nauqn. semin. POMI 326, (2005), 145–182; E-print: arXiv:math.GM/0507014.

11. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, G. B. Xpiz, Tenzornye proizvedeniØ idempotentnyh polumoduleæ. Algebraiqeskiæ podhod. — Mat. zametki 65, ˝ 4 (1999), 572–585; see also E-print arXiv:math.FA/0101153.

12. G. L. Litvinov, V. P. Maslov, G. B. Xpiz, Lineænye funkcionaly na idempotentnyh prostranstvah. Algebraiqeskiæ podhod. — Dokl. Akad. Nauk 363, ˝ 3 (1998), 298–300; E-print: arXiv:math.FA/0012268.

13. V. N. Kolokol~cov, V. P. Maslov, Obwiæ vid ffndomorfizmov v prostranstve nepreryvnyh funkciæ so znaqeniem v qislovom kommutativnom polukol~ce (s operacieæ ⊕ = max). — Dokl. Akad. Nauk SSSR 295, ˝ 2 (1987), 283–287.

14. V. N. Kolokoltsov, Idempotent structures in optimization. — J. Math. Sci. 104, No. 1 (2001), 847–880.

15. M. Akian, S. Gaubert, V. Kolokoltsov, Set coverings and invertibility of functional Galois connections. — In: [9], 19–52.

16. G. Cohen, S. Gaubert, J.-P. Quadrat, Duality and separation theorems in idempotent semimodules. — Linear Algebra Appl. 379 (2004), 395–422; E-print:

arXiv:math.FA/0212294.

17. O. Viro, Dequantization of real algebraic geometry on a logarithmic paper. — In: 3rd European Congress of Mathematics, Barcelona (2000); see also E-print

arXiv:math.AG/0005163.

18. G. L. Litvinov, A. N. Sobolevskiĭ, Exact interval solutions of the discrete Bellman equation and polynomial complexity of problems in interval idempotent linear algebra. — Dokl. Math. 62, No. 2 (2000), 199–201; E-print: arX-

iv:math.LA/0101041.

19. G. L. Litvinov, A. N. Sobolevskiĭ, Idempotent interval analysis and optimization problems. — Reliable Computing 7, No. 5 (2001), 353–377; E-print: arX-

iv:math.SC/0101080.

20. L. Schwartz, Théorie des noyaux. — In: Proceedings of the International Congress of Mathematicians 1 (1950), pp. 220–230.

21. A. Grothendieck, Produits tensorielle topologiques et espace nucléairs. — Mem.

Amer. Math. Soc. 16, Providence, R.I. (1955).

22. H. Xefer, Topologiqeskie vektornye prostranstva. M.: Mir, 1971. 23. P. I. Dudnikov, S. N. Samborskiæ, �ndomorfizmy polumoduleæ nad polukol~cami s idempotentnoæ operacieæ. — IzvestiØ AN SSSR, ser. matem. 55, No. 1 (1991), 93–109.

TEOREMY O ˚DRE 83

24. M. A. Xubin, Algebraiqeskie zameqaniØ ob idempotentnyh polukol~cah i teorema o Ødre v prostranstvah ograniqennyh funkciæ. M: Institut novyh tehnologiæ, 1990.

25. I. Singer, Some relations between linear mappings and conjugations in idempotent analysis. — J. Math. Sci. 115, No. 5 (2003), 2610–2630.

26. G. Choquet, Theory of capacities. — Ann. Inst. Fourier 5 (1955), 131–295. 27. W. Bryc, Large deviations by the asymptotic value method. — In: M. Pynsky (ed.), Diffusion Processes and Related Problems in Analysis, Birkhäuser, 1990, pp. 447–472.

28. A. Puhalskii, Large deviations of semimartingales via convergence of the predictable characteristics. — Stochastics 49 (1994), 27–85.

29. V. Breæer, O. Gulinskiæ, Bol~xie ukloneniØ na beskoneqnomernyh prostranstvah. M.: MFTI, Preprint, 1996.

30. O. V. Gulinsky, The principle of the largest terms and large deviations for a class of nonlinear functionals. Preprint, 2001.

31. J. Gunawardena, An introduction to idempotency. — In: [6], 1–49.

32. G. L. Litvinov, G. B. Xpiz, ˚dernye polumoduli i teoremy o Ødre v idempotentnom analize. Algebraiqeskiæ podhod. — Dokl. Akad. Nauk 386, No. 3, (2002), 300–303; E-print: arXiv:math.FA/0206026.

33. G. Birkgof, TeoriØ rexetok. M.: Nauka, 1984.

Litvinov G. L., Shpiz G. B. Kernel theorems and nuclearity in idempotent mathematics. An algebraic approach.

In the framework of idempotent mathematics, some analogs for the well-known kernel theorems of L. Schwartz and A. Grothendieck are examined. Idempotent versions of nuclear spaces (in the sense of A. Grothendieck) are described. An algebraic approach is used, so topological concepts and results are simulated by means of algebraic tools.

Postupilo 12 i¸nØ 2006 g. Nezavisimyæ moskovskiæ universitet E-mail: glitvinov@mail.ru, islc@dol.ru