Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 331, 2006 g.

E. E. GorØqko

PROSTOTA VETVLENI˚ OSNOVNO` SERII PREDSTAVLENI` GRUPP GL(n, q) PRI PARABOLIQESKIH OGRANIQENI˚H

1. Vvedenie

Fiksiruem primarnoe qislo q i rassmotrim polnu¸ lineænu¸ gruppu GL(n, q) stepeni n nad polem F_q . Osnovnoæ predmet fftoæ stat~i – ffto paraboliqeskoe ograniqenie koneqnomernyh kompleksnyh predstavleniæ gruppy GL(n + 1, q) na gruppu

GL(n, q). Paraboliqeskoe ograniqenie opredelØetsØ s pomow~¸ paraboliqeskogo vloßeniØ α_n meßdu kompleksnymi gruppovymi algebrami grupp GL(n, q) i GL(n + 1, q), kotoroe zadaetsØ tak: α_n : g −→ 1 q^n ∑ u∈(Fq)^n ( g u 0 1 ) (g ∈ GL(n, q)). V nastoØweæ rabote dokazana prostota vetvleniØ osnovnoæ serii predstavleniæ grupp GL(n, q) pri paraboliqeskih ograniqeniØh. �to oznaqaet, qto pri paraboliqeskom ograniqenii predstavleniØ osnovnoæ serii gruppy GL(n + 1, q) perehodØt v takie predstavleniØ gruppy GL(n, q), razloßenie kotoryh na neprivodimye komponenty svobodno ot kratnosteæ.

ImeetsØ neskol~ko klassiqeskih rabot, posvØwennyh opisani¸ neprivodimyh predstavleniæ grupp GL(n, q), – ffto, naprimer, stat~i [4, 5, 6] i kniga [9]. Dannye predstavleniØ i ih vetvlenie pri paraboliqeskih ograniqeniØh opisyva¸tsØ s pomow~¸ ves~ma netrivial~noæ konstrukcii.

Prostota vetvleniØ predstavleniæ grupp GL(n, q) pri paraboliqeskih ograniqeniØh – vaßnyæ fakt, predstavlØ¸wiæ samostoØtel~nyæ interes i, po-vidimomu, do sih por ne ime¸wiæ prostogo i Øsnogo dokazatel~stva. Vse izvestnye dokazatel~stva

Rabota vypolnena pri podderßke granta NX-4329.2006.1 dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol. 43

44 E. E. GOR˚QKO fftogo fakta tak ili inaqe ispol~zu¸t klassifikaci¸ vseh neprivodimyh predstavleniæ grupp GL(n, q). V to ße vremØ dlØ simmetriqeskih grupp S_n nezavisimoe dokazatel~stvo analogiqnogo utverßdeniØ suwestvuet, i ono pozvolØet razvit~ induktivnyæ podhod k teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp, kak ffto sdelano v [2].

Vaßnost~ paraboliqeskogo ograniqeniØ v teorii predstavleniæ grupp GL(n, q) imeet neskol~ko ob¨Øsneniæ. Kak izvestno, gruppa GL(n, q) est~ q-deformaciØ gruppy S_n, pofftomu estestvenno predpoloßit~, qto teoriØ predstavleniæ grupp GL(n, q) dolßna bazirovat~sØ na teorii predstavleniæ grupp S_n. �to predpoloßenie v opredelennom smysle opravdyvaetsØ, ved~ vetvlenie predstavleniæ grupp GL(n, q) pri paraboliqeskih ograniqeniØh estestvennym obrazom obobwaet vetvlenie predstavleniæ grupp S_n pri toßdestvennyh ograniqeniØh. Pomimo togo, opisanie paraboliqeskogo vetvleniØ predstavleniæ grupp

GL(n, q) pozvolØet pravil~no perenesti vs¸ fftu teori¸ na slu-

qaæ odnoæ vaßnoæ beskoneqnomernoæ nad F_q gruppy: req~ idœt o gruppe GLB(q), rassmatrivaemoæ v stat~e [1].

PredstavleniØ osnovnoæ serii gruppy GL(n, q) sut~ takie koneqnomernye kompleksnye neprivodimye predstavleniØ fftoæ gruppy, dlØ kotoryh prostranstvo vektorov, nepodvißnyh otnositel~no podgruppy B(n, q) verhnetreugol~nyh matric nad po-

lem Fq , ne ravno 0. PredstavleniØ osnovnoæ serii estestvennym

obrazom svØzany s algebroæ Gekke H(n, q). Algebra H(n, q) sostoit iz kompleksnyh funkciæ na gruppe GL(n, q), postoØnnyh na dvoænyh klassah smeßnosti gruppy GL(n, q) po podgruppe B(n, q).

Paraboliqeskoe vloßenie α_n meßdu gruppovymi algebrami

C [GL(n, q)] i C [GL(n + 1, q)] opredelØet vloßenie ~αn meßdu al-

gebrami Gekke H(n, q) i H(n + 1, q). Vloßenie ~α_n legko zadaetsØ s pomow~¸ special~nyh obrazu¸wih algebry H(n, q). Izvestno (sm., naprimer, [8]), qto algebra Gekke imeet sledu¸wee zadanie obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi: H(n + 1, q) =<τ_1, . . . , τ_n | τ_iτ_j = τ_jτ_i, |i − j| > 2, τ_iτ_{i+1}τ_i = τ_{i+1}τ_iτ_{i+1}, τ^2_i = q + (q − 1) τ_i > .

DlØ kaßdogo i ∈ {1, . . . , n − 1} vloßenie ~α_n otobraßaet i-¸ obrazu¸wu¸ algebry H(n, q) v τ_i – i-¸ obrazu¸wu¸ algebry

H(n + 1, q). Znaqit, vloßenie ~α_n ustanavlivaet izomorfizm me-

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 45 ßdu algebroæ H(n, q) i podalgebroæ v H(n + 1, q), poroßdennoæ fflementami τ_1, . . . , τ_{n−1}. Ots¸da sleduet, qto my moßem otoßdestvit~ H(n, q) s dannoæ podalgebroæ v H(n + 1, q), a vloßenie

~α_n – s toßdestvennym vloßeniem. Posle takih otoßdestvleniæ

moßno rassmatrivat~ ograniqenie koneqnomernyh kompleksnyh predstavleniæ algebry H(n + 1, q) na podalgebru H(n, q).

V razdele 3 fftoæ stat~i stroitsØ nebol~xaØ obwaØ teoriØ, svØzyva¸waØ vloßeniØ algebr, idempotenty v nih i predstavleniØ fftih algebr. Ispol~zuØ fftu teori¸ i zamknutost~ osnovnoæ serii predstavleniæ grupp GL(n, q) pri paraboliqeskih ograniqeniØh (ffto izvestnyæ fakt, no ssylki na ego fflementarnoe obosnovanie, veroØtno, net, pofftomu v razdele 4 dan ffskiz dokazatel~stva fftogo utverßdeniØ), prostotu vetvleniØ osnovnoæ serii predstavleniæ grupp GL(n, q) pri paraboliqeskih ograniqeniØh moßno svesti k prostote vetvleniØ predstavleniæ algebr

H(n, q), qto i sdelano v razdele 5. Takim obrazom, osnovnoæ re-

zul~tat dannoæ raboty sleduet iz togo, qto predstavleniØ algebry Gekke H(n + 1, q) ime¸t prostoe vetvlenie pri ograniqenii na podalgebru H(n, q).

�to utverßdenie dokazyvaetsØ v razdele 6 s pomow~¸ idei, voshodØweæ k [3]. �ta ideØ sostoit v tom, qto nekotorye svoæstva vetvleniØ predstavleniæ formuliru¸tsØ v terminah special~- no podobrannyh algebr. V qastnosti, imeet mesto sledu¸wiæ kriteriæ (sm. [2]): prostota vetvleniØ predstavleniæ poluprostoæ algebry pri ograniqenii na ee poluprostu¸ podalgebru ravnosil~na tomu, qto centralizator vtoroæ algebry v pervoæ kommutativen. Znaqit, nußno proverit~ kommutativnost~ centralizatora algebr Gekke Z(H(n, q), H(n + 1, q)). �tot fakt ØvlØetsØ q-analogom klassiqeskogo utverßdeniØ o kommutativnosti centralizatora gruppovyh algebr simmetriqeskih grupp

Z(C [Sn ], C [Sn+1 ]); ego dokazatel~stvo opiraetsØ na vspomogatel~-

nu¸ kombinatornu¸ teori¸.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ A. M. Verxiku za postanovku zadaqi i poleznye obsußdeniØ v processe ee rexeniØ.

2. Osnovnye oboznaqeniØ i opredeleniØ

V fftom razdele da¸tsØ opredeleniØ osnovnyh izuqaemyh ob¨- ektov i vvodØtsØ oboznaqeniØ, s kotorymi nam budet udobno rabotat~.

46 E. E. GOR˚QKO

Primem sledu¸wie soglaxeniØ: vs¸du v fftoæ stat~e “algebra” est~ koneqnomernaØ kompleksnaØ associativnaØ algebra s ediniceæ, “vloßenie algebr” est~ vloßenie vektornyh prostranstv, sohranØ¸wee umnoßenie, no, vozmoßno, ne sohranØ¸- wee edinicu, vse voznika¸wie predstavleniØ algebr ili grupp sut~ koneqnomernye kompleksnye predstavleniØ.

Pust~ A – algebra, π – predstavlenie algebry A. Qerez V^π oboznaqim prostranstvo predstavleniØ π – levyæ A-modul~, qerez dim π = dim V^π – razmernost~ predstavleniØ π.

V dal~neæxem nam budet udobno rabotat~ ne s konkretnymi predstavleniØmi algebry A, a s klassami ffkvivalentnosti predstavleniæ fftoæ algebry (t.e. s klassami izomorfizma levyh A-moduleæ). Tem ne menee mnogie konstrukcii, svØzannye s predstavleniØmi, my budem opredelØt~ v terminah individual~nyh predstavleniæ. �ti postroeniØ budut podrazumevat~ to, qto formal~no my rabotaem s klassami ffkvivalentnyh predstavleniæ, no dlØ uproweniØ zapisi rassmatrivaem ih konkretnyh predstaviteleæ.

Opredelenie 1. Monoid predstavleniæ R(A) algebry A – kommu-

tativnyæ monoid, obrazovannyæ klassami ffkvivalentnosti predstavleniæ fftoæ algebry otnositel~no operacii prØmoæ summy predstavleniæ.

�to opredelenie korrektno iz-za togo, qto pri zamene v prØmoæ summe predstavleniæ prØmyh slagaemyh na ffkvivalentnye poluqaetsØ predstavlenie, ffkvivalentnoe ishodnoæ prØmoæ summe. V dal~neæxem analogiqnye proverki budut stol~ ße trivial~ny, pofftomu my budem ih opuskat~.

Opredelenie 2. Spektr σ(A) algebry A – mnoßestvo klassov

ffkvivalentnosti neprivodimyh predstavleniæ fftoæ algebry.

Pust~ A – poluprostaØ algebra (naprimer, A = C [G] – gruppovaØ algebra koneqnoæ gruppy G – poluprostaØ algebra po teoreme Maxke). ˚sno, qto togda monoid predstavleniæ R(A) algebry A – svobodnyæ kommutativnyæ monoid s bazisom σ(A).

Pust~ A i B – algebry, α: B → A – vloßenie algebr, a π – predstavlenie algebry A.

V prostranstve V^π rassmotrim podprostranstvo Im π(α(1));

π(α(1)) – idempotent v algebre ffndomorfizmov prostranstva V^π ,

pofftomu ffto podprostranstvo sovpadaet s {v ∈ V^π | π(α(1))v = v}.

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 47 Ots¸da sleduet, qto Im π(α(1)) – π(α(B))-invariantnoe podprostranstvo v V^π, a takße qto π(α(1))|_{Im π(α(1))→Im π(α(1))} = id.

Opredelenie 3. Gomomorfizm ograniqeniØ predstavleniæ rα me-

ßdu monoidami predstavleniæ R(A) i R(B) opredelØetsØ tak: r_α: π −→ r_α(π): b −→ π(α(b))|_{Im π(α(1))→Im π(α(1))}. Kak bylo dokazano vyxe, r_α(π) – predstavlenie algebry B.

Legko videt~, qto r_α sohranØet prØmye summy predstavleniæ, pofftomu r_α – gomomorfizm monoidov. Esli α sohranØet edinicu, to π(α(1)) = id i r_α(π) = π ∘ α.

Pust~ n – celoe neotricatel~noe, a q – primarnoe qislo. Qerez G_n oboznaqim polnu¸ lineænu¸ gruppu GL(n, q), a qerez B_n – borelevsku¸ podgruppu B(n, q) v fftoæ gruppe. Qerez

A_n oboznaqim gruppovu¸ algebru C [G_n ] gruppy G_n; predstavle-

niØ gruppy G_n i algebry A_n budut estestvennym obrazom otoßdestvlØt~sØ. Qerez H_n oboznaqim algebru Gekke H(n, q) – ffto algebra kompleksnyh funkciæ na gruppe G_n, postoØnnyh na dvoænyh klassah smeßnosti G_n po B_n.

Pust~ α_n: A_n → A_{n+1} – paraboliqeskoe vloßenie. Togda paraboliqeskoe ograniqenie predstavleniæ r_{n+1}: R(A_{n+1}) → R(A_n) – ffto gomomorfizm ograniqeniØ predstavleniæ r_α pri α = α_n.

3. VloßeniØ algebr, idempotenty v nih i predstavleniØ fftih algebr

Pust~ A – algebra, e – idempotent v A.

Rassmotrim algebru eAe = {eae | a ∈ A} (edinica fftoæ algebry est~ e) i vloßenie algebr eAe → A, ne sohranØ¸wee edinicu, esli e ≠ 1.

Opredelenie 4. Gomomorfizm e-ograniqeniØ predstavleniæ r^e –

gomomorfizm ograniqeniØ predstavleniæ r_α pri α = eAe → A.

Opredelenie 5. Opredelim e-spektr σ^e(A) algebry A tak: σ^e(A) = {π ∈ σ(A) | r^e(π) ≠ 0} = {π ∈ σ(A) | π(e) ≠ 0}. Opredelenie 6. Opredelim e-monoid predstavleniæ R^e(A) alge-

bry A kak podmonoid v monoide predstavleniæ R(A), poroßdennyæ mnoßestvom σ^e(A).

48 E. E. GOR˚QKO

Pust~ A i B – algebry, α: B → A – vloßenie algebr, a e_A i

e_B – idempotenty v A i B sootvetstvenno. Budem ispol~zovat~

dopolnitel~nye oboznaqeniØ: ~A = e_AAe_A i ~B = e_BBe_B . Opredelenie 7. ProekciØ ~α:^~B −→^~A vloßeniØ algebr α oprede-

lØetsØ tak: ~α: ~b −→ e_Aα(~b)e_A. Predloßenie 1. Pust~ algebry A i B, vloßenie α i idempo-

tenty e_A i e_B udovletvorØ¸t sledu¸wim dvum dopolnitel~nym usloviØm:

(Cond1) e_A = zα(e_B) dlØ nekotorogo central~nogo idempotenta z ∈ A; (Cond2) dlØ l¸bogo b ∈ B imeet mesto implikaciØ zα(b) = 0 =⇒ α(b) = 0.

Togda proekciØ ~α – vloßenie algebr, sohranØ¸wee edinicu. �to utverßdenie dokazyvaetsØ s pomow~¸ neposredstvennoæ proverki. Ono pozvolØet v predpoloßenii usloviæ (Cond1) i (Cond2) korrektno opredelit~ gomomorfizm ograniqeniØ predstavleniæ r_{eα}: R( ~A) → R( ~B).

V silu togo, qto vloßenie ~α sohranØet edinicu, dlØ l¸bogo ~π ∈ R( ~A) verno, qto re_α(~π) = ~π ∘ ~α. Teorema 1. V predpoloßenii usloviæ (Cond1) i (Cond2) utver-

ßdaetsØ, qto sledu¸waØ diagramma, sostavlennaØ iz monoidov i gomomorfizmov meßdu nimi, kommutativna: R^{eA} (A)^{rα}−−−−→ R(B) r^{eA} r^{eB} R( ~A)^re^α−−−−→ R( ~B). Dokazatel~stvo. Nußno dokazat~, qto dlØ vsØkogo π ∈ R^{eA} (A)

r^{eB} (r_α(π)) = re_α(r^{eA} (π)).

Monoid R^{eA} (A) poroßden mnoßestvom σ^{eA} (A), pofftomu dannoe ravenstvo dostatoqno proverit~ tol~ko dlØ fflementov fftogo mnoßestva.

Pust~ π ∈ σ^{eA} (A); oboznaqim ρ = r_α(π) ∈ R(B) i ~π = r^{eA} (π) ∈

R( ~A). Togda nußno dokazat~, qto r^{eB} (ρ) = re_α(~π).

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 49 Zafiksiruem ~b ∈ ~B; togda r^{eB} (ρ)(~b) = ρ(~b)|_{Im ρ(eB)→Im ρ(eB )}.

Po opredeleni¸, ρ(e_B) = π(α(e_B ))|_{Im π(α(1))→Im π(α(1))}. ˚sno, qto

π(α(e_B)) Im π(α(1)) = Im π(α(e_B)), pofftomu Im ρ(e_B ) = Im π(α(e_B)) 6 Im π(α(1)). Ots¸da poluqaem, qto r^{eB} (ρ)(~b) = ρ(~b)|_{Im π(α(eB))→Im π(α(eB))} = = (π(α(~b))|_{Im π(α(1))→Im π(α(1))})|_{Im π(α(eB))→Im π(α(eB))} = = π(α(~b))|_{Im π(α(eB))→Im π(α(eB))}. Teper~ rassmotrim predstavlenie r_{eα}(~π). Naædem znaqenie fftogo predstavleniØ na fflemente ~b ∈ ~B: re_α(~π)(~b) = ~π(~α(~b)) = π(~α(~b))|_{Im π(eA)→Im π(eA )} = = π(z)π(α(~b))|_{Im π(z)π(α(eB))→Im π(z)π(α(eB ))}. Poslednee iz fftih ravenstv imeet mesto v silu usloviØ (Cond1) i formuly ~α(~b) = zα(~b), kotoraØ sleduet iz fftogo usloviØ: ~α(~b) = e_Aα(~b)e_A = zα(e_B)α(~b)α(e_B)z = zα(e_B~be_B)z = zα(~b). �lement z v algebre A – central~nyæ idempotent, π – neprivodimoe predstavlenie fftoæ algebry, pofftomu po lemme Xura

π(z) est~ ili 0, ili toßdestvennyæ operator. Pri fftom esli π(z) = 0, to π(e_A) = π(zα(e_B )) = π(z)π(α(e_B )) = 0, no ffto pro-

tivoreqit tomu, qto π – fflement e_A-spektra σ^{eA} (A) algebry A. Ots¸da sleduet, qto π(z) = id, pofftomu poluqennye ranee vyraßeniØ dlØ r^{eB} (ρ)(~b) i r_{eα}(~π)(~b) sovpada¸t pri vseh ~b ∈ ~B, znaqit,

r^{eB} (ρ) = re_α(~π), qto i trebovalos~ dokazat~. �

4. Zamknutost~ osnovnoæ serii Pust~ n – celoe neotricatel~noe, a q – primarnoe qislo. Rassmotrim e_n =^1_{|Bn|} ∑ b∈B_n b – idempotent v algebre A_n. ˚sno,

qto dlØ vsØkogo π – predstavleniØ algebry A_n – Im π(e_n) sovpadaet s prostranstvom {v ∈ V^π | ∀b ∈ B_n (π(b)v = v)}. Pofftomu predstavleniØ osnovnoæ serii gruppy G_n sut~ v toqnosti takie ee predstavleniØ, klassy ffkvivalentnosti kotoryh prinadleßat

e_n-spektru σ^{en} (A_n) algebry A_n.

50 E. E. GOR˚QKO

Opredelenie 8. Flagovoe mnogoobrazie Fn est~ mnoßestvo

F_n = {(V_0, V_1, . . . , V_n) | 0 = V_0 < V_1 < . . . < V_n = (F_q )^n}.

�lementy mnoßestva F_n nazyva¸tsØ flagami v (F_q )^n.

Gruppa G_n estestvennym obrazom deæstvuet na flagovom mnogoobrazii F_n. Legko videt~, qto ffto deæstvie tranzitivno. Opredelenie 9. Flagovoe predstavlenie ϕn est~ predstavlenie

gruppy G_n v prostranstve C^{Fn} kompleksnyh funkciæ na flagovom mnogoobrazii F_n, poluqennoe prodolßeniem po lineænosti deæstviØ gruppy G_n na F_n.

Sledu¸wee utverßdenie legko dokazyvaetsØ s pomow~¸ fflementarnoæ teorii predstavleniæ, pofftomu ego dokazatel~stvo opuskaetsØ.

Predloßenie 2. Flagovoe predstavlenie ϕn (toqnee, klass ffkvi-

valentnosti predstavleniØ ϕ_n) prinadleßit e_n-monoidu predstavleniæ R^{en} (A_n) algebry A_n, priqem razloßenie ϕ_n na neprivodimye predstavleniØ imeet vid

ϕ_n = ∑ π∈σ^{en} (A_n) dim r^{en} (π)π. Niße daetsØ ffskiz dokazatel~stva teoremy o zamknutosti osnovnoæ serii predstavleniæ grupp G_n pri paraboliqeskih ograniqeniØh. �ta teorema utverßdaet, qto dlØ vsØkogo qisla

n ∈ N predstavleniØ osnovnoæ serii gruppy Gn (t.e. fflemen-

ty mnoßestva σ^{en} (A_n)) pri paraboliqeskom ograniqenii perehodØt v takie predstavleniØ gruppy G_{n−1}, v razloßenii kotoryh na neprivodimye predstavleniØ uqastvu¸t tol~ko predstavleniØ osnovnoæ serii gruppy G_{n−1} (t.e. v fflementy monoida

R^{en−1} (A_{n−1})). V terminah monoidov predstavleniæ teorema o za-

mknutosti imeet sledu¸wu¸ prostu¸ formulirovku. Teorema 2. rn(R^{en} (An)) 6 R^{en−1} (An−1).

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto paraboliqeskoe ograniqenie

r_n(ϕ_n) flagovogo predstavleniØ ϕ_n algebry A_n prinadleßit R^{en−1} (A_{n−1}). Predstavlenie ϕ_n est~ summa s nenulevymi krat-

nostØmi vseh predstavleniæ osnovnoæ serii gruppy G_n, pofftomu ots¸da budet sledovat~, qto paraboliqeskie ograniqeniØ fftih predstavleniæ takße prinadleßat R^{en−1} (A_{n−1}).

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 51 Ispol~zuØ nesloßnye soobraßeniØ iz geometrii prostranstv

nad Fq , moßno dokazat~, qto dim rn(ϕn) = n dim ϕn−1. Pri pomowi

fftogo ravenstva niße dokazyvaetsØ, qto r_n(ϕ_n) = nϕ_{n−1}.

Poloßim V^0_n = (F_q )^n; esli v ∈ V^0_n , qerez v_n oboznaqim n-¸ koordinatu vektora v; i pust~ V^0_{n−1} = {v ∈ V^0_n | v_n = 0} – (n − 1)- mernoe podprostranstvo v V^0_n .

Pust~ i – natural~noe qislo ot 1 do n, d = (U_0 , . . . , U_{n−1}) – flag v prostranstve V^0_{n−1}, a v – vektor iz V^0_n \ V^0_{n−1}. Opredelim uporØdoqennyæ nabor iz n podprostranstv v V^0_n : f_v (i, d) = (U_0, . . . , U_i, U_i+ < v >, U_{i+1}+ < v >, . . . , U_{n−1}+ < v >). Legko pro- verit~, qto f_v(i, d) – flag v prostranstve V^0_n . Rassmotrim formal~nu¸ summu s(i, d) = ∑ v∈V 0_n \V 0_{n−}1 f_v(i, d) ∈ C^{Fn} . Legko proverØet-

sØ, qto operator ϕ_n(α_{n−1}(g)) deæstvuet na vektor s(i, d) tak: ϕ_n(α_{n−1}(g))s(i, d) = s(i, gd) = s(i, ϕ_{n−1}(g)d). Vektory s(i, d), (i, d) ∈ {1, . . . , n} × F_{n−1}, lineæno nezavisimy, pofftomu kaßdoe iz podprostranstv S_i =< s(i, d) | d ∈ F_{n−1} >,

i = 1, . . . , n, v C^{Fn} imeet razmernost~ |F_{n−1}|, a ih summa – prØmaØ.

Pust~ S = ⨁_n i=1 S_i; togda dim S = n|F_{n−1}| = n dim ϕ_{n−1}. Iz polu-

qennoæ formuly vidno, qto ograniqenie operatora ϕ_n(α_{n−1}(1)) na S est~ toßdestvennyæ operator, pofftomu S 6 Im ϕ_n(α_{n−1}(1)) =

V^{rn (ϕn)} . Ravenstvo dim r_n(ϕ_n) = n dim ϕ_{n−1} oznaqaet, qto razmer-

nosti fftih prostranstv sovpada¸t, znaqit, S est~ v toqnosti prostranstvo V^{rn (ϕn)} predstavleniØ r_n(ϕ_n). Ots¸da S = V^{rn (ϕn)} est~ prØmaØ summa n podprostranstv S_1, . . . , S_n, v kaßdom iz kotoryh algebra ϕ_n(α_{n−1}(A_{n−1})) deæstvuet tak ße, kak algebra

ϕ_{n−1}(A_{n−1}) – v prostranstve C^{Fn−1} = V^{ϕn−1} . Itak, r_n(ϕ_n) = nϕ_{n−1} ∈ R^{en−1} (A_{n−1}), i teorema dokazana. �

5. Algebry Gekke

Pust~ G – koneqnaØ gruppa, B – podgruppa v G, e =^1_{|B|} ∑ b∈B b – idempotent v algebre A = C [G].

V takoæ situacii trivial~nym obrazom proverØetsØ, qto algebra eAe est~ v toqnosti algebra C [B\G/B] funkciæ na gruppe G, postoØnnyh na dvoænyh klassah smeßnosti G po B. Krome togo, algebra A poluprosta, pofftomu, kak legko videt~, algebra

eAe = C [B\G/B] takße poluprosta.

52 E. E. GOR˚QKO

DlØ n ∈ N rassmotrim algebry A = A_n i B = A_{n−1}, paraboliqeskoe vloßenie α_{n−1}: A_{n−1} → A_n, a takße idempotenty e_A = e_n i e_B = e_{n−1} v A_n i A_{n−1} sootvetstvenno. Soglasno sdelannomu vyxe zameqani¸, ~A = H_n i ~B = H_{n−1} – poluprostye algebry (pervaØ iz nih sovpadaet s e_nA_ne_n = C [B_n \G_n/B_n], a vtoraØ – s e_{n−1}A_{n−1}e_{n−1} = C [B_{n−1} \G_{n−1}/B_{n−1}]). Opredelenie 10. ProekciØ ~αn−1 vloßeniØ algebr αn−1 – ffto

proekciØ ~α pri α = α_{n−1}.

Predloßenie 3. ~αn−1 – vloßenie algebr, sohranØ¸wee edinicu.

Po predloßeni¸ 1 ffto utverßdenie sleduet iz togo, qto algebry A_n i A_{n−1}, vloßenie α_{n−1} i idempotenty e_n i e_{n−1} udovletvorØ¸t usloviØm (Cond1) i (Cond2). �lement z ∈ A_n opredelØetsØ kak usrednennaØ summa skalØrnyh matric iz gruppy G_n. Proverka fftih usloviæ poqti trivial~na, pofftomu dokazatel~- stvo fftogo utverßdeniØ opuskaetsØ.

�tot fakt pozvolØet korrektno opredelit~ gomomorfizm ograniqeniØ predstavleniæ r_{eαn−1} : R(H_n) → R(H_{n−1}). Oboznaqim fftot gomomorfizm qerez ~r_n. Rassmotrim gomomorfizm paraboliqeskogo ograniqeniØ predstavleniæ r_n: R(A_n) → R(A_{n−1}). Po teoreme 2 fftot gomomorfizm perevodit monoid R^{en} (A_n) v monoid R^{en−1} (A_{n−1}), pofftomu moßno rassmotret~ ego sußenie

r_n: R^{en} (A_n) → R^{en−1} (A_{n−1}). V silu usloviæ (Cond1) i (Cond2),

po teoreme 1 poluqaem kommutativnost~ diagrammy R^{en} (A_n)^{rn}−−−−→ R^{en−1} (A_{n−1}) r^{en} r^{en−1} R(H_n) e^{rn}−−−−→ R(H_{n−1}). Iz kommutativnosti fftoæ diagrammy legko poluqit~ sledu¸- wiæ fakt.

Predloßenie 4. Prostota vetvleniØ osnovnoæ serii predsta-

vleniæ grupp G_n pri ograniqeniØh predstavleniæ r_n sleduet iz prostoty vetvleniØ predstavleniæ algebr H_n pri ograniqeniØh predstavleniæ ~r_n.

Itak, my sveli zadaqu o prostote vetvleniØ osnovnoæ serii predstavleniæ polnyh lineænyh grupp G_n = GL(n, q) k zadaqe o prostote vetvleniØ predstavleniæ algebr Gekke H_n = H(n, q).

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 53

Predloßenie 5. DlØ g ∈ Gn−1 qerez^~Bn−1 budem oboznaqat~ dvoæ-

noæ klass smeßnosti B_{n−1}gB_{n−1} ∈ B_{n−1}\G_{n−1}/B_{n−1}, a qerez ~B_n – dvoænoæ klass smeßnosti B_n ( g 0 0 1 ) B_n ∈ B_n\G_n/B_n. Imeet mesto ravenstvo ~α_{n−1} ( 1 |B_{n−1}| ∑ e_{b∈} e_{Bn−1} ~b) = 1 |B_n| ∑ e_{b∈} e_{Bn} ~b. �ta formula proverØetsØ s pomow~¸ prØmogo vyqisleniØ. Niße formuliruetsØ teorema o razloßenii Br¸a, ustanavliva¸waØ biekci¸ meßdu simmetriqeskoæ gruppoæ S_n i mnoßestvom B_n\G_n/B_n dvoænyh klassov smeßnosti G_n po B_n.

DlØ π ∈ S_n oboznaqim qerez ~π ∈ G_n matricu perestanovki π. Opredelenie 11. Kletka Br¸a, sootvetstvu¸waØ perestanovke

π ∈ S_n, est~ dvoænoæ klass smeßnosti B_n ~πB_n.

Opredelenie 12. Mnoßestvo inversiæ inv(π) perestanovki π ∈

S_n opredelØetsØ tak: inv(π) = {(i, j) ∈ {1, 2, . . . , n}^2 | (i < j) & (π(i) > π(j))}. Opredelenie 13. Dlina l(π) perestanovki π ∈ Sn est~ |inv(π)|.

Teorema o razloßenii Br¸a utverßdaet, qto sootvetstvie

π → B_n~πB_n ØvlØetsØ biekcieæ meßdu S_n i B_n\G_n/B_n. Pri fftom

porØdok kletki Br¸a B_n~πB_n, π ∈ S_n, est~ q^{l(π)} |B_n|. Opredelenie 14. Opredelim otobraßenie τ meßdu Sn i Hn: τ : π −→ 1 |B_n| ∑ e_{b∈Bn} e_{πBn} ~b. Po teoreme o razloßenii Br¸a τ (S_n) – bazis algebry H_n. Po predloßeni¸ 5 bazis algebry ~α_{n−1}(H_{n−1}) sostoit iz takih τ (π), π ∈ S_n, qto π – perestanovka, ostavlØ¸waØ na meste qislo n. Otoßdestvim takie perestanovki s sootvetstvu¸wimi perestanovkami iz gruppy S_{n−1}, togda algebra H_{n−1} budet otoßdestvlena s podalgebroæ v H_n s bazisom τ (S_{n−1}), a vloßenie

~α_{n−1} – s toßdestvennym vloßeniem H_{n−1} → H_n; pofftomu dlØ

l¸bogo ~π ∈ R(H_n) imeet mesto ravenstvo ~r_n(~π) = ~π|_{Hn−1} .

54 E. E. GOR˚QKO

Opredelenie 15. Opredelim antiinvol¸ci¸^{op} v algebre Hn: ~a = ∑ g∈G_n ~a_gg −→ ~a^{op} = ∑ g∈G_n ~a_gg^{−1}. Korrektnost~ fftogo opredeleniØ legko proverØetsØ. Pust~ p ∈ H_n, π ∈ S_n; oboznaqim qerez p_π kofffficient pered

τ (π) v razloßenii fflementa p po bazisu τ (S_n). Togda vypolneno

ravenstvo p = ∑ π∈S_n p_πτ (π). Opredelenie 16. Opredelim skalØrnoe proizvedenie ⟨·, ·⟩ v Hn: (p, r) −→ ⟨p, r⟩ = ∑ π∈S_n p_πr_π. Pust~ i ∈ {1, . . . , n − 1}, π ∈ S_n; oboznaqim qerez σ_i fundamental~nu¸ transpozici¸ (i i + 1). Imeet mesto al~ternativa: ili (i, i + 1) /∈ inv(π) i l(πσ_i) − l(π) = 1, ili (i, i + 1) ∈ inv(π) i

l(πσ_i)−l(π) = −1. Ots¸da sleduet, qto raznost~ l(πσ_i)−l(π) moßet

byt~ ravna tol~ko 1 ili −1. Zametim takße, qto esli (i, i + 1) ∈

inv(π), to l(σ_iπσ_i) = l(σ_iπ^{−1}σ_i) 6 l(σ_iπ^{−1})+1 = l(πσ_i)+1 = l(π). Im-

plikaciØ (i, i + 1) ∈ inv(π) =⇒ l(σ_iπσ_i) 6 l(π), kotoru¸ my tol~ko qto dokazali, budet ispol~zovana pozdnee.

Sledu¸wiæ fakt legko vyvoditsØ iz sootnoxeniØ (sm. [7])

τ (π)τ (σ_i) = { τ (πσ_i), esli l(πσ_i) − l(π) = 1, qτ (πσ_i) + (q − 1)τ (π), esli l(πσ_i) − l(π) = −1. Predloßenie 6. DlØ vseh p ∈ Hn, i ∈ {1, . . . , n − 1} i ρ ∈ Sn

vypolneny ravenstva ⟨pτ (σ_i), τ (ρ)⟩ = { qp_{ρσi} , esli l(ρσ_i) − l(ρ) = 1, p_{ρσi} + (q − 1)p_ρ, esli l(ρσ_i) − l(ρ) = −1; ⟨τ (σ_i)p, τ (ρ)⟩ = { qp_{σi ρ}, esli l(σ_iρ) − l(ρ) = 1, p_{σi ρ} + (q − 1)p_ρ, esli l(σ_iρ) − l(ρ) = −1.

6. Prostota vetvleniØ

Naxe dokazatel~stvo teoremy o prostote vetvleniØ predstavleniæ algebr Gekke H(n, q) (i, kak sledstvie, osnovnogo utverßdeniØ stat~i) opiraetsØ na izloßennu¸ niße vspomogatel~nu¸ kombinatornu¸ teori¸.

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 55

Opredelenie 17. Opredelim otnoxenie predporØdka < na sim-

metriqeskoæ gruppe S_n. Pust~ ρ, ~ρ ∈ S_n. Budem polagat~, qto ρ < ~ρ, esli i tol~ko esli dlØ nekotorogo qisla r ∈ N_0 naædutsØ takie fundamental~nye transpozicii σ_{i1} , σ_{i2}, . . . , σ_{ir} , prinadleßawie podgruppe S_{n−1} v S_n, qto,

polagaØ ρ = ρ_0, σ_{i1}ρ_0σ_{i1} = ρ_1, σ_{i2}ρ_1σ_{i2} = ρ_2, . . . , σ_{ir} ρ_{r−1}σ_{ir} = ρ_r , imeem ρ_r = ~ρ i l(ρ) = l(ρ_0) > l(ρ_1 ) > l(ρ_2 ) > . . . > l(ρ_r ) = l(~ρ).

Opredelenie 18. Opredelim otnoxenie ffkvivalentnosti ∼ na

simmetriqeskoæ gruppe S_n. Pust~ ρ, ~ρ ∈ S_n. Budem polagat~, qto ρ ∼ ~ρ, esli i tol~ko esli dlØ nekotorogo qisla r ∈ N_0 naædutsØ takie fundamental~nye transpozicii σ_{i1}, σ_{i2} , . . . , σ_{ir} , prinadleßawie podgruppe S_{n−1} v S_n, qto,

polagaØ ρ = ρ_0, σ_{i1}ρ_0σ_{i1} = ρ_1, σ_{i2}ρ_1σ_{i2} = ρ_2, . . . , σ_{ir} ρ_{r−1}σ_{ir} = ρ_r , imeem ρ_r = ~ρ i l(ρ) = l(ρ_0) = l(ρ_1 ) = l(ρ_2 ) = . . . = l(ρ_r ) = l(~ρ).

˚sno, qto dlØ vsØkih ρ, ~ρ ∈ S_n ρ ∼ ~ρ ⇐⇒ ρ < ~ρ & ~ρ < ρ ⇐⇒ ρ < ~ρ & l(ρ) = l(~ρ). Legko proverit~, qto ρ ∼ ~ρ ⇐⇒ ρ^{−1} ∼ ~ρ^{−1}.

Opredelenie 19. Perestanovka ρ ∈ Sn nazyvaetsØ uporØdoqennoæ

perestanovkoæ, esli ρ = (1 2 . . . i_1)(i_1 + 1 i_1 + 2 . . . i_1 + i_2) . . . (n − i_s + 1 n − i_s + 2 . . . n) dlØ s ∈ {0, . . . , n} i i_1, i_2, . . . , i_s ∈ {1, . . . , n}, takih, qto i_1 + i_2 + . . . + i_s = n.

Predloßenie 7. DlØ vsØkoæ perestanovki ρ ∈ Sn suwestvuet

takaØ uporØdoqennaØ perestanovka ~ρ ∈ S_n, qto ρ < ~ρ.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ indukcieæ po n. Esli n ∈

{0, 1}, to dokazyvat~ neqego. Dokaßem trebuemoe utverßdenie

dlØ n > 2, predpolagaØ, qto ono verno dlØ vseh qisel men~xe n. DlØ ρ ∈ S_n opredelim mnoßestvo M (ρ) i qislo m(ρ) tak: M (ρ) = {m ∈ {1, . . . , n − 1} | ∀i ∈ {m, . . . , n − 1} (ρ(i) = ρ(i + 1))}, m(ρ) = { min M (ρ), esli M (ρ) ≠ ?,

n, esli M (ρ) = ?.

Vospol~zuemsØ indukcieæ po m(ρ). ˚sno, qto esli m(ρ) = 1, to ρ = (1 2 . . . n) – uporØdoqennaØ perestanovka. Dokaßem

56 E. E. GOR˚QKO trebuemoe utverßdenie dlØ vseh ρ s m(ρ) = m > 2, predpolagaØ, qto ono verno dlØ vseh perestanovok ρ s m(ρ) men~xe m.

Itak, pust~ ρ ∈ S_n – takaØ perestanovka, qto m(ρ) = m. �to oznaqaet, qto ρ(m) = m + 1, . . . , ρ(n − 1) = n i ρ(m − 1) ≠ m. Ots¸- da poluqaem, qto ρ^{−1}(m) /∈ {m − 1, m, . . . , n − 1}. Takim obrazom, voznika¸t dva sluqaØ: libo ρ^{−1}(m) = n, libo ρ^{−1}(m) 6 m − 2. Razberem ffti sluqai.

Esli ρ^{−1}(m) = n, to ρ(n) = m, a ρ = ρ_0(m m + 1 . . . n), gde

ρ_0 – perestanovka, ostavlØ¸waØ na meste qisla m, . . . , n. Este-

stvennym obrazom otoßdestvim perestanovku ρ_0 s sootvetstvu- ¸weæ perestanovkoæ iz gruppy S_{m−1} ; togda po predpoloßeni¸ indukcii po n suwestvuet takaØ uporØdoqennaØ perestanovka

~ρ_0 ∈ S_{m−1} , qto ρ_0 < ~ρ_0. Po opredeleni¸ predporØdka < dlØ ne-

kotoryh fundamental~nyh transpoziciæ σ_{i1} , . . . , σ_{ir} ∈ S_{m−2} imeem: σ_{ir} . . . σ_{i1} ρ_0σ_{i1} . . . σ_{ir} = ~ρ_0. �lementy podgruppy S_{m−2} kommutiru¸t s (m m + 1 . . . n) v S_n, znaqit, σ_{ir} . . . σ_{i1} ρσ_{i1} . . . σ_{ir} =

~ρ_0(m m + 1 . . . n). ˚sno, qto uslovie nevozrastaniØ dlin

perestanovok, voznika¸wih posle kaßdogo soprØßeniØ fundamental~noæ transpozicieæ, takße vypolneno, pofftomu poluqaem, qto ρ < ~ρ_0(m m + 1 . . . n) = ~ρ, priqem ~ρ – uporØdoqennaØ perestanovka.

Teper~ rassmotrim vtoroæ sluqaæ: ρ^{−1}(m) 6 m − 2. Predpoloßim, qto ρ(ρ^{−1} (m) + 1) ∈ {m + 1, . . . , n}; togda ρ^{−1}(m) + 1 ∈

{m, . . . , n − 1}, qto protivoreqit tomu, qto ρ^{−1}(m) 6 m − 2. Ots¸-

da ρ(ρ^{−1} (m) + 1) 6 m = ρ(ρ^{−1} (m)), pofftomu (ρ^{−1}(m), ρ^{−1} (m) + 1) ∈

inv(ρ). Pol~zuØs~ implikacieæ, dokazannoæ pered predloßeni-

em 6, imeem l(σ_ρ−1_{(m)} ρσ_ρ−1_{(m)} ) 6 l(ρ). Ots¸da v silu togo, qto

σ_ρ−1_{(m)} ∈ S_{n−1}, poluqaem ρ < σ_ρ−1_{(m)} ρσ_ρ−1_{(m)} = ρ_1. Pri fftom (ρ_1)^{−1}(m) = σ_ρ−1_{(m)}ρ^{−1}σ_ρ−1_{(m)}(m) = ρ^{−1}(m) + 1, i, krome togo, (ρ_1)^{−1}(m + 1) = m, . . . , (ρ_1)^{−1}(n) = n − 1. ProdolßaØ deæstvo-

vat~ analogiqno, my poluqaem cepoqku ρ < ρ_1 < . . . < ρ_k, gde

k = m − 1 − ρ^{−1}(m). V fftoæ cepoqke dlØ vsØkogo j ∈ {1, . . . , k} (ρ_j )^{−1}(m) = ρ^{−1}(m) + j, a znaqeniØ (ρ_j )^{−1}(m + 1), . . . , (ρ_j)^{−1}(n)

ne zavisØt ot j i ravny m, . . . , n − 1 sootvetstvenno. PoslednØØ v fftoæ cepoqke perestanovka ρ_k udovletvorØet ravenstvam

(ρ_k)^{−1}(m) = m − 1, (ρ_k)^{−1}(m + 1) = m, . . . , (ρ_k)^{−1}(n) = n − 1. Ot-

s¸da m − 1 ∈ M (ρ_k), a m(ρ_k ) 6 m − 1, i, znaqit, k ρ_k moßno primenit~ predpoloßenie indukcii po m(ρ): suwestvuet takaØ uporØdoqennaØ perestanovka ~ρ_k ∈ S_n, qto ρ_k < ~ρ_k, – no togda i

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 57 ρ < ~ρk. � DlØ perestanovki ρ ∈ S_n qislo ciklov v ee ciklovoæ zapisi oboznaqim qerez s(ρ).

Opredelenie 20. Perestanovka ρ ∈ Sn – umen~xaemaØ pere-

stanovka, esli suwestvuet takaØ fundamental~naØ transpoziciØ σ_i ∈ S_{n−1}, qto imeet mesto neravenstvo l(ρ) > l(σ_iρσ_i).

Predloßenie 8. DlØ vsØkoæ perestanovki ρ ∈ Sn vypolneno ne-

ravenstvo l(ρ) > n − s(ρ). Pri fftom esli l(ρ) > n − s(ρ), to suwestvuet takaØ umen~xaemaØ perestanovka ~ρ ∈ S_n, qto ρ ∼ ~ρ; esli ße l(ρ) = n − s(ρ), to ρ ∼ ρ^{−1}.

Dokazatel~stvo. Po predloßeni¸ 7 suwestvuet takaØ uporØdoqennaØ perestanovka ~ρ ∈ S_n, qto ρ < ~ρ; togda l(ρ) > l(~ρ). Perestanovki ρ i ~ρ soprØßeny v S_n, znaqit, s(ρ) = s(~ρ). ˚sno, qto

l((1 2 . . . n)) = n − 1, pofftomu l(ρ) > l(~ρ) = n − s(~ρ) = n − s(ρ). Pri

fftom esli l(ρ) > n − s(ρ), to l(ρ) > l(~ρ), pofftomu v cepoqke perestanovok ρ_0, . . . , ρ_r, opredelØ¸wih otnoxenie predporØdka ρ < ~ρ, dolßna naætis~ takaØ perestanovka ρ_k, qto l(ρ) = l(ρ_0) = . . . =

l(ρ_k) i l(ρ_k) > l(ρ_{k+1}). Togda ρ_k – iskomaØ umen~xaemaØ peresta-

novka, ∼-ffkvivalentnaØ ρ.

Pust~ teper~ l(ρ) = n − s(ρ); togda ρ ∼ ~ρ, pofftomu ρ^{−1} ∼ ~ρ^{−1}. Dokaßem, qto ~ρ ∼ ~ρ^{−1}, togda trebuemoe utverßdenie takße budet dokazano.

Rassmotrim dlinnyæ cikl (1 2 . . . i_1) = ρ_1 kak fflement gruppy S_{i1} . V klasse soprØßennosti v fftoæ gruppe, sostoØwem iz dlinnyh ciklov, imeetsØ rovno odna uporØdoqennaØ perestanovka – ρ_1, ots¸da ρ^{−1}_1 < ρ_1, no l(ρ_1) = l(ρ^{−1}_1 ), znaqit, ρ_1 ∼ ρ^{−1}_1 . Analogiqno, ∼-ffkvivalentny s obratnymi cikly

(i_1 +. . .+i_{j−1}+1 i_1+. . .+i_{j−1}+2 . . . i_1+. . .+i_j ) = ρ_j , j = 1, . . . , s. Po

tem ße priqinam, qto i v dokazatel~stve pervogo sluqaØ v predloßenii 7, poluqaem, qto ukazannye ∼-ffkvivalentnosti opredelØ¸t global~nu¸ ∼-ffkvivalentnost~: ~ρ = ρ_1 . . . ρ_s ∼ ρ^{−1}_1 . . . ρ^{−1}_s =

ρ^{−1}_s . . . ρ^{−1}_1 = ~ρ^{−1}. �

Teorema 3. DlØ vsØkogo n ∈ N predstavleniØ algebry Gekke Hn

ime¸t prostoe vetvlenie pri ograniqenii na podalgebru H_{n−1}.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ ukazannym vo vvedenii kriteriem prostoty vetvleniØ predstavleniæ. Soglasno fftomu krite-

58 E. E. GOR˚QKO ri¸, nam trebuetsØ dokazat~, qto centralizator Z(H_{n−1}, H_n) =

{p ∈ H_n | ∀π ∈ S_{n−1} (pτ (π) = τ (π)p)} kommutativen.

Pust~ p ∈ H_n, i ∈ {1, . . . , n − 1}. Togda pτ (σ_i) = τ (σ_i)p, esli i tol~ko esli ⟨pτ (σ_i), τ (ρ)⟩ = ⟨τ (σ_i)p, τ (ρ)⟩ dlØ vsØkogo ρ ∈ S_n. Pri pomowi formul iz predloßeniØ 6 legko proverit~, qto ffto uslovie okazyvaetsØ ravnosil~nym sledu¸wemu uslovi¸:

p_ρ = qp_{σiρσi} +(1−q)p_{ρσi} , esli l(σ_iρσ_i)−l(ρ) = 2, p_{σiρσi} , esli l(σ_iρσ_i)−l(ρ) = 0, 1/q · p_{σi ρσi} +(1−1/q)p_{ρσi} , esli l(σ_iρσ_i)−l(ρ) = −2. (△)

Kommutativnost~ algebry Z(H_{n−1}, H_n) sleduet iz togo, qto kaßdyæ ee fflement p^{op}-samosoprØßen: p = p^{op}; deæstvitel~no, togda dlØ p_1, p_2 ∈ Z(H_{n−1}, H_n) p_1p_2 = p^{op}_1 p^{op}_2 = (p_2p_1)^{op} = p_2p_1. ˚sno, qto p = p^{op} ⇐⇒ ∀ρ ∈ S_n (p_ρ = p_ρ−1 ).

Pust~ p ∈ Z(H_{n−1}, H_n) i ρ ∈ S_n. Dokaßem, qto p_ρ = p_ρ−1 . Vospol~zuemsØ indukcieæ po l(ρ). Esli l(ρ) ∈ {0, 1}, to ρ = ρ^{−1}, pofftomu p_ρ = p_ρ−1 . Dokaßem trebuemoe utverßdenie dlØ vseh perestanovok ρ s l(ρ) = l > 2, predpolagaØ, qto ono verno dlØ vseh perestanovok ρ s l(ρ) men~xe l.

DlØ vsØkoæ fundamental~noæ transpozicii σ_i ∈ S_{n−1} verno, qto pτ (σ_i) = τ (σ_i)p. Ispol~zuØ uslovie (△), ots¸da poluqaem, qto esli l(ρ) = l(σ_iρσ_i), to p_ρ = p_{σi ρσi} ; znaqit, esli ρ_1 ∼ ρ_2, to

p_{ρ1} = p_{ρ2} . Vospol~zuemsØ predloßeniem 8: esli l = l(ρ) = n − s(ρ),

to ρ ∼ ρ^{−1}, pofftomu p_ρ = p_ρ−1 , i vse dokazano; esli ße l = l(ρ) >

n − s(ρ), to suwestvuet takaØ umen~xaemaØ perestanovka ~ρ ∈ S_n,

qto ρ ∼ ~ρ, togda p_ρ = p_{eρ} i p_ρ−1 = p_{eρ}−1 , znaqit, dokazyvaemoe utverßdenie ravnosil~no tomu, qto p_{eρ} = p_{eρ}−1 . ZamenØØ ρ na ~ρ, budem sqitat~, qto ishodnaØ perestanovka ρ – umen~xaemaØ, i dokaßem, qto p_ρ = p_ρ−1 . Po opredeleni¸, suwestvuet takaØ fundamental~naØ transpoziciØ σ_i ∈ S_{n−1}, qto l(ρ) > l(σ_iρσ_i). Ots¸da

l(σ_iρσ_i) − l = −2 i l(ρσ_i) = l − 1, pofftomu iz usloviØ (△) i pred-

poloßeniØ indukcii imeem p_ρ = 1/q · p_{σiρσi} + (1 − 1/q)p_{ρσi} = 1/q · p_{σiρ}−1_{σi} + (1 − 1/q)p_{σiρ}−1 . No odnovremenno l(ρ^{−1} ) − l(σ_iρ^{−1} σ_i) = l − l(σ_iρσ_i) = 2, pofftomu, soglasno uslovi¸ (△), poluqaem p_{σiρ}−1_{σi} = qp_ρ−1 + (1 − q)p_{σi ρ}−1 = q(p_ρ−1 − (1 − 1/q)p_{σiρ}−1 ).

PROSTOTA VETVLENI˚ PREDSTAVLENI` GL(n, q) 59 SobiraØ vmeste poluqennye ravenstva, my vidim, qto p_ρ = p_ρ−1 . �to zaverxaet dokazatel~stvo indukcionnogo perehoda i vseæ teoremy. �

Literatura

1. A. M. Verxik, S. V. Kerov, Ob odnoæ beskoneqnomernoæ gruppe nad koneqnym polem. — Funkc. anal. i ego pril. 32, No. 3 (1998), 3–10.

2. A. M. Verxik, A. ı. Okun~kov, Novyæ podhod k teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp. II. — Zap. nauqn. semin. POMI 307 (2004), 57–98.

3. I. M. Gel~fand, Sferiqeskie funkcii na simmetriqeskih rimanovyh prostranstvah. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 70, No. 1 (1950), 5–8.

4. S. I. Gel~fand, PredstavleniØ polnoæ lineænoæ gruppy nad koneqnym polem. — Mat. sb. 83, No. 1 (1970), 15–41.

5. D. K. Faddeev, Kompleksnye predstavleniØ polnoæ lineænoæ gruppy nad koneqnym polem. — Zap. nauq. semin. LOMI 46 (1974), 64–88.

6. J. A. Green, The characters of the finite general linear groups. — Trans. Amer.

Math. Soc. 80, No. 2 (1955), 402–447.

7. N. Iwahori, On the structure of a Hecke ring of a Chevalley group over a finite

field. — J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 10, Sec. I (1964), 215–236.

8. L. Solomon, The Bruhat decomposition, Tits system and Iwahori ring for the

monoid of matrices over a finite field. — Geom. Dedic. 36, No. 1 (1990), 15–49.

9. A. Zelevinsky, Representations of Finite Classical Groups. A Hopf Algebra Ap-

proach. Lect. Notes in Math. 869 (1981).

Goryachko E. E. The simplicity of branching of the principal series representations of the groups GL(n, q) under the parabolic restrictions.

We consider the parabolic restriction of representations of the group GL(n + 1, q) to the group GL(n, q). The branching of representations under this restriction is simple. We present a direct proof of this fact in the case of the so-called principal series representations. This statement is reduced to the commutativity of the centralizer of the Hecke algebras Z(H(n, q), H(n + 1, q)); we prove it using an auxiliary combinatorial theory.

Postupilo 25 maØ 2006 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: lipides@mail.ru