Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

A. �. Sergeev, A. V. ˚kovlev

GENERIRUıWIE MNOGOQLENY NAD POL˚MI HARAKTERISTIKI DVA DL˚ TRANZITIVNYH PODGRUPP GRUPPY S4

1. Vvedenie

Pust~ k – pole i G – koneqnaØ gruppa. Napomnim (sm. [2]), qto separabel~nyæ mnogoqlen g(x; t1, . . . , t_m) = x^n + a_n�1(t1, . . ., t_m)x^n�1 + . . . + a_1(t_1, . . . , t_m)x + a_0(t_1, . . . , t_m)

s kofffficientami iz polØ k(t_1, . . . , t_m) racional~nyh nad k funkciæ ot nezavisimyh peremennyh t_1, . . . , t_m nazyvaetsØ generiru¸- wim dlØ gruppy G nad k, esli vypolnØ¸tsØ usloviØ:

(1) Gruppa Galua mnogoqlena g (kak mnogoqlena ot x nad k(t1, . . . , t_m)) est~ G. (2) Esli K – beskoneqnoe pole, soderßawee k, i M/K – rasxirenie Galua s gruppoæ G, togda suwestvu¸t λ1, . . . , λ_m ∈ K, takie, qto M ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena g(x; λ_1, . . . , λ_m) nad K.

Problema postroeniØ generiru¸wih mnogoqlenov netrivial~na uße dlØ nebol~xih grupp; tak, dlØ cikliqeskoæ gruppy porØdka 8 nad polem racional~nyh qisel generiru¸wiæ mnogoqlen voobwe ne suwestvuet. Generiru¸wie mnogoqleny nad polem racional~nyh qisel Q postroeny dlØ mnogih grupp, v qastnosti, dlØ vseh tranzitivnyh podgrupp grupp S_4 i S_5 (sm. [3], [4]). Odnako, ispol~zovannye metody neprimenimy v sluqae poleæ harakteristiki 2.

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ postroenie generiru¸wih mnogoqlenov nad polØmi harakteristiki dva dlØ tranzitivnyh podgrupp gruppy S_4, a imenno, dlØ simmetriqeskoæ gruppy S_4, znakoperemennoæ gruppy A_4, diffdral~noæ gruppy D_4, necikliqeskoæ gruppy V_4 porØdka 4 (gruppy Kleæna) i cikliqeskoæ gruppy

Z4. My dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu. 247

248 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV

Teorema. Pust~ k – pole harakteristiki 2. Sledu¸wie mnogoqle-

ny ØvlØ¸tsØ generiru¸wimi nad k:

x4 + t1x3 + t2x2 + t3x + t4 – dlØ simmetriqeskoæ gruppy S4; x4 + (1 + t1)x2 + t1x + t1t2 + t2 – dlØ gruppy Kleæna V4; x4 + (1 + t1)x2 + t1x + t31 + t2 + t1t2 – dlØ cikliqeskoæ gruppy

Z4 porØdka 4;

x4 + (1 + t1)x2 + t1x + t2 – dlØ diffdral~noæ gruppy D4; x4 + (t21 + t1 + 1)x2 + (t21 + t1 + 1)x + t2(t21 + t1 + 1)2 – dlØ znakoperemennoæ gruppy A_4.

Zametim, qto pervye dva utverßdeniØ teoremy trivial~ny i spravedlivy dlØ l¸bogo osnovnogo polØ k (ne obØzatel~no ime- ¸wego harakteristiku 2). Obweizvestno, qto mnogoqlen obwego vida x^n + t_1x^n�^1 + . . . + t_n�_1x + t_n ØvlØetsØ generiru¸wim dlØ simmetriqeskoæ gruppy S_n dlØ l¸bogo n. Dalee, gruppa Galua mnogoqlena

x4 + (1 + t1)x2 + t1x + t1t2 + t2 = (x2 + x + t2)(x2 + x + t1 + t2)

nad polem k(t_1, t_2) ØvlØetsØ prØmym proizvedeniem grupp Galua somnoßiteleæ, a kaßdaØ iz fftih grupp – cikliqeskaØ gruppa porØdka 2. S drugoæ storony, esli pole K soderßit pole k i M/K – rasxirenie Galua s gruppoæ Galua V_4, to M ØvlØetsØ kompozitom dvuh kvadratiqnyh rasxireniæ M_1/K i M_2/K, kotorye dlØ poleæ l¸boæ harakteristiki, vkl¸qaØ 2, ØvlØ¸tsØ polØmi razloßeniØ mnogoqlenov x^2 + x + a_1, x^2 + x + a_2 pri nekotoryh a_1, a_2 ∈ K; takim obrazom, M – pole razloßeniØ mnogoqlena (x^2 + x + a_1)(x^2 + x + a_2) ∈ K[x], a fftot mnogoqlen predstavlØet soboæ specializaci¸ mnogoqlena (x^2 + x + t_2)(x^2 + x + t_1 + t_2) pri t1 = a2 − a1, t2 = a1.

Zameqanie. Generiru¸wiæ mnogoqlen dlØ necikliqeskoæ grup-

py porØdka 4, ukazannyæ vyxe, privodim i pofftomu, strogo govorØ, ne ØvlØetsØ generiru¸wim dlØ gruppy V_4 kak tranzitivnoæ podgruppy S_4. Odnako, ffto legko ispravlØetsØ: iskomym generiru¸wim mnogoqlenom budet takße minimal~nyæ mnogoqlen dlØ primitivnogo fflementa rasxireniØ. Esli α – koren~ mnogoqlena x^2 + x + t_2, a β – koren~ mnogoqlena x^2 + x + t_1 + t_2, to primitivnym fflementom rasxireniØ (k(t_1, t_2))(α, β) budet, naprimer, fflement αβ, a ego minimal~nym mnogoqlenom – neprivodimyæ mnogoqlen x^4 + x^3 + t_1x^2 + (t_1t_2 + t^2)x + t^2_1t^2 + t^4_2.

GENERIRUıWIE MNOGOQLENY 249 V sledu¸wih paragrafah budut dokazany ostal~nye utverßdeniØ teoremy (predloßeniØ 1, 2, 3).

2. Generiru¸wiæ mnogoqlen dlØ gruppy Z4

V sluqae, kogda char K = 0, izvestno, qto ne vsØkoe cikliqeskoe rasxirenie L/K stepeni p^f�^1 pogrußaemo v cikliqeskoe rasxirenie N/K stepeni p^f nad K. Naprotiv, esli K – pole harakteristiki p ≠ 0, to, kak pokazal Vitt [1], dlØ l¸bogo ffpimorfizma G → F koneqnyh p-grupp l¸boe rasxirenie Galua L/K s gruppoæ Galua F pogrußaetsØ v rasxirenie Galua s gruppoæ Galua G. Bolee togo, Vitt ukazal Øvnu¸ konstrukci¸, pozvolØ¸wu¸ stroit~ vse rasxireniØ N/K polØ K harakteristiki p ≠ 0 s cikliqeskoæ gruppoæ Galua porØdka p^f , soderßawie dannoe rasxirenie L/K stepeni p^f�^1.

Teorema (Vitt). Pust~ p – prostoe qislo, K – pole harakteri-

stiki p ≠ 0, L/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^f�^1 (f > 1), σ – poroßda¸wiæ fflement cikliqeskoæ gruppy Galua rasxireniØ L/K. Suwestvu¸t takie fflementy δ, γ ∈ L, qto Sp_{L/K} δ = 1, σ(γ) − γ = δ^p − δ. DlØ l¸bogo u ∈ K pole M , poluqennoe prisoedineniem k L kornØ θ uravneniØ x^p − x = u + γ, ØvlØetsØ rasxireniem Galua polØ K s cikliqeskoæ gruppoæ Galua porØdka p^f , i tak moßet byt~ poluqeno l¸boe cikliqeskoe rasxirenie stepeni p^f , soderßawee pole L.

Ots¸da srazu sleduet opisanie vseh cikliqeskih rasxireniæ stepeni 4 dlØ poleæ harakteristiki 2.

Lemma 1. Pust~ K – pole harakteristiki 2. Rasxirenie M/K

togda i tol~ko togda ØvlØetsØ cikliqeskim rasxireniem stepeni 4, kogda suwestvu¸t takie fflementy a, b ∈ K, qto mnogoqlen x2 + x + a neprivodim nad K, a M ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena f(x; a, b) = x^4 + (1 + a)x^2 + ax + a^3 + b^2 + ab.

Dokazatel~stvo. Pust~ a, b ∈ K i pust~ L ⊇ K – pole, polu-

qennoe prisoedineniem k K kornØ α mnogoqlena x^2 + x + a, a M – pole, poluqennoe prisoedineniem k L kornØ β mnogoqlena h(x) = x^2 + x + aα + b (byt~ moßet, L = K ili M = L). Pokaßem, qto pole M ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena

250 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV f(x; a, b) = x4 + (1 + a)x2 + ax + a3 + b2 + ab. Deæstvitel~no,

f(x; a, b) = x4 + (1 + a)x2 + ax + a3 + b2 + ab =

= x^4 + (1 + a)x^2 + ax + a^2(α^2 + α) + b^2 + ab

= (x^2 + x + aα + b)(x^2 + x + aα + a + b) = h(x)h_1(x),

gde qerez h_1(x) oboznaqen mnogoqlen x^2 + x + aα + a + b. Drugim kornem mnogoqlena h(x) ØvlØetsØ fflement β + 1 ∈ M , a kornØmi mnogoqlena h_1(x) slußat fflementy β + α, β + α + 1 ∈ M ; takim obrazom, M soderßit vse korni mnogoqlena f(x; a, b), a potomu i ego pole razloßeniØ. S drugoæ storony, pole razloßeniØ mnogoqlena f(x; a, b) soderßit ego korni β, α + β; sledovatel~no, ono soderßit pole (K(α))(β) = M .

Esli mnogoqlen x^2 + x + a neprivodim nad K, to pole L = K(α) ØvlØetsØ kvadratiqnym rasxireniem polØ K. Edinstvennyæ netoßdestvennyæ avtomorfizm σ fftogo rasxireniØ deæstvuet po pravilu: σ(α) = α + 1; pofftomu

Sp_{L/K} (α) = α + σα = α + α + 1 = 1, σ(aα) − (aα) = a = α^2 − α.

Po teoreme Vitta pole M , poluqennoe prisoedineniem k L kornØ mnogoqlena h(x) = x^2+x+aα+b, ØvlØetsØ dlØ polØ K cikliqeskim rasxireniem stepeni 4.

Obratno, pust~ M/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni 4. Oboznaqim qerez L edinstvennoe kvadratiqnoe rasxirenie polØ K, soderßaweesØ v M ; kak i dlØ l¸bogo kvadratiqnogo rasxireniØ polØ harakteristiki 2, naædetsØ fflement a ∈ K, takoæ qto pole L poluqaetsØ prisoedineniem k K kornØ α mnogoqlena x2 + x + a, i edinstvennyæ netoßdestvennyæ avtomorfizm σ fftogo rasxireniØ otobraßaet α v α + 1. Poskol~ku

Sp_{L/K} (α) = α + σα = α + α + 1 = 1, σ(aα) − (aα) = a = α^2 − α,

po teoreme Vitta suwestvuet takoæ fflement b ∈ K, qto pole M poluqaetsØ prisoedineniem k L kornØ mnogoqlena h(x) = x2 + x + aα + b. Kak my videli v naqale dokazatel~stva lemmy, M sovpadaet s polem razloßeniØ mnogoqlena f(x; a, b). Lemma polnost~¸ dokazana.

GENERIRUıWIE MNOGOQLENY 251

Predloßenie 1. Mnogoqlen x^4 + (1 + t1)x^2 + t1x + t^3_1 + t^2 + t1t2 ∈

(k(t_1, t_2))[x] ØvlØetsØ generiru¸wim mnogoqlenom dlØ gruppy Z_4 nad polem k harakteristiki 2.

Dokazatel~stvo. Trehqlen x^2 + x + t1 neprivodim nad polem

k(t1, t2) racional~nyh funkciæ ot nezavisimyh peremennyh t1, t2, i potomu po lemme 1 gruppa Galua mnogoqlena x^4 + (1 + t_1)x^2 + t1x + t31 + t2 + t1t2 nad polem k(t1, t2) ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 4. Po toæ ße lemme, esli K – pole, soderßawee k, a M/K – cikliqeskoe rasxirenie stepeni 4, to suwestvu¸t takie fflementy a, b ∈ K, qto M – pole razloßeniØ nad K mnogoqlena x4 + (1 + a)x2 + ax + a3 + b2 + ab.

3. Generiru¸wiæ mnogoqlen dlØ gruppy D_4 Lemma 2. Pust~ K – pole harakteristiki 2, a, b ∈ K i M – pole

razloßeniØ mnogoqlena x^4 + (1 + a)x^2 + ax + b nad polem K. Togda stepen~ (M : K) rasxireniØ M/K ØvlØetsØ delitelem qisla 8.

Dokazatel~stvo. Pust~ L ⊇ K – pole, poluqennoe prisoedine-

niem k K kornØ α mnogoqlena x^2 + ax + b. Nad polem L mnogoqlen x4 + (1 + a)x2 + ax + b raskladyvaetsØ v proizvedenie dvuh kvadratiqnyh somnoßiteleæ:

x4 + (1 + a)x2 + ax + b = x4 + (1 + a)x2 + ax + α2 + aα =

= (x^2 + x + α)(x^2 + x + α + a);

pust~ β, γ ∈ M – kakie-to korni pervogo i vtorogo somnoßiteleæ, i pust~ N = L(β). Togda N (γ) = LM ; vse rasxireniØ LM/N , N/L, L/K ØvlØ¸tsØ kvadratiqnymi ili trivial~nymi, i potomu stepen~ (LM : K) = (LM : N )(N : L)(L : K) delit 8. Tem bolee delit 8 stepen~ nad K podpolØ M polØ LM .

Lemma 3. Pust~ k – pole harakteristiki 2. Mnogoqlen x^4 + (1 +

t1)x2+t1x+t2 separabelen nad polem k(t1, t2) racional~nyh funkciæ ot nezavisimyh peremennyh t_1, t_2, i ego gruppoæ Galua nad polem k(t1, t2) ØvlØetsØ diffdral~naØ gruppa D4.

Dokazatel~stvo. To, qto x^4 +(1+t1)x^2 +t1x+t2 – separabel~nyæ

mnogoqlen, oqevidno. Ego gruppa Galua G ØvlØetsØ podgruppoæ simmetriqeskoæ gruppy S_4; s drugoæ storony, porØdok gruppy G raven stepeni polØ razloßeniØ mnogoqlena x4 + (1 + t1)x2 +

252 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV t1x + t2, kotoraØ po lemme 2 ØvlØetsØ delitelem qisla 8. My videli vyxe, qto gruppy Galua specializaciæ x^4 + (1 + t_1)x^2 + t1x + t31 + t2 + t1t2, x4 + (1 + t1)x2 + t1x + t1t2 + t2 mnogoqlena x4 + (1 + t1)x2 + t1x + t2 ravny sootvetstvenno Z4 i V4. No gruppa Galua l¸boæ specializacii ØvlØetsØ podgruppoæ G. Itak, gruppa G obladaet sledu¸wimi svoæstvami: ona ØvlØetsØ podgruppoæ S_4; u nee est~ podgruppy, izomorfnye Z_4 i V_4; ee porØdok delit 8. �tim usloviØm udovletvorØet tol~ko diffdral~naØ gruppa D_4.

Lemma 4. Pust~ K – pole harakteristiki 2, i pust~ M/K – ras-

xirenie Galua s diffdral~noæ gruppoæ Galua D_4. Togda suwestvu¸t takie fflementy a, b ∈ K, qto M ØvlØetsØ polem razloßeniØ nad K mnogoqlena x4 + (1 + a)x2 + ax + b.

Dokazatel~stvo. Diffdral~naØ gruppa Galua rasxireniØ M/K

poroßdena avtomorfizmami σ, τ , takimi qto σ^2 = τ^4 = 1, στ = τ 3σ. Pust~ L – podpole, sostoØwee iz vseh fflementov polØ M , invariantnyh otnositel~no τ^2 i σ, a M_1 ⊃ L – pole vseh σinvariantnyh fflementov polØ M . Pole L ØvlØetsØ kvadratiqnym rasxireniem polØ K, a pole M_1 – kvadratiqnym rasxireniem polØ L (no pole M_1 ne ØvlØetsØ normal~nym rasxireniem polØ K).

Poskol~ku M_1 – rasxirenie Galua stepeni 2 polØ L, suwestvuet takoæ fflement α ∈ L, qto M_1 poluqaetsØ prisoedineniem k L kornØ β mnogoqlena x^2 + x + α. No α – fflement kvadratiqnogo rasxireniØ L/K; pofftomu suwestvu¸t takie a, b ∈ K, qto α2 = aα + b. Proizvedenie mnogoqlenov

(x^2 + x + α)(x^2 + x + α + a) = x^4 + x^2 + α^2 + ax^2 + ax + aα

= x^4 + (1 + a)x^2 + ax + b

ØvlØetsØ mnogoqlenom s kofffficientami iz K, i β – koren~ fftogo mnogoqlena, poskol~ku β – koren~ pervogo somnoßitelØ.

Zametim, qto K(β) = M_1; v samom dele, β ∈ M_1, i esli by fflement β ne poroßdal M_1, to on poroßdal by kvadratiqnoe nad K podpole M1, a takoe pole tol~ko odno – ffto pole L, kotoromu fflement β ne prinadleßit. Edinstvennym normal~nym rasxireniem K, soderßawim M_1 = K(β) i soderßawimsØ v M , ØvlØetsØ samo pole M . No my videli, qto β prinadleßit pol¸ razloßeniØ M 0 mnogoqlena x^4 + (1 + a)x^2 + ax + b, i potomu K(β) ⊆ M 0, a togda i normal~noe zamykanie M polØ K(β) soderßitsØ v M 0.

GENERIRUıWIE MNOGOQLENY 253 S drugoæ storony, po lemme 2 stepen~ rasxireniØ M 0/K delit stepen~ 8 rasxireniØ M/K; pofftomu pole M sovpadaet s polem razloßeniØ M 0 mnogoqlena x^4 + (1 + a)x^2 + ax + b.

Lemmy 3, 4 v toqnosti oznaqa¸t, qto spravedlivo

Predloßenie 2. Mnogoqlen x^4 + (1 + t1)x^2 + t1x + t2 ∈ (k(t1, t2))[x]

ØvlØetsØ generiru¸wim mnogoqlenom dlØ gruppy D_4 nad polem k harakteristiki 2.

4. Generiru¸wie mnogoqleny dlØ znakoperemennoæ gruppy A_4 Lemma 5. Pust~ K – pole harakteristiki 2, M/K – rasxirenie

Galua s gruppoæ Galua A_4, L ⊃ K – podpole M stepeni 3 nad K. Predpoloßim, qto pole L ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena z^3 +dz +e, gde d, e ∈ K. Togda suwestvuet takoæ fflement a ∈ K, qto M – pole razloßeniØ mnogoqlena

f(x; a, d, e) = (x2 + x)3 + a2d 2(x2 + x) + a3e2.

Dokazatel~stvo. Pust~ η1, η2, η3 – korni mnogoqlena z^3 + dz + e;

po teoreme Vieta ih summa η_1 + η_2 + η_3 ravna 0. KornØmi mnogoqlena q(z) = z^3 + a^2d^2z + a^3e^2 budut fflementy aη^2_i :

q(aη2_i ) = a3η6_i + a3d 2η2_i + a3e2 = a3(η3_i + dη_i + e)2 = 0;

pofftomu q(z) = (z + aη^2_1)(z + aη^2)(z + aη^2_3), i znaqit,

f(x; a, d, e) = q(x2 + x) = ((x2 + x) + aη21)((x2 + x) + aη2)((x2 + x) + aη23).

Takim obrazom, nam dostatoqno dokazat~, qto pri nekotorom a ∈ K suwestvu¸t fflementy α_i ∈ M , ne prinadleßawie L i ØvlØ- ¸wiesØ kornØmi kvadratiqnyh trehqlenov x^2+x+aη^2_i (i = 1, 2, 3); deæstvitel~no, togda pole razloßeniØ mnogoqlena f(x; a, d, e) soderßit fflement α_1 ∈ M , ne prinadleßawiæ L, i, poskol~ku v M net normal~nyh nad K podpoleæ, krome K, L, M , ono sovpadaet s M .

V pole M est~ tri soprØßennyh nad K podpolØ N_1, N_2, N_3 ⊃ L, stepen~ kaßdogo iz kotoryh nad L ravna 2. Kak i vsØkoe kvadratiqnoe rasxirenie, pole N_1 ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena h_1(x) = x^2 + x + μ, gde μ – kakoæ-to fflement iz L. No fflementy η^2_1, η_1, 1, sostavlØ¸t bazis L nad K, pofftomu suwestvu¸t

254 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV takie a0, b, c ∈ K, qto μ = a0η^2_1 + bη_1 + c. PolØ N_2, N_3 ØvlØ¸tsØ polØmi razloßeniØ mnogoqlenov

h2(x) = x2 + x + a0η2 + bη2 + c, h3(x) = x2 + x + a0η23 + bη3 + c,

soprØßennyh s h_1(x) nad K. Pust~ δ_2 ∈ N_2, δ_3 ∈ N_3 – kakie-to korni mnogoqlenov h_2(x), h_3(x). Poloßim a = a0 + b^2 i pokaßem, qto fflementy α_1 = δ_2 +δ_3 +bη_1, α_2 = δ_1 +δ_3 +bη_2, α_3 = δ_1 +δ_2 +bη_3 ne prinadleßat L i ØvlØ¸tsØ kornØmi mnogoqlenov x^2 + x + aη^2_i . Esli by fflement α_1 prinadleßal L, to i fflement α_1−bη_1 = δ_2+δ_3 prinadleßal by L, a togda fflement δ_3 = α_1 − bη_1 − δ_2 soderßalsØ by i v pole N_3, i v pole N_2, a znaqit, i v ih pereseqenii L, qto neverno, tak kak L ≠ N_3 = L(δ_3). Dalee,

α21+α1+aη21 = δ2 +δ23 +b2η21 +δ2 +δ3 +bη1+a0η21 +b2η21 = (a0η2 +bη2+c)+

+(a0_η2_{3 +bη3+c)+a}0_η2_{1 +bη1 = a}0_{(η2+η3+η1)}2_{+b(η2+η3+η1) = 0,}

i toqno tak ße pokazyvaetsØ, qto fflementy α_2 i α_3 ne prinadleßat L i udovletvorØ¸t sootnoxeniØm α^2 + α_2 + aη^2 = 0, α23 + α3 + aη23 = 0.

Lemma 6. Pust~ K – pole harakteristiki 2 i pust~ a, d, e ∈ K,

priqem a ≠ 0, e ≠ 0. Togda mnogoqleny

f(x; a, d, e) = (x2 + x)3 + a2d 2(x2 + x) + a3e2, g(x; a, d, e) = x4 + dx2 + ex + ae2 ime¸t obwee pole razloßeniØ M . Esli gruppa Galua polØ razloßeniØ L mnogoqlena z^3 + dz + e ØvlØetsØ cikliqeskoæ gruppoæ porØdka 3, a mnogoqlen g(x; a, d, e) neprivodim nad K, to gruppa Galua rasxireniØ M/K izomorfna A_4.

Dokazatel~stvo. Do konca dokazatel~stva my budem oboznaqat~

mnogoqleny f(x; a, d, e) i g(x; a, d, e) qerez f(x) i g(x). Oboznaqim qerez M pole razloßeniØ mnogoqlena g(x), a qerez η_1, η_2, η_3 – korni mnogoqlena z^3 + dz + e.

Napomnim, qto kubiqeskaØ rezol~venta mnogoqlena obwego vida x^4 + āx^3 +b̄x^2 + c̄x + d̄ ravna z^3 −b̄z^2 + (āc̄ − 4d̄)z + 4b̄d̄ − d̄ā^2 − c̄^2. V qastnosti, uqityvaØ, qto harakteristika polØ ravna 2, nahodim, qto kubiqeskaØ rezol~venta mnogoqlena g(x) = x^4 + dx^2 + ex + ae^2

GENERIRUıWIE MNOGOQLENY 255 ravna z^3 +dz^2 +e^2. KornØmi rezol~venty ØvlØ¸tsØ fflementy e/η_i (i = 1, 2, 3); deæstvitel~no,

(e/η_i)^3 + d(e/η_i)^2 + e^2 = e^2(η^3_i + dη_i + e)/η^3_i = 0.

Oboznaqim qerez β, β_1, β_2, β_3 ∈ M korni mnogoqlena g(x); togda ββ1 + β2β3, ββ2 + β1β3, ββ3 + β1β4 – korni rezol~venty, tak qto pri nadleßaweæ numeracii korneæ ββ1 + β2β3 = e/η1, ββ2 + β1β3 = e/η2, ββ3 + β2β4 = e/η3 (ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto fflementy η_i prinadleßat pol¸ M ). Poskol~ku proizvedenie vseh korneæ β, β_1, β_2, β_3 mnogoqlena g(x) ravno ego svobodnomu qlenu ae^2, predyduwie ravenstva moßno perepisat~ tak:

(ββ_i )^2 + e(ββ_i )/η_i = ae^2 (i = 1, 2, 3). Oboznaqim qerez α_i fflement ββ_iη_i/e; togda

α2_i + α_i = η2_i ((ββ_i)2 + e(ββ_i)/η_i)/e2 = η2_i · ae2/e2 = aη2_i . Takim obrazom, fflementy α_1, α_2, α_3 ∈ M ØvlØ¸tsØ kornØmi mnogoqlena ((x^2 + x) + aη^2_1)((x^2 + x) + aη^2)((x^2 + x) + aη^2_3) = (x^2 + x)^3 + a^2d^2(x^2 + x) + a^3e^2 = f(x);

ostal~nymi ego kornØmi ØvlØ¸tsØ fflementy α_1 +1, α_2 +1, α_3 +1 ∈ M . My vidim, qto pole razloßeniØ K(α1, α2, α3) mnogoqlena f(x) soderßitsØ v pole razloßeniØ M mnogoqlena g(x).

Dokaßem obratnoe vkl¸qenie. Zametim qto fflementy η2_i = (α2_i + α_i)/a, η_i = e/(η2_i + d), ββ_i = eα_i/η_i (i = 1, 2, 3) prinadleßat K(α_1, α_2, α_3). OstaetsØ pokazat~, qto β ∈ K(α_1, α_2, α_3). My imeem: β2 = β2 · ae2 · e/(ae3) = β2(ββ1β2β3)η1η2η3/(ae3) = α_1α_2α_3/a ∈ K(α_1, α_2, α_3), otkuda i sleduet, qto β = (β^4 + dβ^2 + ae^2)/e ∈ K(α_1, α_2, α_3).

Pust~ teper~ pole razloßeniØ L = K(η_1, η_2, η_3) mnogoqlena z3 + dz + e ØvlØetsØ rasxireniem Galua polØ K s cikliqeskoæ

256 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV gruppoæ porØdka 3 i mnogoqlen g(x) neprivodim nad K. My videli, qto fflementy η_i prinadleßat M , tak qto L = K(η_1, η_2, η_3) ⊆ M . Poskol~ku mnogoqlen g(x) neprivodim, gruppa Galua rasxireniØ M/K ØvlØetsØ tranzitivnoæ podgruppoæ gruppy S_4; v to ße vremØ u nee est~ faktorgruppa Gal(L/K), porØdka 3. Edinstvennoæ takoæ podgruppoæ S_4 ØvlØetsØ gruppa A_4.

Lemma 6 polnost~¸ dokazana.

Predloßenie 3. Mnogoqlen x^4 + (t^2_1 + t1 + 1)x^2 + (t^2_1 + t1 + 1)x +

t2(t21 + t1 + 1)2 ∈ (k(t1, t2))[x] ØvlØetsØ generiru¸wim dlØ gruppy A4 nad polem k harakteristiki 2.

Dokazatel~stvo. V oboznaqeniØh lemmy 6 mnogoqlen, ukazan-

nyæ v formulirovke predloßeniØ, raven g(x; t_2, v, v), gde qerez v dlØ kratkosti oboznaqen mnogoqlen 1 + t_1 + t^2_1. Snaqala dokaßem dve lemmy.

Lemma 7. Mnogoqlen z^3 +(t^2_1 +t1 +1)z +(t^2_1 +t1 +1) ∈ k[z, t1] ØvlØet-

sØ generiru¸wim nad k mnogoqlenom dlØ cikliqeskih rasxireniæ stepeni 3.

Dokazatel~stvo. Nad polem l¸boæ harakteristiki mnogoqlen

z3 − t1z2 + (t1 − 3)z + 1 ØvlØetsØ generiru¸wim mnogoqlenom dlØ cikliqeskoæ gruppy porØdka 3 (sm. [5]). DlØ poleæ harakteristiki 2 on priobretaet vid q(z) = z^3 + t_1z^2 + (t_1 + 1)z + 1. Vmeste s nim generiru¸wim ØvlØetsØ i mnogoqlen

q(z + t1) = z3 + (t21 + t1 + 1)z + (t21 + t1 + 1).

Lemma 8. Mnogoqlen g(x; t2, v, v) neprivodim nad K. Dokazatel~stvo. Esli fftot mnogoqlen privodim nad polem K =

k(t1, t2), to po teoreme Gaussa suwestvuet razloßenie g(x; t2, v, v) = x4 + vx2 + vx + t2v2 = h1(x, t1, t2)h2(x, t1, t2), v kotorom h_1(x, t_1, t_2), h_2(x, t_1, t_2) ∈ k[x, t_1, t_2] i stepeni oboih somnoßiteleæ otnositel~no x poloßitel~ny. Pri t_1 = 0 mnogoqlen v = 1 + t1 + t21 prinimaet znaqenie 1, i my poluqaem razloßenie x4 + x2 + x + t2 = p1(x, t2)p2(x, t2), gde p_i(x, t2) = h_i(x, 0, t2) ∈ k[x, t2], deg_x(p_i(x, t2)) = deg_x(h_i(x, t1, t2)) > 0

GENERIRUıWIE MNOGOQLENY 257 (i = 1, 2). No mnogoqlen x^4 +x^2 +x+t_2 lineen otnositel~no t_2; pofftomu v predyduwem razloßenii odin iz somnoßiteleæ p_i(x, t_2) imeet otnositel~no t_2 stepen~ 0, t.e. p_i(x, t_2) = h(x) ∈ k[x]. Togda kofffficient 1 pri t_2 v mnogoqlene x^4 + x^2 + x + t_2 delitsØ v k[x] na h(x), i potomu deg_x(h_i(x, t_2, t_1)) = deg_x(p_i(x, t_2)) = deg_x(h(x)) = 0 vopreki predpoloßeni¸. Lemma dokazana.

VernemsØ k dokazatel~stvu predloßeniØ. Po lemme 7 pole razloßeniØ mnogoqlena

z3 + vz + v = z3 + (1 + t1 + t21)z + (1 + t1 + t21)

ØvlØetsØ cikliqeskim rasxireniem stepeni 3 polØ k(t_1, t_2), a po lemme 8 mnogoqlen g(x; t_2, v, v) neprivodim nad k(t_1, t_2); pofftomu iz lemmy 6 sleduet, qto gruppa Galua mnogoqlena g(x; t_2, v, v) nad polem k(t_1, t_2) izomorfna A_4.

Pust~ teper~ K – pole, soderßawee k, a M/K – rasxirenie Galua s gruppoæ Galua A_4. V pole M est~ podpole L ⊃ K, kotoroe ØvlØetsØ rasxireniem Galua polØ K s cikliqeskoæ gruppoæ Galua porØdka 3; po lemme 7 suwestvuet takoæ fflement b ∈ K, qto L – pole razloßeniØ mnogoqlena z3 + dz + e pri d = e = b2 + b + 1. Dalee, po lemme 5 suwestvuet takoæ fflement a ∈ K, qto pole M ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena f(x; a, d, e); nakonec, po lemme 6 ffto ße pole ØvlØetsØ polem razloßeniØ mnogoqlena g(x; a, d, e) = g(x; a, b2 + b + 1, b2 + b + 1). Literatura 1. E. Witt, Konstruktion von galoisschen Körpern der Charakteristik p zu vorgegeben-

er Gruppe der Ordnung pf . — J. Reine Angew. Math. 174 (1936), 237–245.

2. G. Kemper and E. Mattig, Generic polynomials with few parameters. — Symb.

Comp. 30 (2000), 843–857.

3. G. Kemper, Das Noethersche Problem und generische Polynome. Dissertation,

Universitat Heidelberg (1994).

4. H. Tsunogai and K. Hashimoto, Generic polynomials over Q with two parameters

for the transitive groups of degree five. — Proc. Japan Acad. 79A (2003), 148–151.

5. J.-P. Serre, Topics in Galois theory. Jones and Barthelett Publ., Boston (1992).

Sergeev A. E., Yakovlev A. V. Generic polynomials for transitive subgroups of the group S_4 over fields of characteristic 2.

258 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV Generic polynomials for the symmetric group S_4, the Klein group V_4, the cyclic group of order 4, the dihedral group D_4 and the alternative group A_4 over fields of characteristic 2 are explicitly described.

Postupilo 31 oktØbrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: yakovlev@yak.pdmi.ras.ru