Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

K. V. Zaænullin, N. S. Semenov

O KLASSIFIKACII PROEKTIVNYH ODNORODNYH MNOGOOBRAZI` S TOQNOST^ı DO MOTIVNOGO IZOMORFIZMA

1. Vvedenie

NastoØwaØ rabota moßet rassmatrivat~sØ kak priloßenie metodov i rezul~tatov, poluqennyh avtorami v [5].

Pust~ k oboznaqaet pole harakteristiki, otliqnoæ ot 2-h, a k_s oboznaqaet ego separabel~noe zamykanie. DlØ mnogoobraziØ X nad k oboznaqim qerez X_s zamenu bazy X ×_k k_s. Qerez M(X) oboznaqim motiv Qßou X. Napomnim (sm. [15, §1]), qto X ØvlØetsØ skruqennym flagovym mnogoobraziem vnutrennego tipa nad k, esli X =_ξ(G/P ) – skruqennaØ forma proektivnogo odnorodnogo mnogoobraziØ G/P , gde G – prisoedinennaØ prostaØ raswepimaØ algebraiqeskaØ gruppa nad k, P – ee paraboliqeskaØ podgruppa, a skruqivanie zadano 1-kociklom ξ ∈ Z^1(k, G(k_s)).

NastoØwaØ rabota posvØwena sledu¸wemu voprosu.

1.1. Vopros. Opisat~ vse pary (X, Y ) neizomorfnyh flagovyh

mnogoobraziæ X i Y nad k vnutrennego tipa, motivy Qßou kotoryh izomorfny.

�tot vopros moßet byt~ razdelen na dve qasti: (i) Opisat~ vse takie pary (X, Y ) s usloviem X_s ≃ Y_s; (ii) Opisat~ vse takie pary (X, Y ) s usloviem X_s ≄ Y_s. Napomnim vkratce, qto izvestno na dannyæ moment. Polnyæ otvet na vopros (i) izvesten dlØ kvadrik i mnogoobraziæ Severi–Brauera blagodarØ rabotam Vixika, Ißboldina, Karpenko, Merkur~eva, Rosta (sm. [8, 10, 11, 18, 22]). Qto kasaetsØ voprosa (ii), primer (v razmernosti 5) byl postroen Bonnff v [2]. V nem rassmatriva¸tsØ skruqennye flagovye mnogoobraziØ ti-

Partially supported by DAAD Jahresstipendium program, Universität Bielefeld, INTAS project 00-566, RTN Network HPRN-CT-2002-00287 and AvH Foundation. 158

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 159

pa G_2. DlØ iskl¸qitel~nyh mnogoobraziæ tipa F_4 analogiqnyæ primer byl postroen v [16].

V nastoØweæ rabote my daem polnoe rexenie privedennogo vyxe voprosa dlØ odnorodnyh proektivnyh mnogoobraziæ razmernosti men~xeæ 6-ti. A imenno, my dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu (oboznaqeniØ sm. v 2.1).

1.2. Teorema. Pust~ X i Y oboznaqa¸t neizomorfnye skuqennye

flagovye mnogoobraziØ nad k razmernosti 6 5 vnutrennego tipa, motivy Qßou kotoryh izomorfny.

1. Esli X_s ≃ Y_s, to libo (a) X = SB(A) i Y = SB(A^{op}) – mnogoobraziØ Severi-Brauera, sootvetstvu¸wie central~noæ prostoæ algebre A i eæ protivopoloßnoæ A^{op}, gde deg(A) = 3, 4, 5, 6 i exp(A) > 2, libo (b) X = SB_{1,2}(A) i Y = SB_{1,2}(A^{op}) skuqennye formy flagovyh mnogoobraziæ, sootvetstvu¸wih central~noæ prostoæ algebre A takoæ, qto deg(A) = exp(A) = 4.

2. Esli X_s ≄ Y_s, to libo (a) X = SB_{1,3}(A) i Y = SB_{1,2}(A^′) – skuqennye formy flagovyh mnogoobraziæ, sootvetstvu¸wih central~nym prostym algebram A i A^′ takim, qto deg(A) = deg(A^′) = 4 i A ≃ A^′ ili A^{0 op}, libo (b) X =_ξ (G_2 /P_1) i Y =_ξ(G_2 /P_2) – skuqennye formy mnogoobraziØ G/P_i, i = 1, 2, gde G – raswepimaØ iskl¸qitel~naØ gruppa tipa G_2 i P_i – odna iz ee maksimal~nyh paraboliqeskih podgrupp, libo (c) X = P^n i Y = Q^n – proektivnoe prostranstvo i raswepimaØ kvadrika sootvetstvenno, gde n = 3, 5, libo (d) X = P^5 i Y = G_2 /P_2 – proektivnoe prostranstvo i raswepimoe mnogoobrazie Fano tipa G_2 sootvetstvenno.

1.3. Zameqanie. Sluqaæ X = ξ (G2 /P1) i Y = ξ (G2 /P2) v teoreme

– ffto primer Bonnff, upomØnutyæ vyxe. Kak legko videt~, fftot primer minimalen v smysle razmernosti sredi vseh netrivial~nyh sluqaev.

1.4. Zameqanie. Sluqaæ X = SB1,3(A) i Y = SB2,3(A^′) s uslovi-

em A ≃ A^′, A^{0 op} daet drugoæ netrivial~nyæ minimal~nyæ primer dvuh neizomorfnyh mnogoobraziæ, motivy Qßou kotoryh

160 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

izomorfny.

Krome teoremy 1.2, my dokazyvaem sledu¸wu¸ teoremu.

1.5. Teorema. Pust~ X = SB_{n1,... ,nr} (A) i Y = SB_{m1,... ,mr} (A^′) – skruqennye flagovye mnogoobraziØ tipa A_n, n > 2, nad k, gde central~nye prostye algebry A i A^′ ime¸t ffksponenty 1, 2, 3, 4 ili 6. Predpoloßim, qto

1. M(X_s) ≃ M(Y_s); 2. n_1 = 1 ili n_r = n; 3. m_1 = 1 ili m_r = n.

Togda M(X) ≃ M(Y ) ⇔ A ≃ A^′ ili A^{0 op}.

Nemedlenno my poluqaem sledu¸wee

1.6. Sledstvie. Pust~ X = SB1,n(A) i Y = SBn−1,n(A^′), gde A i

A^′ – central~nye prostye algebry stepeni n+1, n > 3, ffksponent 1, 2, 3, 4 ili 6. Togda

M(X) ≃ M(Y ) ⇔ A ≃ A^′ ili A^{0 op}.

1.7. Zameqanie. MnogoobraziØ X i Y sledstviØ 1.6 da¸t pri-

mer skruqennyh flagovyh mnogoobraziæ, da¸wih otvet na 1.1(ii). Deæstvitel~no, X_s ≄ Y_s, tak kak ih gruppy avtomorfizmov neizomorfny po [6].

Rabota organizovana sledu¸wim obrazom. V razdele 2 my rassmatrivaem sluqaæ raswepimoæ gruppy i formuliruem neskol~ko faktov, kotorye my ispol~zuem dalee v dokazatel~stvah. Razdel 3 posvØwen case by case dokazatel~stvu teoremy 1.2. V razdele 4 my dokazyvaem teoremu 1.5 i privodim neskol~ko rezul~tatov, neobhodimyh dlØ dokazatel~stva 1.2.

2. Predvaritel~nye svedeniØ

V rabote my ispol~zuem sledu¸wie oboznaqeniØ.

2.1. Pust~ G oboznaqaet raswepimu¸ prostu¸ algebraiqesku¸

gruppu, opredelennu¸ nad polem k. Zafiksiruem maksimal~nyæ raswepimyæ tor T gruppy G i borelevsku¸ podgruppu B v G, soderßawu¸ T i opredelennu¸ nad k. Oboznaqim qerez Φ sistemu korneæ G, qerez Π = {α_1, . . . , α_{rk G}} mnoßestvo prostyh

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 161

korneæ Φ, sootvetstvu¸wih B, qerez W gruppu VeælØ i qerez S = {s_1, . . . , s_{rk G}} sootvetstvu¸wee mnoßestvo fundamental~nyh otraßeniæ. Pust~ P_Θ oboznaqaet standartnu¸ paraboliqesku¸ podgruppu, sootvetstvu¸wu¸ podmnoßestvu Θ ⊂ Π. Inymi slovami, P_Θ = BW_ΘB, gde W_Θ = ⟨s_θ, θ ∈ Θ⟩. Oboznaqim qerez P_i maksimal~nu¸ paraboliqesku¸ podgruppu P_{Π\{αi}}. Qerez Φ/P_Θ my oboznaqaem flagovoe mnogoobrazie G/P_Θ. NumeraciØ korneæ sleduet Burbakam.

Oboznaqenie SB_{n1,... ,nr} (A), 1 6 n_1 < . . . < n_r 6 n, ispol~- zuetsØ dlØ skruqennoæ formy mnogoobraziØ A_n /P_Θ, gde Θ = Π\{α_{n1}, . . . , α_{nr} } i A – central~naØ prostaØ algebra stepeni n+1, sootvetstvu¸waØ skruqivani¸. Zametim, qto SB_{n1,... ,nr} (A) = X(A; n_1, . . . , n_r) v oboznaqeniØh [15, Appendix] i SB(A) = SB_1(A) – obyqnoe mnogoobrazie Severi–Brauera, zadannoe A. Qerez ind(A) my oboznaqaem indeks A, a qerez exp(A) ee ffksponentu. RaswepimaØ proektivnaØ kvadrika razmernosti n oboznaqaetsØ qerez Q^n.

2.2. Soglasno [12] motiv Qßou flagovogo mnogoobraziØ X =

G/P_Θ, gde G – raswepimaØ gruppa, izomorfen

M(X) ≃ dim X⨁ i=0 Z(i)^{⊕ai(X)}, gde Z(i) oboznaqaet sdvig motiva Lefxeca, a poloßitel~nye qi-

sla (rangi) a_i(X) ØvlØ¸tsØ kofffficientami proizvodØwego po-

linoma p_X (z) =^{dim X} ∑ i=0 a_i(X)z^i. �tot polinom opredelØetsØ po sle-

du¸weæ Øvnoæ formule:

p_X (z) = ( rk G∏

i=1 z^{di (WΘ)} − 1 z − 1 )/( m∏ j=1 ∏ i z^{di (Wj )} − 1 z − 1 ). Zdes~ W_1 × . . . × W_m ØvlØetsØ razloßeniem gruppy W_Θ v proizvedenie grupp VeælØ, sootvetstvu¸wih neprivodimym sistemam korneæ, a d_i(W_j ) oboznaqa¸t stepeni sootvetstvu¸wih fundamental~nyh polinomial~nyh invariantov (sm. [3, 9.4 A]).

Sledu¸wee nabl¸denie sleduet iz izomorfizma, privedennogo vyxe.

162 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

2.3. Motivy flagovyh mnogoobraziæ X i Y razmernosti n nad se-

parabel~no zamknutym polem izomorfny togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸wie posledovatel~nosti rangov

(a_0(X), . . . , a_n(X)) i (a_0(Y ), . . . , a_n(Y ))

ravny.

Nam ponadobØtsØ sledu¸wie dva fakta.

2.4. (Sm. [11, Kriteriæ 7.1]) Pust~ A, A^′ oboznaqa¸t central~-

nye prostye algebry nad k, a SB(A), SB(A^′) oboznaqa¸t sootvetstvu¸wie mnogoobraziØ Severi–Brauera. Togda

M(SB(A)) ≃ M(SB(A^′)) ⇔ A ≃ A^′, A^{′ op}.

2.5. (Sm. [8, Sledstvie 2.9 i Predloßenie 3.1]) Pust~ q, q^′ obo-

znaqa¸t regulØrnye kvadratiqnye formy ranga n, a X_q , X_q0 oboznaqa¸t sootvetstvu¸wie proektivnye kvadriki. Esli n neqetno ili n < 7, to

M(X_q ) ≃ M(X_q0 ) ⇔ X_q ≃ X_q0 .

Nakonec, nam ponadobitsØ sledu¸wee nabl¸denie.

2.6. (Sm. [11, dokazatel~stvo lemmy 2.3]) Pust~ X i Y obozna-

qa¸t gladkie proektivnye mnogoobraziØ nad k, motivy Qßou kotoryh izomorfny. Togda imeet mesto izomorfizm abelevyh grupp

Coker(CH_0(X)^{res}−−→ CH_0(X_s)) ≃ Coker(CH_0(Y )^{res}−−→ CH_0(Y_s)).

3. Malye razmernosti V fftom razdele my klassificiruem vse pary (X, Y ) neizomorfnyh skruqennyh flagovyh mnogoobraziæ nad k vnutrennego tipa razmernosti 6 5, Qßou motivy kotoryh izomorfny, i, tem samym, dokazyvaem teoremu 1.2.

Razmernost~ 1. Skruqennye flagovye mnogoobraziØ razmerno-

sti 1 – ffto skruqennye formy proektivnoæ prØmoæ P^1. Skruqennye formy proektivnoæ prØmoæ P^1 – ffto mnogoobraziØ Severi– Brauera SB(H), gde H – kvaternionnaØ algebra. Soglasno 2.4

M(SB(H)) ≃ M(SB(H^′)) ⇔ H ≃ H^′, H^{′ op}.

Tak kak H ≃ H^{op}, my zakl¸qaem, qto motivy izomorfny togda i tol~ko togda, kogda mnogoobraziØ izomorfny.

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 163

Razmernost~ 2. Vse skruqennye flagovye mnogoobraziØ raz-

mernosti 2 – ffto skruqennye formy proektivnogo prostranstva

P^2 i raswepimoæ kvadratiqnoæ poverhnosti Q^2 ≃ P^1 × P^1. Zame-

tim, qto Q^2 ØvlØetsØ proektivnym odnorodnym mnogoobraziem dlØ gruppy tipa D_2, kotoraØ ne prostaØ, a poluprostaØ. Tem ne menee, my rassmotrim i fftot sluqaæ.

Motivy P^2 i Q^2 neizomorfny, tak kak sootvetstvu¸wie posledovatel~nosti rangov (1, 1, 1) i (1, 2, 1) razliqny.

Skruqennye formy Q^2 vnutrennego tipa nad k – ffto 2-mernye kvadriki (sm. [9, Sledstvie (15.12)]). Soglasno 2.5 motivy 2-h kvadrik razmernosti 2 izomorfny togda i tol~ko togda, kogda kvadriki izomorfny.

Skruqennye formy P^2 – ffto mnogoobraziØ Severi–Brauera SB(A), gde A – central~naØ prostaØ algebra stepeni 3. Snova po 2.4 my poluqaem

M(SB(A)) ≃ M(SB(A^′)) ⇔ A ≃ A^′, A^{′ op}.

Tak kak mnogoobraziØ SB(A) i SB(A^{op}) izomorfny togda i tol~ko togda, kogda A raswepima, my zakl¸qaem, qto vse pary neizomorfnyh mnogoobraziæ, motivy kotoryh izomorfny, ime¸t vid (SB(A), SB(A^{op})), gde A – algebra s deleniem stepeni 3.

Razmernost~ 3. VyqislØØ proizvodØwie funkcii (sm. 2.2), my

zakl¸qaem, qto suwestvuet tol~ko tri proektivnyh odnorodnyh mnogoobraziØ razmernosti 3 nad k_s. A imenno, proektivnoe prostranstvo P^3, kvadrika Q^3 i mnogoobrazie polnyh flagov A_2 /B (B oboznaqaet borelevsku¸ podgruppu). Sootvetstvu¸wie posledovatel~nosti rangov vyglØdØt sledu¸wim obrazom.

P^3 ≃ A3 /P1 : (1, 1, 1, 1)

Q^3 ≃ B_2 /P_1 : (1, 1, 1, 1)

A_2 /B : (1, 2, 2, 1)

V qastnosti, my vidim, qto motivy P^3 i Q^3 izomorfny, no motivy Q^3 i A_2 /B net.

Soglasno 2.4 vse neizomorfnye skruqennye formy P^3, motivy kotoryh izomorfny, obrazu¸t pary (SB(A), SB(A^{op})), gde A – algebra s deleniem stepeni 4 i ffksponenty 4. Zametim, qto vse skruqennye formy Q^3 – ffto kvadriki, i soglasno 2.5 motiv kvadriki opredelØet samu kvadriku odnoznaqno. Takim obrazom,

164 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

ostaetsØ opisat~ vse vozmoßnye motivnye izomorfizmy meßdu skruqennymi formami_ξ P^3 i_ζ Q^3 i meßdu skruqennymi formami ξ(A_2 /B) i_ζ (A_2 /B) mnogoobraziØ polnyh flagov A_2 /B.

Soglasno sledstvi¸ 4.4, ne suwestvuet neizomorfnyh skruqennyh form A_2 /B, motivy Qßou kotoryh izomorfny. Sledu¸- waØ lemma pokazyvaet, qto to ße samoe verno dlØ (netrivial~- nyh) skruqennyh form P^3 i Q^3.

3.1. Lemma. Pust~ ξ, ζ oboznaqa¸t 1-kocikly. Togda M(ξ P^3) ≃

M(_ζ Q^3) togda i tol~ko togda, kogda ξ i ζ trivial~ny.

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie ØvlØetsØ qastnym sluqaem

bolee obwego rezul~tata (sm. lemmu 4.2), kotoryæ dokazyvaetsØ s pomow~¸ formuly redukcii indeksa. Niße my privodim fflementarnoe dokazatel~stvo. Ono ispol~zuet tol~ko horoxo izvestnye fakty o kvadrikah i mnogoobraziØh Severi–Brauera.

Zametim, qto l¸baØ skruqennaØ forma P^3 – ffto mnogoobrazie Severi-Brauera SB(A) dlØ nekotoroæ central~noæ prostoæ algebry A stepeni 4, a l¸baØ skruqennaØ forma Q^3 – ffto nesingulØrnaØ kvadrika razmernosti 3.

Kak v 2.6, rassmotrim dlØ mnogoobraziØ X abelevu gruppu

Coker(CH_0(X) → CH_0(X_s)).

Esli X = SB(A) – mnogoobrazie Severi–Brauera, sootvetstvu- ¸wee central~noæ prostoæ algebre A, to ffto koØdro ravno

Z/ ind(A)Z(sm. [11]). V qastnosti, ffto koØdro trivial~no togda i

tol~ko togda, kogda A raswepima. Esli X – kvadrika, to koØdro trivial~no togda i tol~ko togda, kogda kvadrika X izotropna (sm. [19]). Esli X – anizotropnaØ kvadrika, to ffto koØdro izomorfno Z/2Z.

V naxem sluqae nam dany dva mnogoobraziØ X = SB(A) i Y =_ζ Q^3, motivy kotoryh izomorfny. Pofftomu soglasno 2.6 sootvetstvu¸wie koØdra dolßny byt~ izomorfny.

Takim obrazom, esli kvadrika Y izotropna, to algebra A raswepima. Iz fftogo sleduet, qto motiv M(SB(A)) rasweplØetsØ v prØmu¸ summu motivov Lefxeca, i, sledovatel~no, to ße samoe verno dlØ M(Y ), to est~ Y toße raswepima soglasno 2.5.

Predpoloßim, qto q anizotropna. Togda suwestvuet kvadratiqnoe rasxirenie polØ l/k takoe, qto indeks Vitta Y_l = Y ×_k l raven edinice (sm. [22, §7.2]). Tak kak motivy X i Y vse ewe

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 165

izomorfny nad l, my zakl¸qaem, qto A raswepima nad l. Togda Y_l toße raswepima. Protivoreqie.

3.2. Zameqanie. Zametim, qto para skruqennyh form (ξ (B2 /P1),

ξ(B_2 /P_2)) moßet rassmatrivat~sØ kak malomernyæ analog pary (_ξ(G_2 /P_1),_ξ(G_2 /P_2)), rassmotrennoæ Bonnff. Lemma utverßaet, qto v otliqie ot sluqaØ G_2, motivy_ξ(B_2 /P_1) i_ξ (B_2 /P_2) neizomorfny (esli ξ netrivial~no).

Razmernost~ 4. V razmernosti 4 suwestvuet tri odnorodnyh

proektivnyh mnogoobraziØ nad k_s. A imenno, proektivnoe prostranstvo P^4, 4-mernaØ kvadrika Q^4 ≃ Gr(2, 4) i mnogoobrazie polnyh flagov B_2 /B. Sootvetstvu¸wie posledovatel~nosti rangov dlØ fftih sluqaev razliqny. Oni vyglØdØt sledu¸wim obrazom.

P^4 ≃ A4 /P1 : (1, 1, 1, 1, 1)

Q^4 ≃ A_3 /P_2 : (1, 1, 2, 1, 1)

B_2 /B : (1, 2, 2, 2, 1)

Takim obrazom, motivy P^4, Q^4 i B_2 /B drug drugu neizomorfny.

Soglasno 2.4 vse neizomorfnye skruqennye formy P^4, motivy kotoryh izomorfny, obrazu¸t pary (SB(A), SB(A^{op})), gde A – algebra s deleniem stepeni 5. Soglasno sledstvi¸ 4.5 ne suwestvuet neizomorfnyh skruqennyh form B_2 /B, motivy Qßou kotoryh izomorfny. Pofftomu ostaetsØ rassmotret~ sluqaæ vnutrennih skruqennyh form Q^4.

Vnutrennie formy Q^4 – ffto obobwennye mnogoobraziØ Severi–Brauera SB_2(A), gde A – central~naØ prostaØ algebra stepeni 4. Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto ne suwestvuet neizomorfnyh skruqennyh form SB_2(A), motivy kotoryh izomorfny.

3.3. Lemma. Pust~ A, A^′ oboznaqa¸t central~nye prostye alge-

bry stepeni 4. Togda

M(SB_2(A)) ≃ M(SB_2(A^′)) ⇔ SB_2(A) ≃ SB_2(A^′)

Dokazatel~stvo. Pust~ M(SB2(A)) ≃ M(SB2(A^′)). Dostatoq-

no dokazat~, qto dlØ l¸bogo rasxireniØ polØ l/k imeet mesto ind(A_l) = ind(A^′_l). V samom dele, soglasno [11, Lemma 7.13] ⟨A⟩ = ⟨A^′⟩ v Br(k), i, sledovatel~no, A ≃ A^′ ili A^{′ op}. No

166 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

SB_2(A) ≃ SB_2(A^{op}) dlØ l¸boæ central~noæ prostoæ algebry A stepeni 4.

Predpoloßim, qto suwestvuet rasxirenie polØ l/k takoe, qto ind(A_l) ≠ ind(A^′_l). V zavisimosti ot znaqeniØ indeksov A i A^′ my budem razliqat~ sledu¸wie sluqai.

Sluqaæ 1. ind(A) = 4 i ind(A^′) = 1 ili 2.

V fftom sluqae SB_2(A^′) imeet racional~nu¸ toqku (sm. [9, Sluqaæ A_3 = D_3]), i, sledovatel~no, gruppa

Coker(CH_0(SB_2(A^′)) → CH_0(SB_2(A^′_{ks} ))

trivial~na. Soglasno 2.6 koØdro

Coker(CH_0(SB_2(A)) → CH_0(SB_2(A_{ks} ))

toße dolßno byt~ trivial~nym. Esli exp(A) = 2, to A – bikvaternionnaØ algebra, i soglasno [9, Sledstvie (15.33)] SB_2(A) ØvlØetsØ anizotropnoæ kvadrikoæ. Togda koØdro, ukazannoe vyxe, dolßno byt~ izomorfno Z/2Z, protivoreqie. Esli exp(A) = 4, to soglasno [9, Sledstvie (15.33)] A ≃ C^±(B, σ, f), gde (B, σ, f) ∈^1D_3, a B – central~naØ prostaØ algebra stepeni 6 i indeksa 2. Po teoreme Merkur~eva (sm. [14]) koØdro, ukazannoe vyxe, snova dolßno byt~ izomorfno Z/2Z, protivoreqie.

Sluqaæ 2. ind(A) = 2 i ind(A^′) = 1.

V fftom sluqae A^′ raswepima, i, sledlovatel~no, sootvetstvu- ¸wee eæ mnogoobrazie – ffto raswepimaØ kvadrika. S drugoæ storony, SB_2(A) ≃ X_q , gde q – nekotoraØ 6-mernaØ kvadratiqnaØ forma i X_q – sootvetstvu¸waØ eæ proektivnaØ kvadrika. S pomow~¸ 2.5 my zakl¸qaem, qto SB_2(A) ≃ SB_2(A^′), protivoreqie.

�

Razmernost~ 5. Suwestvuet pØt~ odnorodnyh proektivnyh mno-

goobraziæ nad k_s razmernosti 5. A imenno, proektivnoe prostranstvo P^5, kvadrika Q^5, iskl¸qitel~noe mnogoobrazie Fano G_2 /P_2 i flagovye mnogoobraziØ A_3 /P_{{α1}} i A_3 /P_{{α2}}. Sootvetstvu¸wie posledovatel~nosti rangov vyglØdØt sledu¸wim

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 167

obrazom.

P^5 ≃ A5 /P1 : (1, 1, 1, 1, 1, 1)

Q^5 ≃ B_3 /P_1 : (1, 1, 1, 1, 1, 1)

G_2 /P_2 : (1, 1, 1, 1, 1, 1)

A_3 /P_{{α1}} ≃ A_3 /P_{{α3}} : (1, 2, 3, 3, 2, 1)

A_3 /P_{{α2}} : (1, 2, 3, 3, 2, 1)

Pofftomu motivy P^5, Q^5 i G_2 /P_2 izomorfny i motivy A_3 /P_{{α1}} i A_3 /P_{{α2}} izomorfny.

Kak bylo skazano vyxe, skruqennye formy P^5 i Q^5 byli polnost~¸ klassificirovany s toqnost~¸ do motivnogo izomorfizma Karpenko i Ißboldinym (sm. 2.4 i 2.5). Krome togo, soglasno lemme 4.2 suwestvuet tol~ko odna para (_ξ P^5,_ζ Q^5) skruqennyh form, motivy kotoryh izomorfny.

Soglasno rezul~tatu Bonnff [2] motiv skruqennoæ formy ξ(G_2 /P_2) izomorfen motivu mnogoobraziØ_ξ(G_2 /P_1), kotoroe ØvlØetsØ 5-mernoæ kvadrikoæ.

Soglasno sledstvi¸ 1.6 motivy skruqennyh form A_3 /P_{{α1}} i A_3 /P_{{α2}} izomorfny togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu- ¸wie central~nye prostye algebry stepeni 4 izomorfny ili protivopoloßny. �to daet posledniæ primer pary neizomorfnyh mnogoobraziæ razmernosti 5 iz teoremy 1.2.

4. Proizvol~nye razmernosti

V dannom razdele my dokaßem neskol~ko klassifikacionnyh rezul~tatov. My naqnem so sledu¸weæ lemmy.

4.1. Lemma. Pust~ X i Y oboznaqa¸t skruqennye flagovye mno-

goobraziØ vnutrennego tipa nad k, motivy Qßou kotoryh izomorfny. Predpoloßim, qto X ne tipa E_8 i rasweplØetsØ nad svoim polem funkciæ k(X), inymi slovami, gruppa, sootvetstvu- ¸waØ X, rasweplØetsØ nad k(X). Togda X rasweplØetsØ nad polem funkciæ Y .

Dokazatel~stvo. Tak kak motivy izomorfny, suwestvuet izo-

morfizm koØder (2.6) i, sledovatel~no, izomorfizm koØder nad k(Y ): Coker(CH_0(X_{k(Y )}) → CH_0(X_{k(Y )s} )) ≃ Coker(CH_0(Y_{k(Y )}) → CH_0(Y_{k(Y )s} )).

168 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

Tak kak Y_{k(Y )} izotropno, koØdro sprava trivial~no, i, sledovatel~no, koØdro sleva toße trivial~no. Takim obrazom, otobraßenie res: CH_0(X_{k(Y )}) → CH_0(X_{k(Y )s} ) s¸r¨ektivno, i gruppa CH_0(X_{k(Y )s} ) ØvlØetsØ svobodnoæ abelevoæ gruppoæ ranga odin, poroßdennoæ klassom racional~noæ toqki [pt]. Iz fftogo sleduet, qto proobraz res^{−1}([pt]) ØvletsØ 0-ciklom stepeni 1 v CH_0(X_{k(Y )}). Pofftomu mnogoobrazie X_{k(Y )} izotropno (sm. [21, Q. 0.2]).

Soglasno [17, 3.16.(iii)] pole funkciæ k(X) ØvlØetsØ obwim polem raswepleniØ gruppy G, sootvetstvu¸weæ X. Tak kak X_{k(Y )} izotropno, pole k(Y ) ØvlØetsØ k-specializacieæ k(X) (sm. [17, Opredelenie 1.2]). Pofftomu po [17, 3.9.(iii)] k(Y ) ØvlØetsØ polem raswepleniØ G, to est~ X_{k(Y )} raswepimo. �

4.2. Predloßenie. Pust~ γ, δ oboznaqa¸t 1-kocikly, a X = γ P^n,

Y =_δQ^n sootvetstvu¸wie skruqennye formy, priqem n > 1 neqetno. Togda

M(X) ≃ M(Y ) ⇔ γ i δ trivial~ny.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto X – ffto mnogoobrazie Severi–

Brauera, sootvetstvuwee central~noæ prostoæ algebre A, a Y – n-mernaØ kvadrika.

Predpoloßim, qto M(X) ≃ M(Y ) i γ netrivialen. Soglasno lemme 4.1, primenennoæ k X i Y , algebra A_{k(Y )} raswepima, to est~ ind(A_{k(Y )}) = 1. S drugoæ storony, po formule redukcii indeksa (sm. [15]) my poluqaem, qto

ind(A_{k(Y )}) = min{ind(A), 2^{(n−1)/2} ind(A ⊗_k C_0(q))} > 1,

gde C_0(q) oboznaqaet qetnu¸ qast~ algebry Klifforda kvadratiqnoæ formy q, sootvetstvu¸weæ Y . �to privodit k protivoreqi¸.

Zametim, qto to ße samoe dokazatel~stvo rabotaet dlØ skruqennyh form tipa B_n i C_n. Toqnee,

4.3. Predloßenie. Pust~ γ, δ oboznaqa¸t 1-kocikly, a X =

γ (C_n /P_l), Y =_δ (B_n /P_l) – sootvetstvu¸wie skruqennye formy dlØ neqetnogo 1 6 l < n. Togda

M(X) ≃ M(Y ) ⇔ γ i δ trivial~ny.

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 169

Dokazatel~stvo. DlØ l¸boæ prostoæ algebraiqeskoæ gruppy G,

kak vyxe (sm. 2.1), rassmotrim skruqennoe flagovoe mnogoobrazie W =_ξ(G/P_Θ) nad k. Na diagramme Titsa (sm. [20]) gruppy ξG nad k(W ) vse verxiny, sootvetstvu¸wie prostym kornØm iz Π \ Θ, obvedeny.

V naxem sluqae, tak kak l neqetno, to X_{k(X)} raswepimo (polnyæ spisok diagramm Titsa sm. v [20]). OstavxaØsØ qast~ dokazatel~stva takaØ ße, kak i v 4.2. �

OstavxaØsØ qast~ dannogo razdela posvØwena skruqennym formam mnogoobraziæ flagov. V qastnosti, my poluqaem opisanie motivnyh izomorfizmov dlØ skruqennyh form flagovyh mnogoobraziæ A_2 /B, B_2 /B i A_3 /P_{{αi}}, i = 1, 2, 3. My naqnem s dokazatel~stva teoremy 1.5.

Dokazatel~stvo teoremy 1.5. Predpoloßim, qto M(X) ≃

M(Y ). Tak kak X i Y – skruqennye formy mnogoobraziæ flagov, soderßawih podprostranstva razmernosti 1 (my vsegda moßem sqitat~, qto n_1 = m_1 = 1), motivy X i Y mogut byt~ razloßeny v prØmu¸ summu skruqennyh motivov mnogoobraziæ Severi– Brauera (sm. [5, Teorema 2.1]). Toqnee, M(X) ≃ ⨁ i M(SB(A))(i), M(Y ) ≃ ⨁ j M(SB(A^′))(j). (∗)

Vmeste s 2.6 ffto vleqet izomorfizm abelevyh grupp

Coker(CH_0(SB(A)) → CH_0(P^n)) ≃ Coker(CH_0(SB(A^′)) → CH_0(P^n))

i, sledovatel~no, izomorfizm Z/ ind(A)Z ≃ Z/ ind(A^′)Z. Takim obrazom, ind(A) = ind(A^′). Tak kak motivnye izomorfizmy sohranØ¸tsØ pri rasxirenii skalØrov, my poluqaem, qto ind(A_l) = ind(A^′_l) dlØ l¸bogo rasxireniØ polØ l/k. Soglasno [11, Lemma 7.13] ffto ffkvivalentno tomu, qto ⟨A⟩ = ⟨A^′⟩ v Br(k). V qastnosti, esli exp(A) = exp(A^′) ravno 2, 3, 4, 6, my poluqaem, qto A ≃ A^′ ili A^{′ op}.

Obratno, pust~ A ≃ A^′ ili A^{′ op}. Soglasno usloviØm teoremy my poluqaem motivnye razloßeniØ (∗) s odinakovymi naborami indeksov i i j sootvetstvenno. Teper~ soglasno 2.4 motivy SB(A) i SB(A^′) izomorfny, i, sledovatel~no, M(X) i M(Y ) izomorf-

ny. �

Sledu¸wie oqevidnye sledstviØ teoremy 1.5 ispol~zu¸tsØ v dokazatel~stve teoremy 1.2.

170 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

4.4. Sledstvie. Pust~ X = SB1,... ,n(A) i Y = SB1,... ,n(A^′) – skru-

qennye formy mnogoobraziØ polnyh flagov vnutrennego tipa A_n. Predpoloßim, qto sootvetstvu¸wie central~nye prostye algebry A i A^′ ime¸t ffksponenty 1, 2, 3, 4 ili 6. Togda M(X) ≃ M(Y ) ⇔ X ≃ Y. 4.5. Sledstvie. Pust~ X i Y oboznaqa¸t skruqennye formy mno-

goobraziØ polnyh flagov B_2 /B. Togda M(X) ≃ M(Y ) ⇔ X ≃ Y. Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ takoe ße,

kak i dokazatel~stvo teoremy 1.5. Zametim, qto v dannom sluqae motivnoe razloßenie, analogiqnoe (∗), privedeno v [5, Sledst. 2.9].

4.6. Rassmotrim psevdo-abelevo zamykanie M(G, R) kategorii

motivov proektivnyh G-odnorodnyh mnogoobraziæ s R-koffffi-cientami, gde G – gruppa vnutrennego tipa A_n i R – kol~co kofffficientov. Takie kategorii byli opredeleny i twatel~- no izuqeny v [4]. V qastnosti, izvestno, qto l¸boæ ob¨ekt v M(G, R), gde R – kol~co diskretnogo normirovaniØ, dopuskaet edinstvennoe razloßenie v prØmu¸ summu nerazloßimyh ob¨- ektov. S uqetom fftogo rezul~tata dokazatel~stvo teoremy 1.5 nemedlenno vleqet sledu¸wee utverßdenie.

4.7. Sledstvie. Pust~ G – prisoedinennaØ prostaØ algebraiqe-

skaØ gruppa vnutrennego tipa A_n. Pust~ R – takoe kol~co, qto l¸boæ ob¨ekt v M(G, R) dopuskaet edinstvennoe razloßenie v prØmu¸ summu nerazloßimyh ob¨ektov. Pust~ X = SB_{n1,... ,nr} (A) i Y = SB_{m1,... ,mr} (A^′) – dva skruqennyh flagovyh G-mnogoobraziØ, zadannye central~nymi prostymi algebrami A i A^′ prostoæ stepeni. Predpoloßim, qto M(X_s) ≃ M(Y_s). Togda M(X) ≃ M(Y ) v M(G, R) ⇔ ⟨A⟩ = ⟨A^′⟩ v Br(k). Blagodarnosti

DannaØ rabota poØvilas~ v rezul~tate seminara, organizovannogo v universitete Bielefeld zimoæ 2004–2005. My blagodarim uqastnikov seminara V. Petrova, O. Roendigs’a, B. Calmès’a i drugih za ih zameqaniØ.

O KLASSIFIKACII MNOGOOBRAZI` 171

Literatura

1. M. Artin, Brauer–Severi varieties. — Lect. Notes Math., 917 (1982), 194–210. 2. J.-P. Bonnet, Un isomorphisme motivique entre deux variétés homogènes projectives sous l’action d’un groupe de type G2. — Docum. Math. 8 (2003), 247–277.

3. R. W. Carter, Simple groups of Lie type. — John Wiley and Sons (1972). 4. V. Chernousov and A. Merkurjev, Motivic decomposition of projective homogeneous varieties and the Krull–Schmidt theorem. — Preprint (2004).

5. B. Calmès, V. Petrov, N. Semenov, K. Zainoulline, Chow motives of twisted flag varieties. — 2005, 18pp, to appear in Compositio Math.

6. M. Demazure, Automorphismes et déformations des variétés de Borel. — Inv.

Math. 39 (1977), 179–186.

7. W. Fulton, Intersection theory. — Second edition, Springer-Verlag, Berlin et al.

(1998).

8. O. Izhboldin, Motivic equivalence of quadratic forms. — Docum. Math. 3 (1998), 341–351.

9. M.-A. Knus, A. Merkurjev, M. Rost, J.-P. Tignol, The book of involutions. — AMS Colloquium Publications, vol. 44 (1998).

10. N. A. Karpenko, Qßou-motivy Grotendika mnogoobraziæ Severi–Brauffra.

— Algebra i analiz, 7, No. 4 (1995), 196–213.

11. N. Karpenko, Criteria of motivic equivalence for quadratic forms and central simple algebras. — Math. Ann. 317, No. 3 (2000), 585–611.

12. B. Köck, Chow motif and higher Chow theory of G/P . — Manuscripta Math. 70 (1991), 363–372.

13. ı. I. Manin, SootvetstviØ, motivy i monoidal~nye preobrazovaniØ.

— Matem. sb. 77, No. 4 (1968), 475–507.

14. A. S. Merkur~ev, Nul~mernye cikly na nekotoryh invol¸tivnyh mnogoobraziØh. — Zap. nauqn. semin. POMI, 227 (1995), 93–105.

15. A. S. Merkurjev, I. A. Panin, A. R. Wadsworth, Index reduction formulas for twisted flag varieties. I. — K-Theory, 10, No. 6 (1996), 517–596.

16. S. Nikolenko, N. Semenov, K. Zainoulline, Motivic decomposition of anisotropic varieties of type F4 into generalized Rost motives. — Preprint Max-Planck-Institut für Mathematik (2005).

17. I. Kersten, U. Rehmann, General splitting of reductive groups. — Tohoku Math.

J. 46 (1994), 35–70.

18. M. Rost, The motive of a Pfister form. — Preprint (1998) Available from

http://www.math.uni-bielefeld.de/~rost/.

19. R. G. Swan, Zero cycles on quadric hypersurfaces. — Proc. Amer. Math. Soc. 107, No. 1 (1989), 43–46.

20. J. Tits, Classification of algebraic semisimple groups. — Proc. Symp. Pure Math., Vol IX, Amer. Math. Soc., Providence, R.I. (1966).

21. B. Totaro, Splitting fields for E8-torsors. — Duke Math. J. 121 (2004), No. 3, 425–455.

22. A. Vishik, Motives of quadrics with applications to the theory of quadratic forms.

— Lect. Notes Math. 1835, Berlin et. al. (2003), 25–101.

172 K. V. ZA`NULLIN, N. S. SEMENOV

Zainoulline K. V., Semenov N. S. On classification of projective homogeneous varieties up to motivic isomorphism.

We give a complete classification of anisotropic projective homogeneous varieties of dimension less than 6 up to motivic isomorphism. We give several criterions for anisotropic flag varieties of type A_n to have isomorphic motives.

Postupilo 23 noØbrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet