Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

A. I. Generalov

KOMBINATORNOE DOKAZATEL^STVO TEOREMY �`LERA–FERMA O PREDSTAVLENII PROSTYH QISEL VIDA p=8k+3 KVADRATIQNO` FORMO` x^2+2y^2

V [1] D. Cagir predloßil qrezvyqaæno korotkoe i izØwnoe dokazatel~stvo teoremy Ferma o predstavlenii prostyh qisel vida p = 4k+1 summoæ dvuh kvadratov celyh qisel: na nekotorom koneqnom mnoßestve Ω rassmatrivaetsØ deæstvie dvuh invol¸- ciæ; odna invol¸ciØ imeet edinstvennu¸ nepodvißnu¸ toqku, qto dokazyvaet neqœtnost~ mownosti |Ω|, a nepodvißnye toqki vtoroæ invol¸cii dostavlØ¸t trebuemoe predstavlenie prostogo qisla. V nastoØweæ zametke analogiqnyæ podhod primenØetsØ dlØ dokazatel~stva sledu¸weæ teoremy.

Teorema 1. Pust~ p – prostoe qislo, sravnimoe s 3 po modul¸ 8.

Togda p predstavlØetsØ v vide p = x^2 + 2y^2 dlØ nekotoryh natural~nyh qisel x i y.

Dokazatel~stvo. Pust~ Ω = {(x, y, z) ∈ N3 | p = x2 + 2yz}. (1) Zametim, qto mnoßestvo Ω koneqno (poskol~ku dlØ (x, y, z) ∈ Ω imeem x, y, z < p/2) i nepusto (tak kak toqka ω_0 = (1, 1, (p − 1)/2) prinadleßit Ω). Otmetim takße, qto esli (x, y, z) ∈ Ω, to x, y, z neqœtny; krome togo, tak kak p = x^2 + 2y^2 + 2y(z − y) i x^2 ≡ y^2 ≡

1(mod 8), to 2y(z − y) delitsØ na 8 i, sledovatel~no, z − y delitsØ

na 4.

Mnoßestvo Ω ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem sledu¸-

Rabota podderßana grantom RFFI 06-01-00200. 155

156 A. I. GENERALOV wih mnoßestv:

Ω0 = { (x, y, z) ∈ Ω | y − z 2 < x < 2y } , Ω1 = {(x, y, z) ∈ Ω | x > 2y} , Ω2 = { (x, y, z) ∈ Ω | x < y 2 − z } , Ω3 = { (x, y, z) ∈ Ω | y 2 − z < x < 2 3 (y − z) } , Ω4 = { (x, y, z) ∈ Ω | 2 3 (y − z) < x < y − z 2 } ; deæstvitel~no, esli (x, y, z) ∈ Ω, to y −^z_2 ≠ x ≠^y_2 − z (tak kak y i z neqœtny), 2y ≠ x ≠^2_3 (y − z) (tak kak x neqœtno). Postroim sledu¸wee otobraßenie Φ: Ω → Ω:

Φ(x, y, z) = (2) (2y − x, y, z + 2x − 2y), esli (x, y, z) ∈ Ω0, (x − 2y, z + 2x − 2y, y), esli (x, y, z) ∈ Ω1, (x + 2z, z, y − 2x − 2z), esli (x, y, z) ∈ Ω2, (−3x + 2y − 2z, −2x + 2y − z, 2x − y + 2z), esli (x, y, z) ∈ Ω3, (3x − 2y + 2z, 2x − y + 2z, −2x + 2y − z), esli (x, y, z) ∈ Ω4. Neposredstvenno proverØetsØ, qto

Φ(Ω0) ⊂ Ω0, Φ(Ω1) ⊂ Ω2, Φ(Ω2) ⊂ Ω1, Φ(Ω3) ⊂ Ω3, Φ(Ω4) ⊂ Ω4, } (3) i zatem ustanavlivaetsØ, qto Φ ∘ Φ = id_Ω. Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto v (3) vse vkl¸qeniØ moßno zamenit~ na ravenstva.

Legko proverØetsØ, qto ω_0 – edinstvennaØ nepodvißnaØ toqka invol¸cii Φ. Sledovatel~no, mownost~ |Ω| neqœtna.

Teper~ rassmotrim drugu¸ invol¸ci¸ na mnoßestve Ω: Ψ: Ω → Ω, (x, y, z) → (x, z, y). �ta invol¸ciØ dolßna imet~ nepodvißnu¸ toqku (x_0, y_0, y_0) ∈ Ω, i takim obrazom, p = x^2_0 + 2y^2_0 . �

Zameqanie 2. Predpoloßim, qto prostoe p sravnimo s 1 po mo-

dul¸ 8. Vnov~ rassmotrim mnoßestvo Ω iz (1) i invol¸ci¸ Φ,

DOKAZATEL^STVO TEOREMY �`LERA––FERMA 157 opredelennu¸ v (2). Esli (x, y, z) ∈ Ω, to legko proverØetsØ, qto x neqœtno, a yz delitsØ na 4, odnako, kak i v usloviØh teoremy 1, Ω =

⋃_4

i=0 Ωi. No seæqas, krome toqki ω0, Φ imeet ewœ dve

nepodvißnye toqki: po toqke v Ω_3 i Ω_4 (takim obrazom, i v fftom sluqae primenimy rassußdeniØ iz dokazatel~stva teoremy 1). Edinstvennost~ nepodvißnoæ toqki v oblasti Ω_4 (sootvetstvenno v Ω_3) ustanavlivaetsØ s ispol~zovaniem arifmetiki kol~ca

Z[i] celyh gaussovyh qisel (sootvetstvenno kol~ca celyh polØ Q(^√2)) . . . No v takom sluqae dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ

(i edinstvennosti) predstavleniØ p = x^2+2y^2 znaqitel~no prowe ispol~zovat~ naprØmu¸ arifmetiku kol~ca celyh polØ Q( √ −2).

Literatura 1. D. Zagier, A one-sentence proof that every prime p ȷ 1(mod 4) is a sum of two

squares. — Amer. Math. Monthly 97, No. 2 (1990), 144.

Generalov A. I. A combinatorial proof of Euler–Fermat’s theorem on presentation of primes of the form p = 8k + 3 by the quadratic form x^2 + 2y^2.

An elementary and extremely short proof of the theorem on presentation of primes of the form p = 8k + 3 by the quadratic form x2 + 2y2 with integers x, y.

Postupilo 10 dekabrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet