Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

M. A. Vsemirnov

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA

SL(6, Z) (2, 3)-POROȷDENNO`?

1. Vvedenie

Gruppa nazyvaetsØ (2, 3)-poroßdennoæ, esli ona poroßdaetsØ invol¸cieæ i fflementom porØdka tri. Takim obrazom, (2, 3)- poroßdennye gruppy ØvlØ¸tsØ gomomorfnymi obrazami gruppy

PSL(2, Z) ≃ (Z/2Z) ∗ (Z/3Z).

ImeetsØ obxirnaØ literatura, posvØwennaØ (2, 3)-poroßdennym gruppam. Qitatel~ moßet naæti dopolnitel~nu¸ informaci¸ v obzorah [1, 2]; sm. takße privedennyæ v nih spisok literatury. Osoboe vnimanie udelØlos~ probleme, budut li (2, 3)- poroßdennymi klassiqeskie matriqnye gruppy nad razliqnymi kol~cami; sm., naprimer, [3, 4] dlØ SL(n, q), [10] dlØ SL(n, Z),

GL(n, Z), a takße [12, 13].

P. Sankini i M. K. Tamburini [10] dokazali, qto gruppy SL(n, Z) pri n > 13 i GL(n, Z) pri n > 19 budut (2, 3)- poroßdennymi. S drugoæ storony, horoxo izvestno, qto gruppy

SL(n, Z), GL(n, Z) pri n = 2, 4 ne ØvlØ¸tsØ (2, 3)-poroßdennymi.

V sluqae n = 4 ffto utverßdenie sleduet, naprimer, iz davnego rezul~tata G. A. Millera [8], utverßda¸wego, qto gruppa GL(4, 2) ≃ SL(4, 2) ≃ Alt(8) ne (2, 3)-poroßdena. Nedavno M.K. Tamburini i P. Cukka [14] pokazali, qto gruppy SL(3, Z),

GL(3, Z) ne ØvlØ¸tsØ (2, 3)-poroßdennymi. �tot ße rezul~tat

byl nezavisimo pereotkryt v [9].

V stat~e [7] A. Luzgarev i I. Pevzner obratilis~ k voprosu, budet li (2, 3)-poroßdennoæ gruppa GL(5, Z). HotØ oni i ne dali okonqatel~nyæ otvet, im udalos~ svesti zadaqu k analizu koneqnogo qisla sluqaev.

Cel~¸ nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ analiz sledu¸weæ razmernosti, a imenno n = 6. V otliqie ot sluqaØ n = 4, zdes~ ne

Pri podderßke prigrammy fundamental~nyh issledovaniæ RAN ”Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki” i Federal~nogo agentstva po nauke i innovaciØm (gos. kontrakt ˝02.442.11.7291). 101

102 M. A. VSEMIRNOV

imeetsØ trivial~nyh prepØtstviæ dlØ (2, 3)-poroßdennosti, poskol~ku gruppy SL(6, p) ØvlØ¸tsØ (2, 3)-poroßdennymi dlØ vseh prostyh p (sm. [3]).

˚sno, qto otvet na vopros, poroßdaet li dannaØ para matric gruppu SL(6, Z), zavisit lix~ ot klassa GL(6, Z)-soprØßennosti dannoæ pary. Pofftomu v dal~neæxem nas budut interesovat~ pary matric s toqnost~¸ do odnovremennogo GL(6, Z)-soprØßeniØ. Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ redukcionnaØ teorema. (Zdes~ i dalee I_n oboznaqaet kvadratnu¸ ediniqnu¸ matricu razmera n.)

Teorema 1. Pust~^~X,^~Y ∈ SL(6, Z) i^~X^2 =^~Y^3 = I6. Predpoloßim

takße, qto para X̃, Ỹ ne soprØßena v GL(6, Z) ni s odnoæ iz par ±X, Y vida X = 0 I_2 B I_2 0 −B 0 0 I_2 , Y = I_2 0 A 0 0 −I_2 0 I_2 −I_2 , (1) gde A = ( a_1 a_2 a_3 a_4 ) , B = ( b_1 b_2 b_3 b_4 ) , (2)

a (b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) – odin iz sledu¸wih naborov: (0, 0, 0, 1, 3, 1, 1, −3), (1, −1, −1, −4, −3, 1, 1, 3), (3) (1, 0, 0, 2, −3, 1, 1, 3), (−6, −1, −1, 1, 3, 1, 1, −3), (4) (0, 0, 0, 1, 3, 1, −1, −3), (1, −1, 1, −4, −3, 1, −1, 3), (5) (1, 0, 0, 2, −3, 1, −1, 3), (−6, −1, 1, 1, 3, 1, −1, −3), (6) (0, 2, −2, −3, 3, 1, −1, 1), (1, −3, 3, −4, 1, 1, −1, 3), (7) (1, 4, −4, −6, 5, 1, −1, 3), (2, −5, 5, −7, 3, 1, −1, 5), (8) (−2, 1, −1, −2, 3, 1, −1, 2), (−1, −2, 2, −2, 2, 1, −1, 3), (9) (−4, 2, −2, −1, 3, 1, −1, 4), (−4, −3, 3, 0, 4, 1, −1, 3). (10) Togda gruppa ⟨X̃, Ỹ ⟩ ne sovpadaet s SL(6, Z).

Zameqanie 1. Oqevidno, qto esli ⟨X, Y ⟩ = SL(6, Z), to i

⟨X, Y^{−1}⟩ = SL(6, Z). Nabory v (3)–(10) sgruppirovany takim

obrazom, qto esli para X_1, Y_1 vida (1)–(2) otveqaet pervomu naboru v stroke, a X_2, Y_2 otveqaet vtoromu naboru, to pary X_2,

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 103

Y_2 i X_1, Y^{−1}_1 soprØßeny pri pomowi matricy iz GL(6, Z). Ta-

kim obrazom, dostatoqno proverit~ imeet li mesto ravenstvo

⟨X, Y ⟩ = SL(6, Z) tol~ko v vos~mi sluqaØh vmesto 16. (Po povodu

vybora znaka v ±X sm. takße lemmu 1 dalee.)

Zameqanie 2. Pust~ X, Y zadany pri pomowi (1)–(2), gde

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) – odin iz naborov, pereqislennyh v (3)–

(10). DlØ vsØkogo prostogo p moßno rassmotret~ X mod p, Y mod p kak matricy iz SL(6, p). Komp~¸ternye vyqisleniØ svidetel~- stvu¸t v pol~zu sledu¸weæ gipotezy: gruppa, poroßdennaØ matricami X mod p i Y mod p, sovpadaet s SL(6, p). Takim obrazom, ves~ma maloveroØtno, qto metody dannoæ raboty mogut byt~ ispol~zovany dlØ iskl¸qeniØ sluqaev (3)–(10). Ispol~zuØ principial~no drugoæ podhod, avtor sumel iskl¸qit~ sluqai (4) i (6). �tomu rezul~tatu budet posvØwena otdel~naØ publikaciØ.

Stat~Ø organizovana sledu¸wim obrazom. V §2 my izuqim potencial~nye pary (2, 3)-obrazu¸wih gruppy SL(6, Z) s toqnost~¸ do GL(6, Z)-soprØßeniØ i naædem ih dopustimu¸ formu. Otmetim, qto rezul~taty §2 verny ne tol~ko dlØ SL(6, Z), no i dlØ bolee xirokogo klassa grupp; sm. usloviØ (A1)–(A5) niße. �lementy dopustimyh matric budut zaviset~ ot vos~mi celoqislennyh parametrov. V §3 i §4 my naædem polinomial~nye sootnoxeniØ, kotorym oni dolßny udovletvorØt~. Sootvetstvu¸wie uravneniØ budut rexeny v §5 i §6.

V zaverxenie fftogo paragrafa my vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. Kak obyqno, F_p oboznaqaet koneqnoe pole iz p fflementov, a^¯F_p oboznaqaet ego algebraiqeskoe zamykanie. DlØ vsØkogo prostogo p pust~ f_p : Z→ F_p est~ estestvennyæ gomomorfizm redukcii po modul¸ p. On estestvennym obrazom rasprostranØetsØ na celoqislennye vektory i matricy. Ispol~zuØ nekotoru¸ vol~- nost~ v oboznaqeniØh, my sohranØem simvol f_p i dlØ fftih rasxirennyh oboznaqeniæ, to est~

f_p : Z^n → F^n_p , f_p : Mat (n, Z) → Mat (n, F_p).

2. Dopustimye obrazu¸wie

V fftom paragrafe my naædem vid potencial~nyh par (2,3)- obrazu¸wih gruppy SL(6, Z). Pust~ X, Y ∈ SL(6, Z). Na protØßenii fftogo paragrafa my predpolagaem, qto X i Y udovletvorØ¸t sledu¸wim usloviØm:

104 M. A. VSEMIRNOV

(A1) X^2 = Y^3 = I_6;

(A2) gruppa ⟨X, Y ⟩ soverxenna; (A3) −I_6 ∈ ⟨X, Y ⟩; (A4) gruppa ⟨X, Y ⟩ ØvlØetsØ absol¸tno neprivodimoæ podgruppoæ v SL(6, Q);

(A5) dlØ vsØkogo prostogo p gruppa ⟨f_p(X), f_p(Y )⟩ absol¸tno neprivodima.

V qastnosti, l¸baØ para (2,3)-obrazu¸wih (esli takovaØ imeetsØ) gruppy SL(6, Z) dolßna udovletvorØt~ usloviØm (A1)– (A5). Vypolnenie usloviØ (A2) v sluqae ⟨X, Y ⟩ = SL(6, Z) sm., naprimer, v [5, 1.2.11 i 1.2.15].

Predpoloßenie (A4) vleqet, qto X ≠ ±I_6. Napomnim takße, qto det X = 1 i X^2 = 1. Sledovatel~no, matrica X soprØßena v

GL(6, Q) s odnoæ iz matric

diag (1, 1, 1, 1, −1, −1), ili diag (1, 1, −1, −1, −1, −1).

Sledu¸waØ lemma pozvolØet rassmatrivat~ tol~ko odnu vozmoßnost~ dlØ X vmesto dvuh.

Lemma 1. Esli gruppa ⟨X, Y ⟩ udovletvorØet (A2), (A3), to ⟨−X, Y ⟩ = ⟨X, Y ⟩. Dokazatel~stvo. Soglasno (A3) imeem ⟨−X, Y ⟩ ⊆ ⟨X, Y ⟩. Soglasno (A2) vsØkaØ matrica g iz ⟨X, Y ⟩ moßet byt~ predstavlena v vide g = m∏ i=1 [g_{2i−1}(X, Y ), g_{2i}(X, Y )] , gde g_1, . . . ,g_{2m} – ffto slova v alfavite X, X^{−1}, Y , Y^{−1}. DlØ vsØkogo j spravedlivo g_j(X, Y ) = ±g_j (−X, Y ). Sledovatel~no, [g_{2i−1}(X, Y ), g_{2i}(X, Y )] = [g_{2i−1}(−X, Y ), g_{2i}(−X, Y )]. Znaqit,

⟨X, Y ⟩ ⊆ ⟨−X, Y ⟩, otkuda i sleduet utverßdenie. �

Takim obrazom, ne umalØØ obwnosti, moßno predpolagat~, qto matrica X soprØßena v GL(6, Q) s diag (1, 1, 1, 1, −1, −1).

Soglasno (A4), Y ≠ I_6. Tak kak Y^3 = I_6, to matrica Y soprØßena v GL(6, Q) s odnoæ iz bloqno-diagonal~nyh matric

diag (1, 1, J, J), diag (1, 1, 1, 1, J), diag (J, J, J),

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 105 gde J = ( 0 −1 1 −1 ) . DlØ togo qtoby iskl¸qit~ dve poslednie vozmoßnosti, nam potrebuetsØ variant formuly, prinadleßaweæ L. L. Skottu [11]. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ. Pust~ G = ⟨x, y⟩ – gruppa, a F – nekotoroe pole. Pust~ M – koneqnomernyæ F G-modul~, a

ϕ : G → GL(M ) – predstavlenie gruppy G. DlØ H ⊆ G qerez d^H_M

oboznaqim razmernost~ podprostranstva v M , potoqeqno fiksiruemogo kaßdym fflementom iz H:

d^H_M = dim{v ∈ M : ϕ(g)v = v dlØ l¸byh g ∈ H}.

Analogiqnym obrazom opredelim razmernost~^^d^H_M , otveqa¸wu¸ dvoæstvennomu predstavleni¸^^ϕ : G → GL(M ),^^ϕ(g) = (ϕ(g^{−1}))^t:

d̂^H_M = dim{v ∈ M : ϕ̂(g)v = v dlØ l¸byh g ∈ H}.

Teorema 2 (Skott, [11]). V vyxeprivedennyh oboznaqeniØh imeem

d^{{x}}_M + d^{{y}}_M + d^{{xy}}_M 6 dim_F M + d^G_M + d̂^G_M .

My primenim fftu teoremu v sluqae, kogda x = X, y = Y , a

G = ⟨X, Y ⟩ – absol¸tno neprivodimaØ podgruppa v SL (6, Z) (ili SL (6, Q)). Pust~ M = Mat(6, Q) – ffto prostranstvo 6 × 6 matric

nad Q. Gruppa G deæstvuet na M posredstvom soprØßeniØ. V

fftom sluqae d^H_M = dim C_M (H), gde C_M (H) – ffto centralizator H v M . Predpoloßenie (A4), utverßda¸wee absol¸tnu¸ neprivodimost~ gruppy G, vleqet, qto d^G_M =^^d^G_M = 1, poskol~ku sootvetstvu¸wie centralizatory sostoØt iz skalØrnyh matric. Takim obrazom, formula Skotta priobretaet vid

d^{{X}}_M + d^{{Y }}_M + d^{{XY }}_M 6 6^2 + 2 = 38. (11)

DlØ proizvol~nogo g ∈ G, razmernost~ d^{{g}}_M (to est~ dim C_M (g)) moßet byt~ vyqislena v terminah stepeneæ netrivial~nyh invariantnyh mnoßiteleæ matricy tI_6 − g.

Lemma 2([6, s. 207]). Pust~ g ∈ GL(n, F ), i pust~ n1 6 · · · 6

n_s – stepeni netrivial~nyh invariantnyh mnoßiteleæ matricy tI_n − g, raspoloßennye v porØdke vozrastaniØ. Togda

dim C_{Mat(n,F )}(g) = (2s + 1)n − 2 s∑ j=1 jn_j = n + 2 s∑ j=1 (s − j)n_j .

106 M. A. VSEMIRNOV

Sledstvie 1. dim C_{Mat(n,F )}(g) > n.

PredpolagaØ, qto matrica X podobna diag (1, 1, 1, 1, −1, −1), imeem d^{{X}}_M = 20. Po sledstvi¸ 1, imeem d^{{XY }}_M > 6. Iz (11) vytekaet, qto d^{{Y }}_M 6 12. Sledovatel~no, matrica Y ne moßet byt~ podobna ni diag (1, 1, 1, 1, J), ni diag (J, J, J), tak kak v fftih sluqaØh

d^{{Y }}_M = 18. Sledovatel~no, matrica Y soprØßena s diag (1, 1, J, J).

V qastnosti, prostranstvo sobstvennyh vektorov matricy Y , otveqa¸wih sobstvennomu qislu 1, dvumerno. Oboznaqim ffto prostranstvo qerez VQ: VQ= {v ∈ Q^6 : Y v = v}. Poloßim VZ= VQ∩ Z^6. Pust~ v_1 i v_2 obrazu¸t Z-bazis rexetki VZ.

Tak kak harakteristiqeskiæ mnogoqlen Y raven (t^3 − 1)^2, to prostranstvo sobstvennyh vektorov matricy f_p(Y ), otveqa¸wee sobstvennomu qislu 1, takße dvumerno, esli p ≠ 3. Sledovatel~- no, ono sovpadaet s f_p(VZ).

Esli p = 3, to my prihodim k tomu ße vyvodu na osnovanii formuly Skotta. A imenno, voz~mem x = f_3(X), y = f_3(Y ),

G = ⟨f_3(X), f_3 (Y )⟩, M = Mat(6, F_3 ). Gruppa G deæstvuet na M po-

sredstvom soprØßeniØ. Tak kak harakteristiqeskiæ mnogoqlen X raven (t − 1)^4(t + 1)^2, to ego redukciØ po modul¸ 3 imeet takie ße kratnosti korneæ. Sledovatel~no, d^{{f3(X)}}_M = 20. DeæstvuØ analogiqno tomu, kak my postupali vyxe, poluqaem, qto d^{{f3(Y )}} M 6 12. Iz lemmy 2 sleduet, qto invariantnye mnoßiteli

matricy tI_6 −f_3 (Y ) dolßny imet~ vid t^3 −1, t^3 −1. Sledovatel~no, prostranstvo sobstvennyh vektorov matricy f_3(Y ), otveqa¸wih sobstvennomu qislu 1, dvumerno i sovpadaet s f_3(VZ) takße i v fftom sluqae.

Lemma 3. Predpoloßim, qto matricy X, Y ∈ SL(6, Z), X podobna

matrice diag (1, 1, 1, 1, −1, −1) i X, Y udovletvorØ¸t (A1), (A4), (A5). Togda

(a) mnoßestvo B_0 = {v_1, v_2, Xv_1, Xv_2} ØvlØetsØ Z-bazisom rexetki (VQ+ XVQ) ∩ Z^6;

(b) mnoßestvo B = {v_1, v_2, Xv_1, Xv_2, Y Xv_1, Y Xv_2} ØvlØetsØ Zbazisom rexetki Z^6. V qastnosti, v fftom bazise matricy X i Y priobreta¸t vid (1), gde A, B zadany soglasno (2) pri nekotoryh celyh qislah a_1, . . . ,a_4, b_1, . . . ,b_4.

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 107

Dokazatel~stvo. My vospol~zuemsØ sledu¸wim horoxo izvestnym kriteriem. Pust~ W – podprostranstvo Q^n, a w_1, . . ., w_k ∈

W ∩ Z^n. Mnoßestvo {w1, . . . , wk} budet Z-bazisom rexetki W ∩ Z^n

v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda {w_1, . . ., w_k} – Q-bazis prostranstva W i dlØ vsØkogo prostogo p vektory f_p(w_1), . . . ,f_p(w_k) lineæno nezavisimy nad F_p.

(a) Soglasno (A4) gruppa ⟨X, Y ⟩ absol¸tno neprivodima. Poskol~ku prostranstvo VQ∩ XVQØvlØetsØ X- i Y -invariantnym, my zakl¸qaem, qto VQ∩ XVQ= {0}. Sledovatel~no,

dim(VQ+ XVQ) = 4.

V qastnosti, B_0 – Q-bazis prostranstva VQ+ XVQ. Takße otmetim, qto vektory iz B_0 ØvlØ¸tsØ celoqislennymi.

Soglasno (A5) gruppa ⟨f_p(X), f_p(Y )⟩ absol¸tno neprivodima. Tak kak prostranstvo f_p(VZ) dvumerno i f_p(Y )-invariantno, rassußdeniØ, analogiqnye privedennym vyxe, da¸t, qto dlØ vsØkogo prostogo p

dimFp(fp(VZ) + fp(XVZ)) = 4

i vektory f_p(v_1), f_p(v_2), f_p(Xv_1), f_p(Xv_2) lineæno nezavisimy nad

Fp . PrimenØØ ukazannyæ vyxe kriteriæ, my zakl¸qaem, qto B0

ØvlØetsØ Z-bazisom rexetki (VQ+ XVQ) ∩ Z^6 i

(VQ+ XVQ) ∩ Z^6 = VZ+ XVZ. (12)

�to zaverxaet dokazatel~stvo pervogo utverßdeniØ.

(b) Tak kak matrica X podobna diag (1, 1, 1, 1, −1, −1), a

dim(VQ+ XVQ) = 4,

to X induciruet toßdestvennoe otobraßenie na Q^6/(VQ+ XVQ). Sledovatel~no, vsØkoe nadprostranstvo prostranstva VQ+ XVQ budet X-invariantnym.

Poskol~ku Y^3 = I_6, dlØ vsØkogo vektora u ∈ Q^6 imeem

Y^2u + Y u + u ∈ VQ. (13)

V qastnosti, dlØ vsØkogo podprostranstva U ⊆ Q^6 prostranstvo

Y U + U + VQbudet Y -invariantnym.

Ob¨edinØØ vmeste ffti dva rezul~tata, my poluqaem, qto prostranstvo Y XVQ+XVQ+VQØvlØetsØ X- i Y -invariantnym. Absol¸tnaØ neprivodimost~ gruppy ⟨X, Y ⟩ vleqet, qto Y XVQ+XVQ+

VQsovpadaet s Q^6, a B est~ Q-bazis prostranstva Q^6.

108 M. A. VSEMIRNOV

Napomnim, qto X induciruet toßdestvennoe otobraßenie na

Q^6/(VQ+ XVQ). Takße napomnim ravenstvo (12). Takim obrazom,

dlØ vsØkogo u ∈ Z^6 spravedlivo

Xu − u ∈ (VQ+ XVQ) ∩ Z^6 = VZ+ XVZ. (14)

Sledovatel~no, X induciruet toßdestvennoe otobraßenie na

Z^6/(VZ+ XVZ), i fp(X) induciruet toßdestvennoe otobraßenie na F^6_p/(fp(VZ) + fp(XVZ)). V qastnosti, vsØkoe nadprostranstvo

prostranstva f_p(VZ) + f_p(XVZ) budet f_p(X)-invariantnym.

Tak kak Y^3 = I_6, to dlØ vsØkogo u ∈ F^6_p vektor f_p(Y^2)u+f_p(Y )u+ u ØvlØetsØ nepodvißnym vektorom dlØ f_p(Y ). Napomnim, qto dlØ vsØkogo prostogo p prostranstvo sobstvennyh vektorov matricy f_p(Y ), otveqa¸wih sobstvennomu qislu 1, sovpadaet s f_p(VZ). Sledovatel~no,

f_p(Y^2)u + f_p(Y )u + u ∈ f_p(VZ).

Ispol~zuØ absol¸tnu¸ neprivodimost~ gruppy ⟨f_p(X), f_p(Y )⟩ i rassußdeniØ, analogiqnye argumentam v sluqae harakteristiki 0, my poluqaem, qto f_p(Y XVZ) + f_p(XVZ) + f_p(VZ) = F^6_p . Sledovatel~no, dlØ vsØkogo p vektory f_p(v_1), f_p(v_2), f_p(Xv_1), f_p(Xv_2 ),

f_p(Y Xv_1), f_p(Y Xv_2) lineæno nezavisimy. PrimenØØ upomØnutyæ

vyxe kriteriæ, zakl¸qaem, qto B ØvlØetsØ Z-bazisom rexet-

ki Z^6._{Primenim vkl¸qenie (13) k u = Xvi, i = 1, 2, i zametim, qto}

vektory v levoæ qasti celoqislennye. V qastnosti,

Y (Y Xv_i) + Y Xv_i + Xv_i ∈ VQ∩ Z^6 = VZ.

Takim obrazom, ffti vektory ØvlØ¸tsØ lineænymi kombinaciØmi vektorov v_1 i v_2 s celymi kofffficientami. Sledovatel~no, v bazise B matrica Y priobretaet vid (1)–(2) dlØ nekotoryh celyh qisel a_1, a_2, a_3, a_4.

Soglasno (14) matrica X v tom ße samom bazise priobretaet vid X = 0 I_2 B I_2 0 B^′ 0 0 I_2

dlØ nekotoryh celoqislennyh matric B, B^′. Tak kak X^2 = I_6, to

B^′ = −B. Tem samym my zaverxaem dokazatel~stvo. �

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 109

Zameqanie 3. Matricy X i Y moßno odnovremenno zamenit~ na soprØßennye pri pomowi diag(g, g, g), gde g ∈ GL(2, Z). V sluqae proizvol~nyh matric A i B vyigryx nevelik, poskol~ku imeetsØ beskoneqno mnogo klassov GL(2, Z)-soprØßennosti. Odnako my vernemsØ k fftomu preobrazovani¸ pozdnee, kogda my ustanovim dopolnitel~nye sootnoxeniØ meßdu A i B; sm. §4.

3. Neprivodimost~

V fftom paragrafe my predpolagaem, qto X, Y ∈ SL(6, Z) i qto oni udovletvorØ¸t (1)–(2) i (A4), (A5). Naxa cel~ sostoit v nahoßdenii dal~neæxih ograniqeniæ na a_1, . . . , a_4 i b_1, . . . , b_4. Lemma 4. Pust~ F – algebraiqeski zamknutoe pole, i pust~

A, B ∈ Mat(2, F ). Matricy A i B oblada¸t obwim nenulevym sobstvennym vektorom v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

det(AB − BA) = 0.

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~. Esli v ≠ 0 i Av = λv, Bv = μv, to (AB −BA)v = (λμ−μλ)v = 0. Sledovatel~no, det(AB −BA) = 0.

Dostatoqnost~. Odnovremenno soprØgaØ obe matricy, esli neobhodimo, my moßem predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto A sovpadaet so svoeæ ßordanovoæ normal~noæ formoæ. Zapixem B v vide B = (_{b1 b2} b3 b4 ) . Sluqaæ 1: A = diag(λ, λ). V fftom sluqae vsØkiæ sobstvennyæ vektor matricy B budet takße i sobstvennym vektorom dlØ A.

Sluqaæ 2: A =

(_{λ1 0}

0 λ2 ) , λ_1 ≠ λ_2. Neposredstvenno proverØetsØ, qto AB − BA = ( 0 (λ_1 − λ_2)b_2 (λ_2 − λ_1)b_3 0 ) . Tak kak det(AB − BA) = 0 i λ_1 − λ_2 ≠ 0, to zakl¸qaem, qto libo

b_2 = 0, libo b_3 = 0. V pervom sluqae obwim sobstvennym vekto-

rom budet (0, 1)^t, vo vtorom – (1, 0)^t.

Sluqaæ 3: A =

(_{λ 1} 0 λ ) . Neposredstvenno proverØetsØ, qto AB − BA = ( b_3 b_4 − b_1 0 −b_3 ) . Sledovatel~no, b_3 = 0, i (1, 0)^t budet obwim sobstvennym vektorom dlØ A i B. �

110 M. A. VSEMIRNOV

Lemma 5. DlØ celyh qisel a1, . . . , a4, b1, . . . , b4 opredelim A, B so-

glasno (2) i X, Y soglasno (1). Predpoloßim, qto X, Y udovletvorØ¸t (A5). Togda det(AB − BA) = ±1.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto det(AB − BA) ≠ ±1. Pust~ p – prostoe qislo, delØwee det(AB − BA). Soglasno lemme 4 v

F̄^2_p suwestvuet nenulevoæ sobstvennyæ vektor (α, β)^t, obwiæ dlØ

f_p(A) i f_p(B). Poloßim u_1 = (α, β, 0, 0, 0, 0)^t, u_2 = (0, 0, α, β, 0, 0)^t, u_3 = (0, 0, 0, 0, α, β)^t. Neposredstvenno proverØetsØ, qto ⟨u_1, u_2, u_3⟩

ØvlØetsØ ⟨f_p(X), f_p(Y )⟩-invariantnym podprostranstvom. Poluqaem protivoreqie s (A5). � Lemma 6. DlØ celyh qisel a1, . . . ,a4, b1, . . . ,b4 opredelim A, B

soglasno (2) i X, Y soglasno (1). Poloßim

s_0 = a_1a_4 − a_2a_3 − 3a_1 − 3a_4 + 9 = det(A − 3I_2). (15)

Predpoloßim, qto X, Y udovletvorØ¸t (A5). Togda s_0 = ±1.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto s0 ≠ ±1, i vyberem prostoe qislo p, delØwee s_0 = det(A − 3I_2). V qastnosti, naædetsØ nenulevoæ vektor (α, β)^t ∈ F^2_p, takoæ, qto

f_p(A^t − 3I_2) ( α β ) = ( 0 0 ) . (16)

Ispol~zuØ (16), ubeßdaemsØ, qto vektor (α, β, α, β, α, β)^t ØvlØetsØ f_p(X^t)- i f_p(Y^t)-invariantnym. V qastnosti, ⟨f_p(X^t), f_p(Y^t)⟩ obladaet odnomernym invariantnym podprostranstvom. Sledovatel~no, ⟨f_p(X), f_p(Y )⟩ obladaet invariantnym podprostranstvom razmernosti 5, qto protivoreqit (A5). � Lemma 7. DlØ celyh qisel a1, . . . ,a4, b1, . . . ,b4 opredelim A, B

soglasno (2) i X, Y soglasno (1). Poloßim

s_1 = a_1a_4 − a_2a_3 + a_1b_4 + b_1a_4 − a_2b_3 − a_3b_2 + 2a_1 + 2a_4

+ 3b_1 + 3b_4 + 3, (17) s_2 = −a_1b_4 − b_1a_4 + a_3b_2 + a_2b_3 − 3b_1b_4 + 3b_2b_3 + a_1 + a_4 + 3. (18)

Predpoloßim, qto X, Y udovletvorØ¸t (A5). Togda

(s_1, s_2) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1), (−1, 0), (0, −1), (−1, −1)}. (19)

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 111

Dokazatel~stvo. Preßde vsego, my pokaßem, qto s^2_1−s1s2+s^2 =1. Predpoloßim protivnoe. Tak kak qislo s^2_1 −s_1s_2+s^2 vsegda neotricatel~no, to naædetsØ prostoe qislo p, delØwee s^2_1 − s_1s_2 + s^2.

Rassmotrim sledu¸wu¸ sistemu { f_p(3I_2 + A)w_1 + f_p(A − AB)w_2 = 0,

f_p(I_2 − B)w_1 + f_p(I_2 + A + B + B^2)w_2 = 0,

(20)

gde qetyr~mØ neizvestnymi ØvlØ¸tsØ koordinaty vektorov w_1 i

w_2. Neposredstvenno proverØetsØ, qto opredelitel~ fftoæ siste-

my est~ v toqnosti s^2_1 − s_1 s_2 + s^2 ( mod p). Takim obrazom, (20) imeet netrivial~noe rexenie w_1, w_2.

Teper~ poloßim

u_1 = w_1 w_1 − f_p(B)w_2

w_2

, u_2 = w_1 + f_p(A)w_2 −w_2 w_1 − f_p(B)w_2 − w_2 . Oqevidno, qto f_p(X)u_1 = u_1, f_p(Y )u_1 = u_2. Iz vtorogo uravneniØ v (20) sleduet, qto f_p(X)u_2 = u_2, a iz pervogo uravneniØ v (20) sleduet, qto f_p(Y )u_2 = −u_1 −u_2. Sledovatel~no, u_1 i u_2 poroßda- ¸t dvumernoe ⟨f_p(X), f_p(Y )⟩-invariantnoe podprostranstvo, qto protivoreqit (A5). Sledovatel~no, s^2_1 − s_1s_2 + s^2 = 1. Tak kak s_1 i s_2 – celye qisla, my zakl¸qaem, qto vypolneno (19). �

V deæstvitel~nosti, znaqeniØ s_0, s_1 i s_2 ne ØvlØ¸tsØ nezavisimymi. Iz (15), (17), (18) sleduet, qto s_1 + s_2 − s_0 ≡ 0( mod 3). Ob¨edinØØ ffto sravnenie s lemmami 6 i 7, my poluqaem sledu- ¸wiæ rezul~tat.

Lemma 8. V predpoloßeniØh lemm 6 i 7 my dopolnitel~no imeem

(s_0, s_1, s_2) ∈ S, gde

S = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (−1, 1, 1), (−1, −1, 0), (−1, 0, −1), (1, −1, −1)}. (21) 4. Dal~neæxie uproweniØ

My sohranØem oboznaqeniØ predyduwego paragrafa. Poloßim

C = AB − BA. Oqevidno, qto trace(C) = 0. Soglasno lemme 5

imeem det C = ±1. Naxa sledu¸waØ cel~ sostoit v nahoßdenii matricy naibolee prostogo vida, soprØßennoæ s C v GL(2, Z).

112 M. A. VSEMIRNOV

Lemma 9. (a) Pust~ C ∈ Mat(2, Z). Esli trace(C) = 0 i det C = ±1,

to matrica C soprØßena v GL(2, Z) s odnoæ iz sledu¸wih matric:

C_1 = ( 1 0 0 −1 ) , C_2 = ( 0 1 1 0 ) , C_3 = ( 0 1 −1 0 ) . (22)

(b) V oboznaqeniØh lemmy 5 predpoloßim dopolnitel~no, qto ⟨X, Y ⟩ = SL(6, Z). Togda, ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto AB − BA sovpadaet s odnoæ iz matric C_1, C_2, C_3.

Zameqanie 4. Matrica C3 ne soprØßena ni s C1, ni s C2, tak kak ih opredeliteli razliqny. Matricy C_1 i C_2 ne soprØßeny v GL(2, Z), hotØ oni soprØßeny v GL(2, Q).

Dokazatel~stvo lemmy 9. (a) Zapixem C v vide C =^{( c1 c2}_{c3 −c1}^), gde −c^2_1 − c_2c_3 = ±1. (23)

Utverßdenie punkta (a) budem dokazyvat~ indukcieæ po |c_1|.

Sluqaæ 1: c_1 = 0. Togda c_2 = ±1, c_3 = ±1, i C sovpadaet s odnoæ iz matric C_2, C_3, −C_2, −C_3. Utverßdenie teper~ sleduet iz toßdestv C_1(−C_2)C^{−1}_1 = C_2 i C_1(−C_3)C^{−1}_1 = C_3.

Sluqaæ 2: |c_1| = 1 i libo c_2 = 0, libo c_3 = 0. Predpoloßim snaqala, qto c_3 = 0. Esli c_2 qetno, predstavim ego v vide c_2 = 2s,

s ∈ Z. Togda_( 0 1 1 −s ) ( −1 2s 0 1 ) ( 0 1 1 −s )_{−1} = ( 1 0 0 −1 ) , ( 1 s 0 1 ) ( 1 2s 0 −1 ) ( 1 s 0 1 )_{−1} = ( 1 0 0 −1 ) . Esli c_2 neqetno, predstavim ego v vide c_2 = 2s + 1, s ∈ Z. Togda ( 1 −s −1 s + 1 ) ( −1 2s + 1 0 1 ) ( 1 −s −1 s + 1 )_{−1} = ( 0 1 1 0 ) , ( 1 s 1 s + 1 ) ( 1 2s + 1 0 −1 ) ( 1 s 1 s + 1 )_{−1} = ( 0 1 1 0 ) . Qtoby poluqit~ analogiqnye sootnoxeniØ v sluqae c_2 = 0, dostatoqno transponirovat~ privedennye vyxe qetyre toßdestva.

Xag indukcii. Teper~ my moßem predpolagat~, qto libo |c_1| = 1 i |c_2| > 0, |c_3| > 0, libo |c_1| > 2. V poslednem sluqae imeem

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 113

|c_2c_3| = c^2_1 ± 1 > 0. V qastnosti, |c_2| > 0, |c_3| > 0 takße i v fftom

sluqae.

Tak kak (|c_1| + 1)^2 > c^2_1 + 1 > c^2_1 ± 1 = |c_2c_3|, to imeet mesto po kraæneæ mere odno iz neravenstv |c_2| 6 |c_1|, |c_3| 6 |c_1|. Esli |c_2| 6

|c_1|, poloßim s = [c_1/c_2] ([·] oznaqaet celu¸ qast~) i rassmotrim ( 1 0 s 1 ) ( c_1 c_2 c_3 −c_1 ) ( 1 0 s 1 )_{−1} = ( c_1 − c_2s c_2 c_3 + 2c_1s − c_2s^2 −c_1 + c_2s ) . Tak kak 0 6 |c_1 − c_2s| < |c_2| 6 |c_1|, my moßem primenit~ indukcionnoe predpoloßenie.

Analogiqnym obrazom, esli |c_3| 6 |c_1|, poloßim s = [c_1/c_3] i rassmotrim ( 1 −s 0 1 ) ( c_1 c_2 c_3 −c_1 ) ( 1 −s 0 1 )_{−1} = ( c_1 − c_3s c_2 + 2c_1s − c_3s^2 c_3 −c_1 + c_3s ) . Tak kak 0 6 |c_1 − c_3s| < |c_3| 6 |c_1|, my moßem primenit~ indukcionnoe predpoloßenie. �to zaverxaet dokazatel~stvo punkta (a).

(b) Pust~ g ∈ GL(2, Z) – ffto takaØ matrica, kotoraØ osuwestvlØet soprØßenie AB − BA s C_i dlØ nekotorogo i ∈ {1, 2, 3}. ˚sno, qto para X, Y poroßdaet ili ne poroßdaet SL(6, Z) odnovremenno s l¸boæ GL(6, Z)-soprØßennoæ s neæ paroæ. ZamenØØ X i Y na soprØßennye s nimi pri pomowi diag(g, g, g), my zaverxaem dokazatel~stvo. �

Naxa sledu¸waØ cel~ sostoit v tom, qtoby pokazat~, qto matricy X i Y v sluqae AB − BA = C_1 = ( 1 0 0 −1 ) (24)

ne poroßda¸t SL(6, Z). Bolee toqno, my dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 10. V usloviØh lemm 6 i 7 predpoloßim, krome togo, qto

A i B udovletvorØ¸t (24). Togda ⟨f_2(X), f_2(Y )⟩ ≠ SL(6, 2). V qastnosti, ⟨X, Y ⟩ ≠ SL(6, Z).

Dokazatel~stvo. Predpoloßenie (24) vleqet, qto

(a_1 − a_4)b_2 − a_2(b_1 − b_4) = 0, (25)

−(a_1 − a_4)b_3 + a_3(b_1 − b_4) = 0, (26)

a_2b_3 − a_3b_2 = 1. (27)

114 M. A. VSEMIRNOV

SkladyvaØ ravenstvo (25), umnoßennoe na b_3, s (26), umnoßennym na b_2, i prinimaØ vo vnimanie (27), poluqaem, qto

b_1 = b_4. (28)

SkladyvaØ ravenstvo (25), umnoßennoe na a_3, s (26), umnoßennym na a_2, i prinimaØ vo vnimanie (27), poluqaem, qto

a_1 = a_4. (29)

Lemma 6 vleqet

a^2_1 − a_2a_3 ≡ 0 (mod 2). (30)

Ob¨edinØØ (27)–(30) s (17), poluqaem, qto s_1 qetno. Iz lemmy 7 sleduet, qto s_1 = 0 i s_2 = ±1. Rassmotrim s_2 po modul¸ 2 i primem vo vnimanie (27)–(30). �to daet nam sravnenie

b^2_1 − b_2b_3 ≡ 1 (mod 2). (31)

Zamenim sistemu (27), (30), (31) na sootvetstvu¸wie sravneniØ po modul¸ 2. Neposredstvenno proverØetsØ, qto po modul¸ 2 imeetsØ v toqnosti xest~ dopustimyh naborov vyqetov

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4), a imenno:

(0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0),

(0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0),

(1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1).

Ispol~zuØ sistemu komp~¸ternoæ algebry MAGMA, bylo provereno, qto vo vseh xesti sluqaØh gruppa ⟨f_2(X), f_2(Y )⟩ imeet porØdok 324. V qastnosti, ona ØvlØetsØ sobstvennoæ podgruppoæ gruppy SL(6, 2). Zaverxa¸wee utverßdenie lemmy teper~ trivial~no. �

Teper~ my rassmotrim sluqaæ, kogda AB − BA = C_2 ili AB −

BA = C_3.

Lemma 11. V usloviØh lemmy 5 predpoloßim takße, qto AB −

BA = C_2 ili AB − BA = C_3, gde matricy C_2, C_3 opredeleny v

(22). Togda

(a_1 − a_4)b_2 − a_2(b_1 − b_4) = 1. (32)

Krome togo, esli AB − BA = C_3, to

b_3 = b_2, a_3 = a_2; (33)

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 115

esli AB − BA = C_2, to

b_3 = −b_2, a_3 = −a_2. (34)

Dokazatel~stvo. Neposredstvennoe vyqislenie daet ravenstvo (32). Krome togo,

−(a_1 − a_4)b_3 + a_3(b_1 − b_4) = ±1, (35)

a_2b_3 − a_3b_2 = 0. (36)

Umnoßim teper~ (32) na b_3, (35) na b_2 i sloßim ih. PrinimaØ vo vnimanie (36), ustanavlivaem, qto b_2 ± b_3 = 0. Analogiqnym obrazom, umnoßaØ (32) na a_3, a (35) na a_2, my poluqaem, qto

a_2 ±a_3 = 0. Bolee togo, znaki v b_2 ±b_3 i a_2 ±a_3 libo odnovremenno

+ (esli my brali C_2) ili odnovremenno − (esli my brali C_3).

�

Zameqanie 5. Pust~ AB − BA = Ci, gde i = 2 ili 3. Ne umalØØ obwnosti, vsegda moßno zamenit~ matricy Y i X na soprØßennye s nimi pri pomowi diag(C_i, C_i, C_i). �to sootvetstvuet zamene A i B na soprØßennye s nimi pri pomowi C_i. ˚sno, qto takoe soprØßenie sohranØet ravenstvo AB − BA = C_i, a takße pravu¸ qast~ formuly (15). Ono takße sohranØet netrivial~nu¸ razreximost~ sistemy (20). Takim obrazom, dannoe preobrazovanie ne vliØet na rezul~taty lemm 6 i 7.

S drugoæ storony, ispol~zuØ ravenstva (33), (34) lemmy 11, my poluqaem, qto v sluqae, kogda AB − BA = C_2,

C_2 ( a_1 a_2 a_3 a_4 ) C^{−1}_2 = ( a_4 a_3 a_2 a_1 ) = ( a_4 −a_2 −a_3 a_1 ) . Analogiqno, v sluqae AB − BA = C_3,

C_3 ( a_1 a_2 a_3 a_4 ) C^{−1}_3 = ( a_4 −a_3 −a_2 a_1 ) = ( a_4 −a_2 −a_3 a_1 ) . Analogiqnye toßdestva ime¸t mesto i dlØ matricy B. Takim obrazom, my zakl¸qaem, qto preobrazovanie

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) → (b_4, −b_2, −b_3, b_1, a_4, −a_2, −a_3, a_1)

sootvetstvuet odnovremennomu soprØßeni¸ matric X i Y . Sledovatel~no, vsegda moßno predpolagat~, ne umalØØ obwnosti, qto a_2 > 0. (37)

116 M. A. VSEMIRNOV

5. RexeniØ s b_2 = 0

V fftom paragrafe my rassmotrim sluqaæ, kogda b_2 = 0. Soglasno lemme 11 poluqaem, qto b_3 = 0 i a_2(b_1 − b_4) = −1. Sledovatel~no, a_2 = ±1. Na osnovanii zameqaniØ 5 dostatoqno iskat~ rexeniØ s a_2 = 1. Esli a_2 = 1, to uravnenie (32) priobretaet vid b_4 = b_1 + 1. (38)

Vnov~ po lemme 11 poluqaem, qto a_3 = ±1. Nakonec, s_0 = ±1 po lemme 6. DlØ kaßdogo nabora znakov my naædem dopustimye znaqeniØ a_1 i a_4. Zatem na osnovanii (38) my iskl¸qim b_4 iz s_1 i

s_2 i proverim, budut li s_1 i s_2 udovletvorØt~ (19); sm. lemmu 7.

Sluqaæ 1: a_2 = 1, a_3 = 1, s_0 = 1. Soglasno lemme 6 imeem

(a_1 − 3)(a_4 − 3) = 2. V tablice 1.I pereqisleny dopustimye celye

znaqeniØ a_1 i a_4. V kaßdom iz sluqaev takße predstavleno Øvnoe zadanie s_1 kak funkcii ot b_1. Iz predstavleniØ s_1 vidno, qto ni odno iz fftih rexeniæ ne udovletvorØet uslovi¸ s_1 ∈ {−1, 0, 1}.

Sluqaæ 2: a_2 = 1, a_3 = −1, s_0 = −1. Soglasno lemme 6 imeem

(a_1 − 3)(a_4 − 3) = −2. V tablice 1.II pereqisleny znaqeniØ a_1 i a_4, a takße vid s_1 kak funkcii ot b_1. V pervyh treh sluqaØh

ne vypolneno uslovie s_1 ∈ {−1, 0, 1}. Qtoby udovletvorit~ ffto uslovie v poslednem sluqae, my dolßny potrebovat~, qto b_1 = −2. No togda s_2 = 11, qto protivoreqit lemme 7.

Tablica 1

I II a_1 a_4 s_1 a_1 a_4 s_1 5 4 15b_1 + 48 5 2 13b_1 + 36 4 5 15b_1 + 47 2 5 13b_1 + 33 1 2 9b_1 + 14 4 1 11b_1 + 25 2 1 9b_1 + 15 1 4 11b_1 + 22

Sluqaæ 3: a_2 = 1, a_3 = 1, s_0 = −1. Soglasno lemme 6 imeem

(a_1 − 3)(a_4 − 3) = 0. Takim obrazom, a_1 = 3 ili a_4 = 3.

Esli a_1 = 3, to s_1 + s_2 = −3b^2_1 + 3b_1 + 6a_4 + 17 ≡ −1 ( mod 6). PrinimaØ vo vnimanie lemmu 7 i, v qastnosti, formulu (19), my prihodim k vyvodu, qto s_1 +s_2 = −1. �to ravenstvo pozvolØet

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 117

iskl¸qit~ a_4:

a_4 = b^2_1 − b_1 2 − 3. (39)

Ispol~zuØ poslednee ravenstvo vmeste s (38) i izvestnymi znaqeniØmi parametrov a_1, a_2, a_3, b_2, b_3, my poluqaem na osnovanii (17), qto s_1 = (b^3_1 + 4b^2_1 + 7b_1 − 2)/2. Oqevidno, qto s_1 > 1 pri

b_1 > 1, s_1 < −1 pri b_1 6 −4, s_1 /∈ {−1, 0, 1} pri b_1 = −1, −2, −3.

Takim obrazom, ostaetsØ edinstvennaØ vozmoßnost~ b_1 = 0. Ispol~zuØ (38) i (39), nahodim, qto

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) = (0, 0, 0, 1, 3, 1, 1, −3).

�to daet nam pervyæ iskl¸qitel~nyæ nabor v (3).

Esli a_4 = 3, to s_1 + s_2 = −3b^2_1 + 3b_1 + 6a_1 + 17 ≡ −1 ( mod 6). RassußdaØ analogiqno predyduwemu podsluqa¸, my posledovatel~no ustanavlivaem, qto s_1 + s_2 = −1, a_1 = (b^2_1 − b_1)/2 − 3 i

s_1 = (b^3_1 + 5b^2_1 + 6b_1 − 14)/2. Oqevidno, qto s_1 > 1 pri b_1 > 2, s_1 < −1 pri b_1 6 −5, s_1 /∈ {−1, 0, 1} pri b_1 = 0, −1, −2, −3, −4. Ta-

kim obrazom, ostaetsØ edinstvennaØ vozmoßnost~ b_1 = 1, i my poluqaem, qto

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) = (1, 0, 0, 2, −3, 1, 1, 3).

�to daet pervyæ nabor v (4).

Sluqaæ 4: a_2 = 1, a_3 = −1, s_0 = 1. Soglasno lemme 6 imeem

(a_1 − 3)(a_4 − 3) = 0. Takim obrazom, a_1 = 3 ili a_4 = 3.

Esli a_1 = 3, to, rassußdaØ analogiqno sluqa¸ 3, poluqaem, qto s_1 + s_2 = −3b^2_1 + 3b_1 + 6a_4 + 19 ≡ 1 ( mod 6). Vmeste s lemmoæ 7 ffto vleqet, qto (s_1, s_2) ∈ {(0, 1), (1, 0)}. Sledovatel~no, s_1 + s_2 = 1, a_4 = (b^2_1 − b_1)/2 − 3 i s_1 = (b^3_1 + 4b^2_1 + 7b_1 + 2)/2. Oqevidno, qto s_1 > 1 pri b_1 > 1, s_1 < −1 pri b_1 6 −4, s_1 /∈ {0, 1} pri

b_1 = −1, −2, −3. OstaetsØ edinstvennaØ vozmoßnost~ b_1 = 0, qto

privodit k rexeni¸

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) = (0, 0, 0, 1, 3, 1, −1, −3).

�to daet nam pervyæ nabor v (5).

Esli a_4 = 3, to s_1 + s_2 = −3b^2_1 + 3b_1 + 6a_1 + 19 ≡ 1 ( mod 6). PovtorØØ te ße rassußdeniØ, qto i vyxe, my posledovatel~no ustanavlivaem, qto s_1 + s_2 = 1, a_1 = (b^2_1 − b_1)/2 − 3 i s_1 = (b^3_1 + 5b^2_1 +

6b_1 − 10)/2. Oqevidno, qto s_1 > 1 pri b_1 > 2; s_1 < −1 pri b_1 6 −5;

118 M. A. VSEMIRNOV

s_1 /∈ {−1, 0, 1} pri b_1 = 0, −1, −2, −3, −4. OstaetsØ edinstvennaØ

vozmoßnost~ b_1 = 1. Ona privodit k sledu¸wemu rexeni¸:

(b_1, b_2, b_3, b_4, a_1, a_2, a_3, a_4) = (1, 0, 0, 2, −3, 1, −1, 3).

qto daet nam pervyæ nabor v (6).

6. RexeniØ s b2 ≠ 0

Opredelim s_0, s_1 i s_2 soglasno (15), (17) i (18), sootvetstvenno. Napomnim takße opredelenie mnoßestva S, dannoe v (21). Naxa cel~ sostoit v tom, qtoby dlØ kaßdogo nabora (r_0, r_1, r_2) ∈ S rexit~ sistemu iz qetyreh uravneniæ: (32) i

s_0 − r_0 = 0, (40)

s_1 − r_1 = 0, (41)

s_2 − r_2 = 0 (42)

pri dopolnitel~nyh usloviØh (37) i libo (33), libo (34). Tak kak sluqaæ b_2 = 0 byl polnost~¸ razobran v predyduwem paragrafe, dalee my budem vsegda predpolagat~, qto b_2 ≠ 0. 6.1. Vypolneny sootnoxeniØ (33).

Predpoloßim, qto vypolneny sootnoxeniØ (33). Domnoßim (32) na 6, (40) na −b_2, (41) na b_2, (42) na b_2 i sloßim ffti ravenstva. Iz poluqennogo uravneniØ vyvodim, na osnovanii (15), (17) i (18), qto

a_1 =

6a_2(b_1 − b_4) + 3b_2(b_1b_4 − b_1 − b^2 − b_4 + 1) + b_2(r_1 + r_2 − r_0) + 6

12b_2 . (43) DlØ togo, qtoby naæti a_4, umnoßim (32) na 6, (40) na b_2, (41) na

−b_2, (42) na −b_2 i sloßim ih. RassußdaØ, kak i vyxe, poluqaem, qto a_4 =

6a_2(b_4 − b_1) + 3b_2(b_1b_4 − b_1 − b^2 − b_4 + 1) + b_2(r_1 + r_2 − r_0) − 6

12b_2 . (44) Dalee my podstavim znaqeniØ a_1 i a_4 v (42). Otmetim, qto

(b_1 − b_4)^2 + 4b^2 > 4b^2 > 0. Takim obrazom, iz poluqivxegosØ v

rezul~tate uravneniØ sleduet, qto

a_2 =

−3(b_1 + b_4 + 10)b^3_2 + d_1b_2 − 6(b_1 − b_4) 6 ( (b_1 − b_4)^2 + 4b^2

) , (45)

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 119 gde d_1 = 3(b_1 + b_4)b_1b_4 − 3(b_1 + b_4)^2 + 30b_1b_4 + (b_1 + b_4)(r_1 + r_2 − r_0 + 9) + 2(r_0 − r_1 + 5r_2 − 21). (46)

Poloßim {

z_1 = b_1b_4 − b^2, z_2 = b_1 + b_4.

(47)

PodstavlØØ (43), (44) v (41) i iskl¸qaØ a_2 na osnovanii (45) i (46), my poluqim, qto

F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_2) = 0, gde F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_2) = −z^3_1 − 3z^2_1 z_2 − 3z_1z^2_2 + 7z^3_2 − 9 + 2r_1 + 2r_2 − 2r_0 3 z^2_1 −

90 + 2r_1 + 8r_2 − 2r_0 3 z_1z_2 + 63 − 8r_1 − 2r_2 − 4r_0 3 z^2_2 − 459 + (r_1 + r_2 − r_0)^2 − 96r_1 + 84r_2 − 48r_0 9 z_1 + 189 + (r_1 − 2r_2 − r_0)^2 − 9r^2 + 30r_1 − 24r_2 − 30r_0 9 z_2 − (r_1 − 5r_2 − r_0)^2 + 42r_1 − 210r_2 − 42r_0 + 477 9 . (48) Lemma 12. Pust~ (r0, r1, r2) ∈ S. Togda uravnenie

F (r_1, r_2, r_0, z_1, z_2) = 0 imeet v toqnosti sledu¸wie celye rexeniØ (z_1, z_2):

• z_1 = −7, z_2 = −5 i z_1 = −5, z_2 = −3 dlØ r_1 = r_2 = 1, r_0 = −1; • z_1 = 0, z_2 = 1 i z_1 = 2, z_2 = 3 dlØ r_1 = −1, r_2 = 0, r_0 = −1.

Dokazatel~stvo. Vnaqale sdelaem dva poleznyh zameqaniØ. Vopervyh, mnogoqlen F moßno predstavit~ v vide

F = (z_2 − z_1)(z^2_1 + 4z_1z_2 + 7z^2_2 ) + k_1z^2_1 + k_2z_1z_2

+k_3z^2_2 + k_4z_1 + k_5z_2 + k_6,

120 M. A. VSEMIRNOV

gde parametriqeskie kofffficienty k_1, . . . ,k_6 privedeny v tablice 2. Vo-vtoryh,

z^2_1 + 4z_1z_2 + 7z^2_2 = (z_1 + 2z_2)^2 + 3z^2_2 = (√ 7z_2 + 2 √ 7 z_1

)_2 + 3 7 z^2_1 .

V qastnosti,

z^2_1 + 4z_1z_2 + 7z^2_2 > 3 7 (max{|z_1|, |z_2|})^2. (49)

Tablica 2

r_0 r_1 r_2 k_1 k_2 k_3 k_4 k_5 k_6 1 1 0 −3 − 30 17 − 35 21 − 53 1 0 1 −3 − 32 19 − 55 15 − 29 1 − 1 − 1 −1 − 26 23 − 48 16 − 68 −1 − 1 0 −3 − 30 25 − 67 21 − 53 −1 0 − 1 −3 − 28 23 − 47 27 − 85 −1 1 1 −5 − 34 19 − 56 24 − 40

Komp~¸ternyæ poisk rexeniæ uravneniØ F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_2) = 0 v oblasti −100 6 z_1 6 100, −100 6 z_2 6 100, (r_0, r_1, r_2) ∈ S daet nam lix~ te rexeniØ, qto ukazany v formulirovke lemmy.

Dalee rassmotrim sluqaæ, kogda max{|z_1|, |z_2|} > 100. V qastnosti, ffto predpoloßenie vmeste s (49) i dannymi tablicy 2 vleqet, qto

|k_4z_1 + k_5z_2 + k_6| 6 (|k_4| + |k_5|) max{|z_1|, |z_2|} + |k_6|

< (|k_4| + |k_5| + 1) max{|z_1|, |z_2|} < 90 max{|z_1|, |z_2|}

< max{|z_1|, |z_2|}^2 6 3(z^2_1 + 4z_1z_2 + 7z^2_2 ). (50)

Iz dannyh tablicy 2 takße sleduet, qto kvadratiqnye formy

6(z^2_1 + 4z_1z_2 + 7z^2_2 ) + k_1z^2_1 + k_2z_1z_2 + k_3z^2_2 ,

26(z^2_1 + 4z_1z_2 + 7z^2_2 ) − k_1z^2_1 − k_2z_1z_2 − k_3z^2_2

poloßitel~no opredeleny pri vseh (r_0, r_1, r_2) ∈ S. Sledovatel~- no, v predpoloßenii spravedlivosti neravenstv max{|z_1|, |z_2|} >

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 121

100 i libo z_2 − z_1 > 10, libo z_2 − z_1 6 −30, slagaemoe (z_2 − z_1)(z^2_1 +

4z_1z_2 + 7z^2_2 ) dominiruet nad drugimi slagaemymi v F . Inymi

slovami, F budet poloßitel~nym, esli z_2 − z_1 > 10, i F budet otricatel~nym, esli z_2 − z_1 6 −30.

Nakonec, dlØ celogo t v predelah −30 < t < 10 poloßim z_2 =

z_1 + t i zapixem F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_1 + t) v vide F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_1 + t) = αz^2_1 + βz_1 + γ. Neposredstvenno proverØetsØ, qto vo vseh rassma-

trivaemyh sluqaØh kofffficient α nenulevoæ. Krome togo, esli

β^2 − 4αγ > 0, to moßno ukazat~ sledu¸wu¸ granicu dlØ vewe-

stvennyh korneæ mnogoqlena αz^2_1 + βz_1 + γ: |z_1| 6 (|β| + √ β^2 − 4αγ)/|2α|. Neposredstvennye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto dlØ vsØkogo

−30 < t < 10 i vsØkih (r_0, r_1, r_2) ∈ S vewestvennye korni mno-

goqlena αz^2_1 + βz_1 + γ udovletvorØ¸t neravenstvu |z_1| 6 11. Sledovatel~no, |z_2| 6 |z_1| + |t| 6 41, i my vnov~ nahodimsØ v oblasti

−100 6 z_1, z_2 6 100. �to zaverxaet dokazatel~stvo. �

DlØ togo, qtoby naæti a_1, . . . , a_4, b_1, . . . , b_4, proanaliziruem teper~ pereqislennye v lemme 12 rexeniØ.

Sluqaæ 1: r_1 = r_2 = 1, r_0 = −1, z_1 = −7, z_2 = −5. PodstavlØØ ffti znaqeniØ v (47) i iskl¸qaØ b_4, my poluqaem, qto

4b^2 + (2b_1 + 5)^2 = 53.

�to uravnenie imeet qetyre celoqislennyh rexeniØ otnositel~no b_1, b_2. Znaqenie b_4 moßno opredelit~ iz vtorogo uravneniØ v (47). Ispol~zuØ (45), (46), (43) i (44) my posledovatel~no nahodim a_2, a_1 i a_4. Nakonec, b_3 i a_3 moßno opredelit~ na osnovanii (33). Rezul~taty sobrany v tablice 3. OkazyvaetsØ, qto znaqeniØ a_1, . . . ,a_4 budut celymi lix~ v dvuh sluqaØh. Tol~ko vtoroe rexenie udovletvorØet neravenstvu (37). Ono daet nam vtoroæ iskl¸qitel~nyæ nabor v (4).

Tablica 3

b_1 b_2 b_3 b_4 a_1 a_2 a_3 a_4 1 1 1 − 6 −3 − 1 − 1 3 −6 − 1 − 1 1 3 1 1 − 3 1 − 1 − 1 − 6 39/53 −6 1 1 1 −39/53

122 M. A. VSEMIRNOV

Sluqaæ 2: r_1 = r_2 = 1, r_0 = −1, z_1 = −5, z_2 = −3. PodstavlØØ ffti znaqeniØ v (47) i iskl¸qaØ b_4, poluqaem, qto

4b^2 + (2b_1 + 3)^2 = 29.

�to uravnenie imeet qetyre rexeniØ v celyh qislah. RassußdaØ analogiqno predyduwemu sluqa¸ my nahodim, qto tol~ko dva iz nih privodØt k celym znaqeniØm a_1, . . . ,a_4. Rezul~taty sobrany v tablice 4. Tol~ko vtoroe rexenie udovletvorØet neravenstvu (37). �to daet nam vtoroæ iskl¸qitel~nyæ nabor v (3).

Tablica 4

b_1 b_2 b_3 b_4 a_1 a_2 a_3 a_4 −4 1 1 1 3 − 1 − 1 − 3 1 − 1 − 1 − 4 −3 1 1 3 −4 − 1 − 1 1 39/29

1 1 1 − 4 −39/29

Sluqaæ 3: r_1 = −1, r_2 = 0, r_0 = −1, z_1 = 2, z_2 = 3. PostavlØØ ffti znaqeniØ v (47) i iskl¸qaØ b_4, poluqaem, qto

4b^2 + (2b_1 − 3)^2 = 1.

Sledovatel~no, b_2 = 0, no rexeniØ s b_2 = 0 uße byli rassmotreny v §5.

Sluqaæ 4: r_1 = −1, r_2 = 0, r_0 = −1, z_1 = 0, z_2 = 1. PodstavlØØ ffti znaqeniØ v (47) i iskl¸qaØ b_4, poluqim, qto

4b^2 + (2b_1 − 1)^2 = 1.

Vnov~ b_2 = 0, no rexeniØ s b_2 = 0 uße byli rassmotreny v §5. 6.2. Vypolneny sootnoxeniØ (34).

Teper~ predpoloßim, qto vypolneny sootnoxeniØ (34). Vspomnim opredelenie s_0, s_1 i s_2; sm. (15), (17), (18). Umnoßim (32) na 6, (40) na −b_2, (41) na b_2, (42) na b_2 i sloßim ffti ravenstva. Iz poluqivxegosØ v rezul~tate uravneniØ sleduet, qto

a_1 =

6a_2(b_1 − b_4) + 3b_2(b_1b_4 − b_1 + b^2 − b_4 + 1) + b_2(r_1 + r_2 − r_0) + 6

12b_2 . (51)

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 123

Dalee, umnoßim (32) na na 6, (40) na b_2, (41) na −b_2, (42) na −b_2 i sloßim ffti ravenstva. Iz poluqivxegosØ uravneniØ sleduet, qto a_4 =

6a_2(b_4 − b_1) + 3b_2(b_1b_4 − b_1 + b^2 − b_4 + 1) + b_2(r_1 + r_2 − r_0) − 6

12b_2 . (52) Podstavim teper~ (51) i (52) v (42) i rassmotrim qislitel~ drobi, stoØweæ v levoæ qasti poluqennogo uravneniØ, kak mnogoqlen ot a_2. Kofffficient ego glavnogo qlena s toqnost~¸ do postoØnnogo racional~nogo mnoßitelØ raskladyvaetsØ na mnoßiteli sledu¸wim obrazom: (b_1 − 2b_2 − b_4)(b_1 + 2b_2 − b_4). Takim obrazom, dal~neæxiæ analiz budet zaviset~ ot togo, obrawaetsØ li (b_1 − 2b_2 − b_4)(b_1 + 2b_2 − b_4) v 0 ili net. 6.2.1. b1 = 2b2 + b4.

Predpoloßim, qto b_1 = 2b_2 + b_4. PodstavlØØ ffto ravenstvo vmeste s (51), (52) v (42), poluqaem, qto

− 3(b_2 + b_4)^3 − 9(b_2 + b_4)^2 − (9 + r_1 + r_2 − r_0)(b_2 + b_4)

− (r_0 − r_1 + 5r_2) + 27 = 0. (53)

Rassmotrenie kubiqeskogo mnogoqlena iz levoæ qasti, voznika- ¸wego pri razliqnyh znaqeniØh (r_0, r_1, r_2) ∈ S, privodit k sledu¸weæ lemme.

Lemma 13. Pust~ (r0, r1, r2) ∈ S. Togda uravnenie (53) imeet ra-

cional~noe rexenie (b_2, b_4) tol~ko v sledu¸wih sluqaØh: r_0 = 1, r_1 = 0, r_2 = 1 ili r_0 = −1, r_1 = 1, r_2 = 1. V oboih sluqaØh imeem b_4 = 1 − b_2.

Oba sluqaØ, pereqislennye v lemme 13 privodØt, odnako, k necelym znaqeniØm a_1 ili a_4. A imenno, podstavlØØ privedennye vyxe vyraßeniØ dlØ b_1 i b_4 v (51) i (52), poluqaem, qto v pervom sluqae a_1 = a_2 + 1/(2b_2), a vo vtorom a_1 + a_4 = 1/2. My prihodim k zakl¸qeni¸, qto ravenstvo b_1 = 2b_2 + b_4 nevozmoßno. 6.2.2. b1 = −2b2 + b4.

Predpoloßim, qto b_1 = −2b_2 + b_4. PodstavlØØ ffto vyraßenie vmeste s (51), (52) v (42), poluqaem, qto

3(b_2 − b_4)^3 − 9(b_2 − b_4)^2 + (9 + r_1 + r_2 − r_0)(b_2 − b_4)

− (r_0 − r_1 + 5r_2) + 15 = 0. (54)

124 M. A. VSEMIRNOV

Rassmotrenie kubiqeskogo mnogoqlena, voznika¸wego v levoæ qasti dlØ troek (r_0, r_1, r_2) ∈ S, privodit k sledu¸weæ lemme.

Lemma 14. Pust~ (r0, r1, r2) ∈ S. Togda uravnenie (54) imeet ra-

cional~noe rexenie (b_2, b_4) tol~ko v sledu¸wih sluqaØh: r_0 = 1, r_1 = −1, r_2 = −1 ili r_0 = −1, r_1 = 0, r_2 = −1. V oboih sluqaØh imeem b_4 = b_2 + 1.

Odnako oba sluqaØ, pereqislennye v lemme 14, privodØt k necelym znaqeniØm dlØ a_1 ili a_4. A imenno, podstavlØØ privedennye vyxe vyraßeniØ dlØ b_1 i b_4 v (51) i (52), poluqaem, qto v pervom sluqae a_1 + a_4 = −1/2, togda kak vo vtorom sluqae

a_1 = −a_2 +1/(2b_2). My zakl¸qaem, qto sluqaæ b_1 = −2b_2 +b_4 takße

nevozmoßen.

6.2.3. b1 ≠ 2b2 + b4, b1 ≠ −2b2 + b4.

Razbor fftogo sluqaØ shoden s analizom, provedennym v razdele 6.1. My vosproizvodim zdes~ osnovnye xagi i vyqislitel~- nye dannye radi udobstva qitatelØ.

PodstavlØØ (51) i (52) v uravnenie (42) i ispol~zuØ predpoloßeniØ fftogo razdela, my nahodim a_2:

a_2 =

3(b_1 + b_4 + 10)b^3_2 + d_1b_2 − 6(b_1 − b_4) 6 ( (b_1 − b_4)^2 − 4b^2

) , (55) gde d_1 = 3(b_1 + b_4)b_1b_4 − 3(b_1 + b_4)^2 + 30b_1b_4

−(b_1 + b_4)(r_0 − r_1 − r_2 − 9) − 2(r_1 − 5r_2 − r_0 + 21). (56)

Poloßim teper~ {

z_1 = b_1b_4 + b^2,

z_2 = b_1 + b_4.

(57)

Podstavim (51), (52) v (41) i iskl¸qim a_2 na osnovanii (55), (56). Levu¸ qast~ poluqivxegosØ uravneniØ moßno predstavit~ v vide drobi, qislitel~ kotoroæ raven

F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_2) + 8,

gde F – tot ße mnogoqlen, qto i v (48).

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 125

Lemma 15. Pust~ (r0, r1, r2) ∈ S. Togda uravnenie

F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_2) + 8 = 0

imeet v toqnosti sledu¸wie celye rexeniØ (z_1, z_2):

• (z_1, z_2) ∈ {(0, 1), (2, 3), (4, −3), (10, −5)} pri r_0 = 1, r_1 = 1, r_2 = 0;

• (z_1, z_2) ∈ {(−5, −4), (1, 2), (5, −4), (6, −3), (8, −5), (9, −4)} pri r_0 = 1, r_1 = 0, r_2 = 1;

• (z_1, z_2) ∈ {(−5, −5), (−3, −3), (1, 2), (5, −3), (6, −3), (8, −5), (11, −5)} pri r_0 = 1, r_1 = −1, r_2 = −1;

• (z_1, z_2) ∈ {(−5, −4), (1, 2)} pri r_0 = −1, r_1 = 0, r_2 = −1;

• (z_1, z_2) ∈ {(1, 2)} pri r_0 = −1, r_1 = 1, r_2 = 1.

Dokazatel~stvo. Komp~¸ternyæ poisk v oblasti −100 6 z1 6 100, −100 6 z_2 6 100, (r_0, r_1, r_2) ∈ S daet nam tol~ko te rexeniØ, qto pereqisleny v formulirovke lemmy.

Teper~ predpoloßim, qto max{|z_1|, |z_2|} > 100 i libo z_2 − z_1 > 10, libo z_2 − z_1 6 −30. �tot sluqaæ polnost~¸ analogiqen sootvetstvu¸wemu sluqa¸ v dokazatel~stve lemmy 12, poskol~ku menØetsØ lix~ svobodnyæ qlen k_6, a neravenstva (50) osta¸tsØ vernymi.

Nakonec, predpoloßim, qto −30 < z_2 − z_1 < 10. DlØ kaßdogo celogo t, −30 < t < 10, poloßim z_2 = z_1 + t i zapixem F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_1 + t) + 8 v vide F (r_0, r_1, r_2, z_1, z_1 + t) + 8 =

εz^2_1 + δz_1 + γ. Neposredstvenno proverØetsØ, qto vo vseh rassma-

trivaemyh sluqaØh kofffficient ε vsegda otliqen ot 0. DlØ t v predelah −30 < t < 10 i dlØ (r_0, r_1, r_2) ∈ S, ispol~zuØ te ße ocenki, qto i v dokazatel~stve lemmy 12, my moßem dat~ sledu- ¸wu¸ ocenku dlØ vewestvennyh korneæ mnogoqlena εz^2_1 + δz_1 + γ:

|z_1| 6 12. Sledovatel~no, |z_2| 6 |z_1| + |t| 6 42, i my vnov~ nahodim-

sØ v oblasti −100 6 z_1, z_2 6 100. �to zaverxaet dokazatel~stvo.

�

Teper~ proanaliziruem rexeniØ, pereqislennye v lemme 15. Iskl¸qaØ b_4 iz (57), imeem { b_4 = z_2 − b_1,

(2b_2 − 2b_1 + z_2)(2b_2 + 2b_1 − z_2) = 4z_1 − z^2_2 .

(58)

126 M. A. VSEMIRNOV

Takim obrazom, 2b_2 −2b_1 +z_2 = α, 2b_2 +2b_1 −z_2 = β, gde αβ = 4z_1 −z^2_2 i α, β odnovremenno celye. Ots¸da my poluqaem, qto

b_2 = α + β 4 , b_1 = β − α + 2z_2 4 . (59)

Zameqanie 6. Esli z2 qetno, to β ≡ α( mod 4), poskol~ku b1 ∈ Z. Krome togo, v fftom sluqae 4z_1 − z^2_2 ≡ 0( mod 4). Sledovatel~no, v sluqae qetnogo z_2 oba qisla α i β dolßny byt~ qetny.

Naxa cel~ sostoit v analize vseh par (z_1, z_2), pereqislennyh v lemme 15. V kaßdom sluqae my nahodim dopustimye celye mnoßiteli α, β. V sluqae, kogda z_2 qetno, my dopolnitel~no ispol~- zuem zameqanie 6. ZnaqeniØ b_1, b_2, b_4 moßno naæti iz (59) i (58). Zatem, na osnovanii (55), (56), (51) i (52) my posledovatel~no nahodim a_2, a_1 i a_4. Nakonec, b_3, a_3 moßno opredelit~ na osnovanii (34). Otmetim, qto dlØ nekotoryh par α, β poluqa¸wiesØ v rezul~tate znaqeniØ a_2 ili a_1 mogut okazat~sØ necelymi. Takie sluqai sleduet iskl¸qit~ iz dal~neæxego rassmotreniØ.

Sluqaæ 1: z_1 = 1, z_2 = 2. Soglasno (58) imeem b_2 = ±(b_1 − 1) i

b_4 = 2 − b_1. Sledovatel~no, b_1 ∓ 2b_2 − b_4 = 0, no ffti vozmoßnosti

byli iskl¸qeny v podrazdelah 6.2.1 i 6.2.2.

Sluqaæ 2: z_1 = 0, z_2 = 1 ili z_1 = 2, z_2 = 3. V fftih sluqaØh

4z_1 − z^2_2 = −1. Takim obrazom, libo α = 1, β = −1, libo α = −1, β = 1. Sledovatel~no, b_2 = 0, no fftot sluqaæ uße byl rassmotren

v § 5.

Rezul~taty dlØ ostal~nyh sluqaev sobrany v tablice 5. Tablica soderßit vse dopustimye pary (α, β). V sluqae, kogda

z_1 = −5 i z_2 = −4, my iskl¸qaem pary α = 6, β = −6 i α = −6, β = 6, poskol~ku dlØ nih b_2 = 0. V tablice pereqisleny znaqeniØ b_1, . . . , b_4, a_1, . . . , a_4 v tom sluqae, kogda vse oni celye. V protiv-

nom sluqae my prekrawaem pereqislenie na pervom naædennom necelom znaqenii (obyqno, ffto a_2). Analiz dannyh v tablice 5 daet nam 20 novyh celyh rexeniæ a_1, . . . ,a_4, b_1, . . . ,b_4. Tol~ko desØt~ iz nih udovletvorØ¸t neravenstvu (37). Oni da¸t nam vtorye nabory v (5), (6), a takße oba nabora v kaßdom iz sluqaev (7)–(10).

Dokazatel~stvo teoremy 1 sleduet teper~ iz rezul~tatov §5 i iz analiza dannyh tablic 3, 4 i 5.

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 127

Tablica 5. r0 r1 r2 z1 z2 α β b1 b2 b3 b4 a1 a2 a3 a4 1 1 0 4 �3 1 7 0 2 �2 �3 3 1 �1 1

�1 �7 �3 �2 2 0 1 �1 1 3 7 1 �3 2 �2 0 1/7 �7 �1 0 �2 2 �3 �1/7

1 1 0 10 �5 1 15 1 4 �4 �6 5 1 �1 3

�1 �15 �6 �4 4 1 3 �1 1 5 3 5 �2 2 �2 �3 1/3 5 3 �3 2 �2 �2 1/5

15 1 �6 4 �4 1 1/15

�3 �5 �3 �2 2 �2 �1/3 �5 �3 �2 �2 2 �3 �1/5 �15 �1 1 �4 4 �6 �1/15

1 0 1 �5 �4 �18 2 3 �4 4 �7 7/2

18 �2 �7 4 �4 3 �7/2 �2 18 3 4 �4 �7 �73/18 2 �18 �7 �4 4 3 73/18

1 0 1 5 �4 2 2 �2 1 �1 �2 3 1 �1 2

�2 �2 �2 �1 1 �2 2 �1 1 3

1 0 1 6 �3 5 3 �2 2 �2 �1 3 �1 1 2

�5 �3 �1 �2 2 �2 2 1 �1 3

1 15 2 4 �4 �5 �7/5

�1 �15 �5 �4 4 2 7/5 3 5 �1 2 �2 �2 �13/15 �3 �5 �2 �2 2 �1 13/15

15 1 �5 4 �4 2 �7/3

�15 �1 2 �4 4 �5 7/3

1 0 1 8 �5 7 1 �4 2 �2 �1 3 1 �1 4

�7 �1 �1 �2 2 �4 4 �1 1 3 1 7 �1 2 �2 �4 13/7 �1 �7 �4 �2 2 �1 �13/7

1 0 1 9 �4 2 10 0 3 �3 �4 3 �1 1 4

�2 �10 �4 �3 3 0 4 1 �1 3

10 2 �4 3 �3 0 �7/5

�10 �2 0 �3 3 �4 7/5

128 M. A. VSEMIRNOV

Prodolßenie tablicy 5. r0 r1 r2 z1 z2 α β b1 b2 b3 b4 a1 a2 a3 a4 �1 0 � 1 �5 � 4 �2 18 3 4 �4 �7 �9/2 2 �18 �7 �4 4 3 9/2 �18 2 3 �4 4 �7 71/18 18 �2 �7 4 �4 3 �71/18

1 � 1 � 1 �5 � 5 5 �9 �6 �1 1 1 3 1 �1 � 3 �5 9 1 1 �1 �6 �3 �1 1 3 1 �45 �14 �11 11 9 49/5 �1 45 9 11 �11 �14 �49/5 3 �15 �7 �3 3 2 41/15 �3 15 2 3 �3 �7 �41/15 9 �5 �6 1 �1 1 �31/45 �9 5 1 �1 1 �6 31/45 15 �3 �7 3 �3 2 �7/3 �15 3 2 �3 3 �7 7/3 45 �1 �14 11 �11 9 �79/9 �45 1 9 �11 11 �14 79/9

1 � 1 � 1 �3 � 3 7 �3 �4 1 �1 1 3 �1 1 � 3 �7 3 1 �1 1 �4 �3 1 �1 3 1 �21 �7 �5 5 4 47/7 �1 21 4 5 �5 �7 �47/7 3 �7 �4 �1 1 1 31/21 �3 7 1 1 �1 �4 �31/21 21 �1 �7 5 �5 4 �17/3 �21 1 4 �5 5 �7 17/3

1 � 1 � 1 5 � 3 11 1 �4 3 �3 1 3 �1 1 1 �11 �1 1 �3 3 �4 1 1 �1 3

1 11 1 3 �3 �4 �1/11

�1 �11 �4 �3 3 1 1/11

1 � 1 � 1 11 � 5 19 1 �7 5 �5 2 5 �1 1 3 �19 �1 2 �5 5 �7 3 1 �1 5

1 19 2 5 �5 �7 �1/19

�1 �19 �7 �5 5 2 1/19

˚VL˚ETS˚ LI GRUPPA SL(6, Z) (2, 3)–POROȷDENNO`? 129

Prodolßenie tablicy 5. r0 r1 r2 z1 z2 α β b1 b2 b3 b4 a1 a2 a3 a4 1 � 1 � 1 6 � 3 1 15 2 4 �4 �5 3/2 �1 �1 �15 �5 �4 4 2 1 3/2 3 5 �1 2 �2 �2 �2/3 �3 �5 �2 �2 2 �1 2/3 5 3 �2 2 �2 �1 �4/5 �5 �3 �1 �2 2 �2 4/5

15 1 �5 4 �4 2 �29/15

�15 �1 2 �4 4 �5 29/15 1 � 1 � 1 8 � 5 1 7 �1 2 �2 �4 2 3/2 �1 �7 �4 �2 2 �1 3/2 �2 7 1 �4 2 �2 �1 8/7 �7 �1 �1 �2 2 �4 �8/7

Literatura

1. L. Di Martino, The normal structure of the classical modular group, — Atti del

Convegno in onore di F. Brioschi, Istit. Lombardo Accad. Sci. Lett. Rend. (1991).

2. L. Di Martino and M. C. Tamburini, 2-Generation of finite simple groups and some related topics, — In: Generators and Relations in Groups and Geometries, A.Barlotti et al. (eds.). (1991), 195–233.

3. L. Di Martino and N. Vavilov, (2, 3)-generation of SLn(q). I: Cases n = 5, 6, 7.

— Comm. Algebra 22 (1994) no. 4, 1321–1347.

4. L. Di Martino and N. Vavilov, (2, 3)-generation of SLn(q). II: Cases n ˘ 8. —

Comm. Algebra 24 (1996), 487–515.

5. A. J. Hahn and O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. — Grundlehr.

der math. Wiss. 291, Springer-Verlag (1989).

6. N. Jacobson, Basic Algebra I. 2nd edition, W. H. Freeman and Company, New

York (1985).

7. A. ı. Luzgarev, I. M. Pevzner, Nekotorye fakty iz ßizni GL(5, Z).

— Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003), 153–162.

8. G. A. Miller, On the groups generated by two operations. — Bull. Amer. Math.

Soc. 7 (1901), 424–426.

9. ˚. N. Nußin, Ob odnom voprose M. Kondera. — Matem. zametki 70, No. 1, (2001) 79–87.

10. P. Sanchini and M. C. Tamburini, Constructive (2, 3)-generation: a permutational approach. — Rend. Sem. Math. Fis. Milano LXIV (1994), 141–158.

11. L. L. Scott, Matrices and cohomology. — Ann. Math. 105 (1977), 473–492. 12. M. C. Tamburini and J. S. Wilson, On the (2, 3)-generation of some classical groups. II. — J. Algebra 176 (1995), 667–680.

13. M. C. Tamburini, J. S. Wilson and N. Gavioli, On the (2, 3)-generation of some classical groups. I. — J. Algebra 168 (1994), 353–370.

130 M. A. VSEMIRNOV 14. M. C. Tamburini, P. Zucca, On a question of M. Conder. — Atti Accad. Naz.

Lincei, Cl. Sci. Fis. Mat. Nat., IX. Ser., Rend. Lincei, Mat. Appl. 11, No. 1 (2000), 5–7.

Vsemirnov M. A. Is the group SL(6, Z) (2,3)-generated? The problem whether the group SL(6, Z) can be generated by an involution and an element of order three is considered. The problem is reduced to the question whether SL(6, Z) is generated by one of eight explicitly written pairs of matrices.

Postupilo 10 fevralØ 2006 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN E-mail: vsemir@pdmi.ras.ru