Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

S. V. Vostokov, B. M. Bekker

VYDELENNYE IZOGENII DL˚ FORMAL^NYH GRUPP V LOKAL^NYH POL˚H S MALYM VETVLENIEM

1. Vvedenie

Pri poluqenii Øvnogo zakona vzaimnosti dlØ formal~nyh grupp, opredelennyh nad kol~com vektorov Vitta, voznikla neobhodimost~ ispol~zovaniØ tak nazyvaemyh vydelennyh izogeniæ (sm. [1]). Prosteæxiæ tip vydelennyh izogeniæ suwestvuet v gruppah L¸bina–Teæta, kotorye naibolee blizki k mul~- tiplikativnoæ formal~noæ gruppe. A imenno, dlØ l¸bogo rØda f(x) s kofffficientami iz kol~ca celyh lokal~nogo polØ,

f(x) ≡ x^q mod π, f^′(0) = π, gde π – prostoæ fflement lokal~nogo

polØ, a q – porØdok polØ vyqetov, naædetsØ edinstvennaØ formal~naØ gruppa F (x, y), dlØ kotoroæ rØd f(x) budet ee izogenieæ: F ∘ f = f ∘ F .

Pri perehode k formal~nym gruppam nad kol~com vektorov Vitta okazalos~, qto ne dlØ vsØkogo rØda f(x), kotoryæ daet ffndomorfizm Frobeniusa na pole vyqetov, naædetsØ formal~naØ gruppa F (x, y) s izogenieæ f(x).

O. Demqenko dokazal, qto dlØ zadannoæ formal~noæ gruppy moßno postroit~ drugu¸ formal~nu¸ gruppu s vydelennoæ izogenieæ, udovletvorØ¸weæ nußnomu svoæstvu (sm. [2]).

V nastoØweæ rabote my obobwaem rezul~tat Demqenko na proizvol~nu¸ formal~nu¸ gruppu, opredelennu¸ nad kol~com celyh lokal~nogo polØ s indeksom vetvleniØ men~xim harakteristiki polØ vyqetov. My aktivno ispol~zuem pri fftom Øvnu¸ klassifikaci¸ formal~nyh grupp, poluqennu¸ v rabote [3].

2. OboznaqeniØ i izvestnye rezul~taty

• K – lokal~noe pole s prostym fflementom π,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI 04-01-00082 i SFB 478, Münster, “Geometrische Strukturen”. 93

94 S. V. VOSTOKOV, B. M. BEKKER

• O – kol~co celyh fflementov polØ K, • K – pole vyqetov harakteristiki p, • T – podpole inercii polØ K,

• O_T ≃ W (K) – kol~co vektorov Vitta, • q = p^f = card K, • e = (K : T ) – indeks vetvleniØ polØ K,

• σ – avtomorfizm Frobeniusa polØ T : σ(a) ≡ a mod p dlØ l¸bogo a ∈ O_T , • Δ – operator Frobeniusa na module K[[X]] : ΔX^m = X^{pm},

• O_T [[Δ]]^′ – nekommutativnoe kol~co, sovpada¸wee s O_T [[Δ]]

kak levyæ O_T -modul~ i ime¸wee sootnoxenie Δ^ma =

σ^m(a)Δ dlØ l¸bogo a ∈ O_T , • T [[Δ]]^′ – analogiqnoe nekommutativnoe kol~co, postroennoe

na levom T -module T [[Δ]],

• F (X, Y ) – odnomernaØ formal~naØ gruppy nad O_K , • λ(X) – logarifm F (X, Y ).

My budem ispol~zovat~ sledu¸wie izvestnye rezul~taty. Pust~ A – svobodnaØ kommutativnaØ Z_p-algebra.

Utverßdenie 1. Pust~ F (X, Y ) – formal~naØ gruppa nad A s lo-

garifmom λ(X) = X + c_2X^2 + c_3X^3 + . . . , c_i ∈ Quot A. Togda rØd λ_p(X) = X + c_pX^p + c_{2p}X^{2p} + . . . opredelØet formal~nu¸ gruppu F_p(X, Y ) = λ^{−1}_p (λ_p(X) + λ_p(Y )) nad A, strogo izomorfnu¸ gruppe F (X, Y ) (sm. [4]).

Zameqanie. Formal~naØ gruppa Fp(X, Y ) nazyvaetsØ p-tipiqes-

koæ formal~noæ gruppoæ.

Pust~ F (X, Y ) – formal~naØ gruppa nad kol~com A koneqnoæ vysoty h s logarifmom λ(X). Togda logarifm λ_p(X) p-tipiqes-koæ formal~noæ gruppy F_p(X, Y ), izomorfnoæ F (X, Y ), moßno zapisat~ v vide

λ_p(X) = Λ(Δ)(X),

gde Λ(Δ) = 1 + c_1Δ + c_2Δ^2 + . . . ∈ K[[Δ]] i Δ^mX = X^{pm} .

Utverßdenie 2. Logarifm λp(X) = Λ(Δ)(X) moßno predsta-

vit~ v vide Λ(Δ) = v(Δ) · u(Δ)^{−1},

VYDELENNYE IZOGENII DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 95 gde u(Δ) = p − a_1Δ − a_2Δ^2 − . . . ∈ O_T [[Δ]]^′, a_1, . . . , a_{h−1} ∈ pO_T , a_h ∈ O^∗_T , v(Δ) = p + b_1Δ + b_2Δ^2 + . . . ∈ K[[Δ]].

Pri fftom ⋃ i p^{−i}O_K [[Δ]], t.e. suwestvuet konstanta c takaØ, qto p^cv(Δ) ∈ O_K [[Δ]], toqnee

p^l/π^l · v(Δ) ∈ O_K [[Δ]], l = [ log_p pl p − 1 ] . RØd F_p(X, Y ) = λ^{−1}(λ_p(X) + λ_p(Y )) ØvlØetsØ formal~noæ gruppoæ nad O_K , strogo izomorfnoæ gruppe (X, Y ), a imenno, rØd E_p(X) = (λ^{−1} ∘ λ_p)(X) : F → F_p zadaet strogiæ izomorfizm (sm. [3, predloßenie 1.4.1]).

Zameqanie 1. Umnoßenie rØdov v(Δ) · u(α)^{−1} proishodit po sle-

du¸wemu pravilu:

(b_iΔ^i)(a^′_j Δ^j) = b_iσ^i(a^′_j )Δ^{i+j}, b_i ∈ K, a^′_j ∈ T.

3. KlassifikacionnaØ teorema dlØ formal~nyh grupp nad kol~com OK v sluqae “malogo vetvleniØ” (e < p)

Utverßdenie 3. 1. RØd λ(X) = Λ(Δ)(X), Λ(Δ) ∈ 1+K[[Δ]]Δ, ØvlØ-

etsØ logarifmom p-tipiqeskoæ formal~noæ gruppy nad O_K togda i tol~ko togda, kogda Λ = v · u^{−1} dlØ nekotorogo u ∈ p + O_T [[Δ]]^′Δ i v ∈ p + πO_K [[Δ]]Δ.

2. Pust~ F i F^′ – formal~nye gruppy nad O_K s logarifmami

λ(X) = (v · u^{−1})(X) i λ^′(X) = (v^′ · u^{′−1})(X), sootvetstvenno. Togda F ∼ F^′ ⇔ u^′ = uε, v^′ = v + g · u dlØ nekotoryh ε ∈ 1 + O_T [[Δ]]^′Δ, g ∈ πO_K [[Δ]]Δ.

3. V kaßdom klasse strogo izomorfnyh formal~nyh grupp nad

O_K koneqnoæ vysoty h suwestvuet edinstvennaØ formal~naØ gruppa F_{ah}(X) s logarifmom Artina–Hasse λ_{ah}(X) = Λ(Δ)(X), gde Λ(Δ) = v · u^{−1}, u = p − a_1Δ − . . . − a_hΔ^h, a_1, . . . , a_{h−1} ∈ pO_T , a_h ∈ O^∗_T , v = p + πb_1Δ + . . . + πb_hΔ^h, b_i ∈ O_K , Tr_{K/T} πb_i = 0

96 S. V. VOSTOKOV, B. M. BEKKER (sm. [3, teorema 6.3.1]).

Pust~ F (X, Y ) – p-tipiqeskaØ formal~naØ gruppa nad O_K s logarifmom λ(X) = (v · u^{−1})(X), gde u = p − a_hBΔ^h, B ∈ 1 +

O_T [[Δ]]^′Δ i pust~ λ_1(X) = (v_1 · u^{−1}_1 )(X), gde v_1 = a^{−1}_h va_h, u_1 = u^{σh} · B^{−1}. Predloßenie 1. Pust~ e < p.

1. RØd λ_1(X) ØvlØetsØ logarifmom formal~noæ gruppy F_1(X, Y ) nad O_K .

2. RØd [ p/a_h ] F,F_1 = (λ −1 1 · p/a_h · λ)(X) zadaet gomomorfizm formal~noæ gruppy F v formal~nu¸ gruppu F_1 nad O_K takoæ, qto [ p/a_h ] F,F_1 (X) ≡ X p^h mod π.

3. Pust~ F_{ah}(x, Y ) – kanoniqeskiæ predstavitel~ dlØ F (x, Y ) v klasse strogo izomorfnyh formal~nyh grupp nad O_K s logarifmom Artina–Hasse λ_{ah}(X) = (v_{ah}(Δ) · u_{ah}(Δ)^{−1})(X) (sm. utverßdenie 3). Togda rØd

λ^{(1)}_{ah} (X) = (a^{−1}_h · v_{ah} · (u_{ah} · a_h)^{−1})(X)

ØvlØetsØ logarifmom Artina–Hasse kanoniqeskogo predstavitelØ F^{(1)}_{ah} (X, Y ) dlØ formal~noæ gruppy F_1(X, Y ).

Dokazatel~stvo. 1. ˚sno, qto u1 = u^{σh} B^{−1} ∈ p + OT [[Δ]]^′Δ, po-

fftomu rØd λ_1(X) ØvlØetsØ logarifmom formal~noæ gruppy nad

O_K , soglasno utverßdeni¸ 3.

2. a) Pust~ u^′_1 = Bu^{σh} B^{−1} = Bu_1, togda rØd F^′_1 = (λ^′_1)^{−1}(λ^′_1(X)+

λ^′_1(Y )), gde λ^′_1(X) = (v_1/u^′_1)(X) ØvlØetsØ formal~noæ gruppoæ nad O_K , strogo izomorfnoæ F_1, t.k. B ≡ 1 mod Δ (sm. utverßdenie 3).

Iz opredeleniØ v_1 sleduet: p/a_h · v = v_1 · p/a_h, otkuda rØd [ p/a_h ] F,F 0_1 (X) = (λ^′1)^{−1} p a_h · λ zadaet gomomorfizm iz F v F^′_1 (sm. [3, predloßenie 4.5.1]).

Formal~nye gruppy F^′_1 i F_1 strogo izomorfny, pofftomu [ p a_h ] F,F_1 = [1]_F 0_{1,F1} ∘ [ p a_h ] F,F 0_1 ∈ O^K [[X]].

VYDELENNYE IZOGENII DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 97 b) Dokaßem teper~, qto [ p a_h ] F,F_1 (X) ≡ X^{ph} mod π. (1)

Deæstvitel~no, iz opredeleniØ rØda u(Δ) sleduet, qto p/a_h =

a^{−1}_h u + BΔ^h, i, znaqit p a_h λ(X) = ( p a_h · v · u^{−1} ) (X) = ( v_1 · p a_h · u^{−1} ) (X) =

= (v_1 · (a^{−1}_h u + BΔ^h) · u^{−1})(X) =

= (a^{−1}_h v)(X) + (v_1BΔ^h · u^{−1})(X) =

= (v_1Bu^{−σh} )(X^{Δh} ) = (v_1u^{−1}_1 )(X^{ph} ) = λ_1(X^{ph} ) mod π,

t.k. Δ^hu^{−1} = u^{−σh} Δ^h. No ([ λ_1 · p a_h ] F,F_1 ) (X) = p h (X) ≡ λ_1(X^{ph} ) mod π.

Naxe sravnenie (1) sleduet teper~ iz izvestnogo fakta dlØ rØdov f, g iz kol~ca O_K [[X]]: f ≡ g mod π ⇔ λ(f) ≡ λ(g) mod π. 3. Proverim sperva, qto u^′_1 = a^{−1}_h ua_h. Imeem:

u^′_1 = Bu_1 = Bu^{σh} B^{−1} = B ( p − a^{σh}_h B^{σh} Δ^h ) B^{−1} =

= p − Ba^{σh}_h Δ^h = a^{−1}_h ua_h,

t.k. Δ^ha_h = a^{σh}_h Δ^h.

Pust~ λ_{ah}(X) = (v_{ah}/u_{ah})(X) – logarifm Artina–Hasse kanoniqeskogo predstavitelØ F_{ah}(X, Y ) dlØ formal~noæ gruppy F , togda u_{ah} = εu pri nekotorom ε ∈ 1 + O_T [[Δ]]^′Δ i v_{ah} = v + g · u_{ah},

g ∈ πO_K [[Δ]]Δ (sm. utverßdenie 3).

Pokaßem, qto u^{(1)}_{ah} := a^{−1}_h u_{ah}a_h – znamenatel~ v logarifme Artina–Hasse dlØ kanoniqeskogo predstavitelØ F^{(1)}_{ah} gruppy F_1. Deæstvitel~no, s odnoæ storony, u^{(1)}_{ah} imeet kanoniqeskiæ vid, t.e.

u^{(1)}_{ah} = p − a^′_1Δ − . . . − a^′_hΔ^h, gde a^′_1, . . . , a^′_{h−1} ∈ pO_T , a^′_h ∈ O^∗_T .

98 S. V. VOSTOKOV, B. M. BEKKER Dalee,

u^{(1)}_{ah} = a^{−1}_h u_{ah}a_h = ( a^{−1}_h εa_h )( a^{−1}ua_h ) = = ( a^{−1}_h εa_h ) u^′_1 = ( a^{−1}εa_h ) Bu_1 = η · u_1,

gde η = a^{−1}_h εa_hB ∈ 1 + O_T [[Δ]]^′Δ. Krome togo, iz ravenstva v_{ah} =

v + g · u_{ah} pri nekotorom g ∈ πO_K [[Δ]]Δ imeem

v^{(1)}_{ah} = a^{−1}_h v_{ah}a_h = a^{−1}_h va_h + ( a^{−1}_h ga_h )( a^{−1}u_{ah}a_h ) = v_1 + g^′ · u^{(1)}_{ah} ,

gde g^′ ∈ πO_K [[Δ]]Δ. ˚sno, qto v^{(1)}_{ah} imeet takoæ ße kanoniqeskiæ vid, kak i v_{ah}, i pri fftom iz ravenstv

u^{(1)}_{ah} = ηu_1, v^{(1)}_{ah} = v_1 + g^′u^{(1)}_{ah}

sleduet izomorfizm grupp s logarifmami

λ_1(X) = (v_1/u_1)(X) i λ^{(1)}_{ah} (X) = (v^{(1)}_{ah} /u^{(1)}_{ah} )(X),

soglasno utverßdeni¸ 3.

Zameqanie 2. Kofffficient ah pri Δ^h logarifma formal~noæ

gruppy F perehodit v a^{σh}_h dlØ F_1. No kofffficient a^′_h pri Δ^h logarifma F^′_1 tol~ko sravnim po modul¸ p : a^′_h ≡ a^{σh}_h mod P .

Pust~ teper~ F (X, Y ) – proizvol~naØ, ne obØzatel~no ptipiqeskaØ, formal~naØ gruppa nad O_K s logarifmom λ(X), i pust~ λ_p(X) = ( v(Δ)/u(Δ) ) (X) – p-tipiqeskiæ logarifm, poluqennyæ iz λ(X) (sm. utverßdenie 1), gde u(Δ) = p − a_1Δ − a_2Δ^2 −

. . . ∈ O_T [[Δ]]^′. VzØv c = 1 − a_1/p − . . . − a_{h−1}/pΔ^{h−1}, poluqim u^′(Δ) = c^{−1}u = p − a_hBΔ^h, gde B ∈ 1 + O_T [[Δ]]^′Δ. Togda rØd λ^′(X) = (v/u^′)(X) ØvlØetsØ logarifmom gruppy F^′, strogo izo-

morfnoæ gruppe F (sm. utverßdenie 3).

Pust~, nakonec,

u_1 = (u^′)^{σh} · B^{−1}, v_1 = a^{−1}_h va_h i λ_1(X) = (v_1/u_1)(X)

– logarifm gruppy F_1.

Teorema 1. RØd^[p/ah^]_{F,F1} (X) = (λ^{−1}_1 ·p/ah ·λ)(X) zadaet gomomor-

fizm nad O_K formal~noæ gruppy F v gruppu F_1. Pri fftom [ p a_h ] F,F_1 (X) ≡ f(X^{ph} ) mod π,

VYDELENNYE IZOGENII DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 99

pri rØde f(Y ) ∈ Y +O_K [[Y ]]Y , kotoryæ zadaet strogiæ izomorfizm iz F v F^′.

Dokazatel~stvo. Pust~ f(X) : F → F^′ – izomorfizm. DlØ F^′ i

F_1 gomomorfizm [ p/a_h ] F 0_{,F1} (X) suwestvuet soglasno predloßeni¸ 1. Pofftomu [ p/a_h ] F 0_{,F1} ∘ f = [ p/a_h ] F,F_1 – gomomorfizm nad

O_K gruppy F v F_1. Po predloßeni¸ 1 imeem [ p a_h ] F,F_1 ≡ f(X^{ph} ) mod π. Sledstvie. Pust~ N – natural~noe qislo. Togda imeet mesto

posledovatel~nost~ formal~nyh grupp F_0 : = F , F_1, . . . , F_N i vydelennyh izogeniæ f_0 : = f, f_1, . . . , f_{N−1} takih, qto F −→_{f0} F_1 −→_{f1} F_2 −→ · · · −→ F_{N−1} −→_{fN} �1 F_N , gde f_m(X) ≡ g_m(X^{ph} ) mod π, pri g_m(Y ) ∈ Y + O_K [[Y ]]Y .

Zameqanie 3. Esli ah oboznaqaet kofffficient pri Δ^h u rØda

u(Δ) = p − a_1Δ − · · · dlØ p-tipiqeskoæ formal~noæ gruppy, polu-

qennoæ iz ishodnoæ gruppy F (sm. utverßdenie 1), to

f_m = [ p a^{σmh}_h ] F_m ,F_{m+1} i f^{(N )} = f_{N−1} ∘ f_{N−2} ∘ · · · ∘ f_1 ∘ f_0 = [ p a^{1+σh +···+σ(N}�^{1)h} h ] F,F_N — gomomorfizmy iz F_m v F_{m+1} i iz F v F_N , sootvetstvenno.

Literatura

1. S. V. Vostokov, O. V. Demqenko, ˚vnaØ formula sparivaniØ Gil~berta dlØ formal~nyh grupp Hondy. — Zap. nauqn. semin. POMI 272 (2000), 86–128.

2. O. V. Demqenko, Novoe v otnoxeniØh formal~nyh grupp L¸bina–Teæta i formal~nyh grupp Hondy. — Algebra i analiz 10, No. 5 (1998), 77–84.

3. M. V. Bondarko, S. V. Vostokov, ˚vnaØ klassifikaciØ formal~nyh grupp nad lokal~nymi polØmi. — Trudy MIAN 241, vyp. 2 (2003), 43–67.

4. M. Hazewinkel, Formal groups and applications. — Springer-Verlag, Berlin et al.

(1978).

100 S. V. VOSTOKOV, B. M. BEKKER

Vostokov S. V., Bekker B. M. Distinguished isogenies for formal groups in local fields with small ramification.

We prove the existence of distinguished isogenies for formal groups defined over the ring of integers of a local field with ramification index less than the characteristic of the residue field. This generalizes the result of Demchenko for Honda formal groups.

Postupilo 15 ØnvarØ 2006 S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: sergeivostokov@mail.ru

E-mail: bekker@pdmi.ras.ru