Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

A. I. Vinogradov

OBOBWENNY` KVADRAT DZETA–FUNKCII. SPEKTRAL^NOE RAZLOȷENIE. II.

Vvedenie

V rabote [1], v ravenstve (3.3), obobwennyæ kvadrat dzetafunkcii razbit na glavnyæ qlen (3.5) i ostatok (3.6). Ostal~naØ qast~ raboty [1] posvØwena spektral~nomu razloßeni¸ glavnogo qlena (3.5). Ob ostatke (3.6) kratko upomØnuto, qto ego moßno ocenit~ s pomow~¸ ukoroqennyh funkcional~nyh uravneniæ dlØ sdvinutyh dzeta-funkciæ.

Na samom dele ostatok takße moßno razloßit~ po spektru, qto suwestvenno uprowaet ego ocenku i povyxaet ee toqnost~. Ob fftom kratko upomØnuto v §7, [1]. Podrobnoæ rasxifrovke fftogo kratkogo zameqaniØ i posvØwena ffta rabota.

DlØ naqala kratko poØsnim frazu iz raboty [1], kotoraØ sleduet za ravenstvom (7.9):

“Ispol~zuØ Øvnyæ vid (6.22) dlØ ζ(0, α): ζ(0, α) = {α} − 1 2 , (0.1)

moßno poluqit~ Øvnyæ vid i vseh ostal~nyh znaqeniæ ζ(−n, α) pri n ¿ 1.”

Otmetim, qto v ravenstve (0.1) ispol~zuetsØ poluotkrytyæ interval: α ∈ (0, 1]. Esli parametr α prinadleßit otkrytomu intervalu α ∈ (0, 1), (0.2)

to ravenstvo (0.1) prinimaet vid: ζ(0, α) = α − 1 2 . (0.3)

Pofftomu znak drobnoæ doli {α} v ravenstve (0.1) oznaqaet, qto ravenstva (0.3) i (0.1) otliqa¸tsØ tol~ko v toqke α = 1, gde 77

78 A. I. VINOGRADOV

sdvinutaØ dzeta-funkciØ ζ(s, α) perehodit v klassiqesku¸ dzetafunkci¸ Rimana ζ(s) i vmesto ravenstva (0.3) poØvlØetsØ klassiqeskoe ravenstvo ζ(s) | |_{s=0} = −1 2 = ζ(0, 1). (0.4)

VozvrawaØs~ k obwemu sluqa¸ ζ(−n, α), pri l¸bom celom n ¿ 1, nado vspomnit~ predstavlenie (6.20^a), [1]. Iz nego vidno, qto vse sluqai, kogda −s = n ¿ 1, delØtsØ na dva klassa:

1) kogda n – neqetnye; 2) kogda n – qetnye.

DlØ pervogo sluqaØ (n – neqetnye), obrawaetsØ v nol~ vtoroe slagaemoe pravoæ qasti (6.20^a), [1]: cos π 2 s = cos π 2 n = 0. (0.5)

DlØ vtorogo sluqaØ – qetnyh n, obrawaetsØ v nol~ pervoe slagaemoe pravoæ qasti (6.20^a), [1], t.k. v fftom sluqae: sin π 2 s = − sin π 2 n = 0. (0.6)

Pofftomu ravenstvo (6.20^a), [1] delitsØ na dva sluqaØ:

1) dlØ neqetnyh n ¿ 1 : −s = n ≡ 1 (mod 2): 1 n! ζ(−n, α) = (−1) n�1_2

· (2π)^{−n−1} · ζ^∗_{+1}(n + 1, α); (0.7)

2) dlØ qetnyh n ¿ 2 : −s = n ≡ 0 (mod 2): 1 n! · ζ(−n, α) = (i)^{n−1} · (2π)^{−n−1} · ζ^∗_{−1}(n + 1, α). (0.8)

Napomnim, qto po opredeleni¸ (6.1), [1] spravedlivy ravenstva: ζ^∗_{+1}(w, α) = ζ^∗(w, α) + ζ^∗(w, −α), ζ^∗_{−1}(w, α) = ζ^∗(w, α) − ζ^∗(w, −α). (0.9) V svo¸ oqered~, v otkrytom intervale α ∈ (0, 1) funkciØ ζ^∗(w, α) pri Re w ¿ 1 opredelena ravenstvom (0.13) [1]: ζ^∗(w, α) = ∞∑ m=1 m^{−w} · e^{2πiα·m}. (0.10)

KVADRAT DZETA–FUNKCII 79

DlØ togo, qtoby poluqit~ Øvnyæ vid veliqiny ζ(−n, α) pri

n ¿ 1, nado vzØt~ n-u¸ proizvodnu¸ po parametru α obeih qa-

steæ ravenstv (0.7) i (0.8). (Napomnim, qto my rabotaem s funkcional~nym uravneniem sdvinutoæ dzeta-funkcii: ζ(−n, α) → ζ^∗_{±1}(1 + n, α), pofftomu pri n ¿ 1 vse rØdy iz pravyh qasteæ ravenstv (0.7) i (0.8) absol¸tno shodØtsØ). V rezul~tate, my poluqim, kak v (0.7), tak i v (0.8), odno i toße ravenstvo: 1 n! · ζ^{(n)}(−n, α) = ∞∑ m=1 sin 2παm πm . (0.11)

Teper~ nam ostalos~ vospol~zovat~sØ klassiqeskim ravenstvom: ∞∑ m=1 sin 2παm πm = 1 2 − α, α ∈ (0, 1) (0.12)

i podstavit~ ego v pravu¸ qast~ (0.11). V rezul~tate ravenstvo (0.11) primet vid: 1 n! ζ^{(n)}(−n, α) = 1 2 − α. (0.13)

Otmetim, qto na poslednem xage, kogda my berem n-u¸ proizvodnu¸ po parametru α, my poluqaem v pravoæ qasti (0.11) ne absol¸tno shodØwiæsØ rØd. No my rabotaem v otkrytom intervale α ∈ (0, 1), pofftomu proceduru vzØtiØ n-proizvodnoæ moßno dopolnit~ predel~nym perehodom. V rezul~tate poluqaetsØ strogost~ ravenstva (0.11) i na poslednem xage. Procedura predel~nogo perehoda standartnaØ, pofftomu my ee opuskaem dlØ kratkosti.

Poluqiv Øvnyæ vid n-oæ proizvodnoæ (0.13), teper~ moßno poluqit~ Øvnyæ vid ishodnoæ veliqiny ζ(−n, α), prodelav n integrirovaniæ ravenstva (0.13) v obratnu¸ storonu. �ta procedura takße standartna, kak i v sluqae s kratnym differencirovaniem. Pofftomu my ee toße propustim i srazu skaßem, qto v finale poluqaetsØ polinomial~noe ravenstvo: 1 n · ζ(−n, α) = n+1∑ k=0 a^{(n)}_k · α^k. (0.14)

DlØ togo, qtoby prowe ponØt~, kakov Øvnyæ vid kofffficientov a^{(n)}_k v polinome (0.14), sleduet dlØ kratnyh integrirovaniæ

80 A. I. VINOGRADOV

otdat~ predpoqtenie intervalam (0, α), vmesto dopolnitel~nyh intervalov (α, 1). Krome togo, v processe sqeta nam postoØnno prihoditsØ imet~ delo s dzeta-funkciØmi ζ^∗_{±1}(s, α) iz (0.9) i (0.10). Legko videt~, qto ζ^∗_{+1}(s, α) ØvlØetsØ rØdom Fur~e po kosinusam, a ζ^∗_{−1}(s, α) – po sinusam. �to zameqanie pozvolØet legko razobrat~sØ, kakov Øvnyæ vid integralov na nißnih predelah integrirovaniæ. �ti konstanty suwestvenno vliØ¸t na Øvnyæ vid kofffficientov a^{(n)}_k v polinome (0.14).

Na samom dele moßno vypisat~ ih Øvnyæ vid, no on gromozdkiæ. K tomu ße v dal~neæxem ih Øvnyæ vid ne potrebuetsØ, dostatoqno znat~, qto vse oni ograniqeny absol¸tnymi konstantami, ne zavisØwimi ot parametra n. �to toße ponØtno poqemu, t.k. pri mnogokratnyh integrirovaniØh polinoma ego kofffficienty ime¸t v znamenatelØh faktorialy sootvetstvu¸wego porØdka.

§1. Perehod na spektral~nyæ Øzyk

Vo vvedenii my tol~ko qto poluqili ravenstvo (0.14). Ego moßno ispol~zovat~ dlØ spektral~nogo predstavleniØ ostatkov (2.11), [1] i (2.16), [1]. Oni oba ob¨edineny v odnom ravenstve (7.8), [1], kotoroe imeet dva varianta simvola ζ_{±m}(c) (sm. ravenstvo (7.9), [1]). Simvol ζ_{+m}(c) opredelen ravenstvami (1.5), (1.5)^a, [1], a ego vtoroæ variant: ζ_{−m}(c) – ravenstvom (1.10), [1] vmeste s ravenstvami (1.11), (1.13) [1]. Glavnym prepØtstviem k spektral~nomu predstavleni¸ ostatka (7.8), [1] ØvlØetsØ, po preßnemu, koneqnyæ otrezok summirovaniØ po parametru m ∈ [1, c] v pravoæ qasti ravenstva (7.9), [1]. DlØ obhoda fftogo prepØtstviØ my ispol~zuem drugoæ podhod, otliqnyæ ot podhoda v §2, [1]. DlØ fftogo vvedem integral~nyæ operator vida

I_k(α) = 1 2πi ∫ Re s>1 α^{−s} (s + k) · s ds, α > 0, k ¿ 1. (1.1) PolagaØ α =^m_c , poluqaem Øvnyæ vid operatora (1.1): I_k ( m c ) = { 0, esli m ¿ c, 1 k [ 1 − (_m c )_k] , m ∈ [1, (c − 1)]. (1.2)

DlØ togo qtoby ispol~zovat~ operator (1.2) v ostatke (7.9), [1] pri n ¿ 1, preobrazuem (7.9), [1], vydeliv slagaemoe s nomerom

KVADRAT DZETA–FUNKCII 81 m = c > 1 (sluqaæ c = 1 trivialen): 1 n! R_n(c) = 1 n! c−1∑ m=1 ζ ( − n, m c ) · ζ_{±m}(c) + 1 n! · ζ(−n, 1) · ζ_{±c}(c). (1.3) Iz ravenstva (6.20^a), [1] poluqaem Øvnyæ vid ζ(−n, 1), n ¿ 1: 1 n! · ζ(−n, 1) = 2 · ζ(n + 1) (2π)^{n+1}

· sin π 2 n, (1.4)

gde ζ(n + 1) – klassiqeskaØ dzeta-funkciØ Rimana v celoæ toqke n + 1. Iz opredelØ¸wih ravenstv (1.5), [1] i (1.10), [1], a takße iz ravenstva (1.13), [1], poluqaem tranzitivnoe ravenstvo:

ζ_{−c}(c) = ζ_{+c}(c) = ζ_0(c) = ∞∑ n1,n2=1 s_c(n_1, n_2; 0) n^{1−s1}_1 · n^{1−s2}_2

. (1.5)

DlØ summy Kloostermana (1.5) poluqaem Øvnyæ vid:

s_c(n_1, n_2; 0) = c · ∑ c=c1·c2, c1/(c,n1) c2/(c,n2) 1. (1.6)

Pofftomu tranzitivnoe ravenstvo (1.5) preobrazuetsØ k novomu vidu:

ζ_{±c}(c) = ζ_0(c) = ζ(1 − s_1) · ζ(1 − s_2) · ∑ c=c1·c2 c^{s1}_1 · c^{s2}_2 , (1.7)

gde ζ(1 − s_1) i ζ(1 − s_2) – klassiqeskaØ dzeta-funkciØ Rimana. Napomnim, qto Re s_1 < 0, Re s_2 < 0, kak ffto sleduet iz ravenstva (0.11), [1]. PeremnoßaØ pravye qasti ravenstv (1.4) i (1.7), poluqaem Øvnyæ vid vtorogo slagaemogo pravoæ qasti ravenstva (1.3): 1 n! · ζ(−n, 1) · ζ_{±c}(c) = 2 · (2π)^{−n−1} · sin π 2 n · ζ(n + 1) ×ζ(1 − s_1) · ζ(1 − s_2) · ( ∑ c=c1·c2 c^{s1}_1 · c^{s2}_2 ) (1.8)

82 A. I. VINOGRADOV

Ostalas~ pervaØ summa pravoæ qasti (1.3) s intervalom summirovaniØ:

1 6 m 6 c − 1. (1.9)

DlØ togo qtoby svØzat~ ravenstvo (0.14) s operatorom (1.1) i ego Øvnym vidom (1.2), pridadim polinomu (0.14) kanoniqesku¸ formu otnositel~no Øvnogo vida operatora (1.2). DlØ fftogo budem sqitat~, qto α =^m_c , gde m – iz intervala (1.9), posle qego vospol~zuemsØ tranzitivnym toßdestvom: α^k = (α^k − 1) + 1 = −k · I_k(α) + 1. (1.10) Zatem podstavim pravu¸ qast~ (1.10) v (0.14) pri α =^m_c , m ∈ [1, (c − 1)], i preobrazuem ravenstvo (0.14) k novomu vidu: 1 n! ζ(−n, m c ) = A_n − n+1∑ k=1 k · a^{(n)}_k · I_k( m c ), (1.11) gde A_n = n+1∑ k=1 a^{(n)}_k .

PodstavlØØ (1.11) v pravu¸ qast~ (1.3), preobrazuem ee pervoe slagaemoe k novomu vidu: 1 n! c−1∑ m=1 ζ(−n, m c ) · ζ_{±m}(c) = A_n · c−1∑ m=1 ζ_{±m}(c)

− n+1∑ k=1 k · a^{(n)}_k · c−1∑ m=1 I_k( m c ) · ζ_{±m}(c). (1.12)

Teper~ obratim vnimanie na to, qto summirovanie po m vo vtoroæ (dvoænoæ) summe pravoæ qasti (1.12) moßno prodolßit~ na beskoneqnyæ interval 1 6 m = M 6 ∞, t.k. J_k(^m_c ) = 0, esli m = M ¿ c. Pofftomu, pol~zuØs~ integralom (1.1) pri α =^m_c , poluqaem ravenstvo: c−1∑ m=1 J_k( m c ) · ζ_{±m}(c) = 1 2πi ∫ Re s>1 c^s · L_c(s) (s + k) · s ds, (1.13) gde L_c(s) = ∞∑ M =1 M^{−s} · ζ_{±m}(c).

KVADRAT DZETA–FUNKCII 83

Iz ravenstva (1.13) vidno, qto ego levaØ qast~ ØvlØetsØ spektral~nym c-Ødrom v R_n(c) novogo tipa. Posle domnoßeniØ fftogo c-Ødra na vesovu¸ funkci¸ iz §3, [1] i summirovaniØ ego po vsem c ¿ 1, poluqaem kanoniqeskiæ rØd po c ¿ 1, kotoryæ moßno razloßit~ po spektru analogiqno ravenstvu (4.1), [1].

Krome c-Ødra (1.13), ostatok R_n(c) imeet i vtoroe c-Ødro “starogo” tipa, kak v rabote [1], §3. Ego Øvnyæ vid voznikaet posle podstanovki (1.13) v (1.12) i zatem v (1.3). V rezul~tate poluqaetsØ Øvnyæ vid R_n(c): 1 n! · R_n(c) = A_n · c∑ m=1 ζ_{±m}(c) − n+1∑ k=1 k · a^{(n)}_k 2πi ∫ Re s>1 c^s · L_c(s) (s + k) · s ds

+ 1 n! ζ(−n, 1) · ζ_{±c}(c) − A_n · ζ_{±c}(c) = R^{(1)}_n (c) − R^{(2)}_n (c) + R^{(3)}_n (c) − R^{(4)}_n (c). (1.14)

Pervoe slagaemoe pravoæ qasti (1.14) i est~ “staroe” c-Ødro v rabote [1], §1, (1.4), (1.9). Otmetim, po puti, qto pri perehode ot ravenstva (1.12) k (1.14) my pribavili i vyqli v pravoæ qasti (1.12) veliqinu A_n · ζ_{±c}(c) dlØ togo, qtoby svesti pervu¸ summu v pravoæ qasti (1.12) k polnomu intervalu summirovaniØ:

1 6 m 6 c, vmesto ne polnogo: 1 6 m 6 c − 1. �tim i ob¨ØsnØetsØ

prisutstvie qetvertogo slagaemogo v pravoæ qasti (1.14) vida: −A_n · ζ_{±c}(c). Napomnim, qto Øvnyæ vid ζ_{±c}(c) priveden v (1.7), a Øvnyæ vid tret~ego slagaemogo v (1.14), dan v (1.8). Perevod “starogo” c-Ødra iz pravoæ qasti (1.14) k spektral~nomu vidu proishodit toqno tak ße, kak v §2, [1], t.e. poØvlØetsØ vtoroæ, iteracionnyæ xag fftogo privedeniØ.

OstalsØ posledniæ sluqaæ: n = 0. DlØ nego Øvnyæ vid ostatka R_0(c) poluqaetsØ iz ravenstva (7.9), [1]:

R_0(c) = c∑ m=1 ζ(0, m c ) · ζ_{±m}(c). (1.14^a)

Iz ravenstva (0.1) my uße znaem, qto funkciØ ζ(0, α) nepreryvna v otkrytom intervale α ∈ (0, 1) i terpit razryv v toqke α = 1 v poluotkrytom intervale α ∈ (0, 1]: ζ(0, 1) = −^1_2 . Pofftomu v pravoæ qasti ravenstva (1.14^a) nado vydelit~ toqku m = c i

84 A. I. VINOGRADOV

perepisat~ ego v novom vide:

R_0(c) = (c−1)∑

m=1 ζ(0, m c ) · ζ_{±m}(c) − 1 2 ζ_{±c}(c). (1.15)

Teper~ ispol~zuem Øvnyæ vid ζ(0,^m_c ) vmeste s ravenstvom (0.1) dlØ m ∈ [1, c − 1] i privedem ego k kanoniqeskoæ forme: ζ ( 0, m c ) = m c − 1 2 = − [ 1 − ( m c )] + 1 2 . (1.16)

A dlØ kanoniqeskoæ formy ispol~zuem operator (1.2). V rezul~- tate pravaØ qast~ ravenstva (1.15) prinimaet novyæ vid:

R_0(c) = 1 2 (c−1)∑

m=1 ζ_{±m}(c) − (c−1)∑

m=1 I_1 ( m c ) · ζ_{±m}(c) − 1 2 ζ_{±c}(c). (1.17)

Pervu¸ summu pravoæ qasti (1.17) my snova moßem sdelat~ polnoæ, t.e. po intervalu [1, c], vmesto [1, c−1], kak v (1.14), dobavlØØ i vyqitaØ^1_2 ζ_{±c}(c). Vo vtoroæ summe pravoæ qasti (1.17) my zamenim operator I_1(α) ego integral~nym vidom kak v (1.14). V rezul~tate poluqaem qastnyæ sluqaæ ravenstva (1.14) dlØ sluqaØ n = 0:

R_0(c) = 1 2 c∑ m=1 ζ_{±m}(c) − 1 2πi ∫ Re s>1 c^s · L_c(s) (s + 1) · s ds − ζ_{±c}(c). (1.18) DlØ perevoda na spektral~nyæ Øzyk pervogo slagaemogo pravoæ qasti (1.18) snova budet ispol~zovana iteraciØ shemy iz §2, [1], a dlØ vtorogo slagaemogo – novaØ shema, kak v ravenstve (1.14). ˚vnyæ vid tret~ego slagaemogo pravoæ qasti (1.18) priveden v ravenstve (1.7).

§2. Spektral~noe razloßenie ostatka Okonqatel~nyæ vid R-ostatka na urovne c-summy priveden v ravenstve (3.6) raboty [1]. Pofftomu summa (3.6), [1] raspadaetsØ na dve qasti:

R(Y ) = cos π 2 (s_1 − s_2) · ∞∑ c=1 f^∗(c) · R̃(c)

− cos π 2 (s_1 + s_2) · ∞∑ c=1 f^∗(c) · R(c). (2.1)

KVADRAT DZETA–FUNKCII 85

Ostatki R̃(c) i R(c), na urovne c-Ødra iz ravenstv (2.16), [1] i (2.11), [1], otliqa¸tsØ tol~ko znakom nißnego indeksa u simvola ζ_{±m}(c). On opredelen ravenstvom (1.5), [1] dlØ sluqaØ (+m) i ravenstvom (1.10), [1] dlØ sluqaØ (−m), t.k. summa Kloostermana v (1.10), [1] moßet byt~ zamenena summoæ s_c(n_1, n_2, −m), qto sleduet iz tranzitivnogo ravenstva (1.13), [1]. Napomnim, qto dva c-ostatka: R̃(c) i R(c) iz pravoæ qasti ravenstva (2.1), tol~- ko qto privedennogo vyxe, ob¨edineny v odnom ravenstve (7.8), [1], kotoroe imeet dva varianta pravoæ qasti ravenstva (7.9), [1]. V dal~neæxem na ffto dvoæstvennoe ravenstvo my i budem orientirovat~sØ. PodstavlØØ ego v l¸bu¸ iz c-summ pravoæ qasti (2.1) poluqaem predstavlenie: ∞∑ c=1 f^∗(c) · R(c) = ∞∑ n=1 (−1)^n n! ∞∑ c=1 ( c N )_n · f^∗(c) · R_n(c). (2.2)

Napomnim, qto funkciØ f^∗(c) opredelena ravenstvom (3.7), [1], a ishodnaØ obreza¸waØ funkciØ f(c) – ravenstvom (3.1), [1]. Po puti otmetim, qto vnexnØØ summa po parametru n v (2.2) vzØta po vsemu natural~nomu rØdu. No ffto qisto formal~noe summirovanie. Na samom dele dostatoqno ograniqit~sØ korotkim otrezkom n 6 3. Ob¨Øsnenie fftomu dovol~no prostoe. Iz Øvnogo vida gladkoæ obreza¸weæ funkcii f v (3.1), [1] vidno, qto f(c) naqinaet ffksponencial~no ubyvat~ po parametru c, kogda c > Y . Pofftomu dlØ racional~nogo otnoxeniØ c/N spravedliva ocenka c/N ≪ Y /N , a dlØ ego n-oæ stepeni – ocenka ( c N )_n ≪ ( Y N )_n , n ¿ 1. (2.3)

Teper~ vernemsØ k tranzitivnomu ravenstvu (7.14), [1], v kotorom zadano optimal~noe sootnoxenie meßdu tremØ glavnymi parametrami raboty [1]:

Y = N^{2/3} = √ x. (2.4)

Iz (2.4) poluqaem optimal~nu¸ ocenku levoæ qasti neravenstva (2.3): ( c N )_n ≪ (^4 √ x)^{−n}. (2.5)

Ocenki (2.5) dostatoqno, qtoby otpravit~ vs¸ qast~ rØda (2.2) v ostatok pri n ¿ 4 po trivial~noæ priqine.

86 A. I. VINOGRADOV

Posle fftogo zameqaniØ snova vernemsØ k ravenstvu (2.2) i dobavim mnoßitel~ c^n k funkcii f^∗(c), vmeste s normirovkoæ: (c/2π)^n i umnoßim odnovremenno na fftu normirovku. V rezul~- tate ravenstvo (2.2) primet vid: ∞∑ c=1 f^∗(c) · R(c) = ∞∑ n=1 (−2π)^n n! · N^n · ∞∑ c=1 f^∗_n(c) · R_n(c), (2.6) gde f^∗_n(c) = f^∗(c) · ( c 2π )_n = f(c) c · ( 2π c )_{s1+s2−n−2} . (2.7) Zatem podstavim (1.14) v (2.6) i privedem ravenstvo (2.6) k novomu vidu: ∞∑ c=1 f^∗_n(c) · R(c) = ∞∑ n=1 ( −2π N )_n · (R^{(1)}_n − R^{(2)}_n + R^{(3)}_n − R^{(4)}_n ), (2.8) gde R^{(ν)}_n = ∞∑ c=1 f^∗_n(c) · R^{(ν)}_n (c), 1 6 ν 6 4. (2.9)

Ravenstvo (2.9) podrazumevaet sootvetstvie meßdu slagaemymi pravyh qasteæ v ravenstvah (1.14) i (2.8). V dal~neæxem nas osobo budet interesovat~ novaØ spektral~naØ summa (2.9) s nomerom ν = 2, kotoroæ ne bylo v rabote [1]:

R^{(2)}_n = n+1∑ k=1 k · a^{(n)}_k 2πi ∫ Re s>1 R^{(2)}_n (s) (s + k) · s ds, (2.10) gde R^{(2)}_n (s) = ∞∑ c=1 f^∗_n(c) · c^s · L_c(s). (2.11)

PodstavlØØ Øvnyæ vid L_c(s) iz (1.13) v (2.11) i menØØ porØdki summirovaniØ po M i c, privedem ravenstvo (2.11) k novomu vidu

R^{(2)}_n (s) = ∞∑ M =1 1 M^s ∞∑ c=1 f^∗_n(c) · c^s · ζ_{±M} (c). (2.12)

DlØ togo qtoby privesti vnutrenn¸¸ summu po c v (2.12) k kanoniqeskoæ forme, my snova ispol~zuem spektral~nyæ parametr x iz (3.15), [1], kotoryæ my povtorim zdes~ dlØ udobstva qitatelØ: x = 4π · √ M · n_1 · n_2 c . (2.13)

KVADRAT DZETA–FUNKCII 87

DlØ togo qtoby ishodnu¸ vesovu¸ funkci¸ f(c) perevesti na Øzyk spektral~nogo parametra x, my vospol~zuemsØ obraweniem ravenstva (2.13): c = 4π · √ M · n_1 · n_2 x . (2.14)

V rezul~tate opredelØ¸wee ravenstvo (3.1), [1] dlØ f(c) primet vid:

f(c) = exp [ − ( 2 · √ M · n_1 · n_2 x · Y )_2]

, (2.15)

sootvetstvenno ravenstvo (3.17), [1] my zamenim analogiqnym ravenstvom dlØ proizvedeniØ iz (2.12):

f^∗_n(c) · c^s =

(2π)^s c · φ_2(x), (2.16) gde φ_2(x) = f(c) · ( 2 · √ m · n_1 · n_2 x )_ω , (2.17)

gde ω = s + n + 2 − s_1 − s_2.

V pravoæ qasti (2.17) pod f(c) ponimaetsØ pravaØ qast~ ravenstva (2.15), t.e. funkciØ ot spektral~nogo parametra x iz (2.13). Posle fftih preobrazovaniæ podstavim Øvnyæ vid ζ_{±M} (c) v (2.12). DlØ fftogo my vospol~zuemsØ ravenstvom (1.5), [1], gde indeks m zamenim dvuhvariantnym indeksom ±M . V rezul~tate (2.12) preobrazuetsØ k novomu vidu:

R^{(2)}_n (s) = (2π)^s · ∞∑ M,n1,n2=1 F_2(n_1, n_2; ±M ) n^{1−s1}_1 · n^{1−s2}_2 · M^s

, (2.18) gde F_2(n_1, n_2; ±M ) = ∞∑ c=1 s_c(n_1, n_2; ±M ) c · φ_2(x). (2.19)

Simvol s_c(. . . ) v pravoæ qasti (2.19) oznaqaet summu Kloostermana v dvuhvariantnom sluqae ±M . Ih opredelenie dano ravenstvom (1.5), [1] i (1.10), [1]. Pri fftom ravenstvo (1.10), [1] nado dopolnit~ tranzitivnym ravenstvom (1.13), [1]. Poluqiv kanoniqesku¸ spektral~nu¸ summu (2.19), nam ostalos~ napomnit~, qto Øvnyæ vid spektral~nogo razloßeniØ dlØ summy (2.19) uße poluqen v §4, [1], priqem v dvuh variantah, kak dlØ (+M ), tak i dlØ (−M ). Detali fftih razloßeniæ privedeny v §5, [1].

88 A. I. VINOGRADOV

V tranzitivnom ravenstve (1.14) ostalos~ ewe slagaemoe

R^{(1)}_n (c) = A_n · c∑ m=1 ζ_{±m}(c), (2.20)

kotoroe horoxo znakomo nam po rabote [1], §3, posle usredneniØ ego po c ¿ 1. Tuda my i otsylaem qitatelØ za detalØmi. Po puti otmetim, qto vtoroe spektral~noe razloßenie summy (2.20), po sheme raboty [1], ØvlØetsØ iteracionnym, t.k. ono vstroeno v pervoe razloßenie [1], v ravenstvah (2.10), [1] i v (2.16) [1]. Pri fftom vnexniæ racional~nyæ kofffficient c/N v pravyh qastØh fftih ravenstv ØvlØetsØ ponißa¸wim dlØ ostatkov R(c) i R̃(c), no ne dlØ glavnyh qasteæ V (N, c) i Ṽ (N, c), t.k v nih est~ summirovanie po M , dlina kotorogo imeet porØdok N (dal~xe idet ffksponecial~noe zatuhanie po M pri M > N ). Pofftomu na xage

k ¿ 0 iteracii obwiæ ponißa¸wiæ mnoßitel~ pered ostatkom

R(c) budet imet~ stepen~ k + 1: ( c N )_{k+1} · R(c). (2.21)

AnalogiqnaØ kartina spravedliva i dlØ R̃(c). Otnositel~no racional~noæ stepeni v (2.21) moßno povtorit~ to ße samoe, qto uße bylo skazano otnositel~no ee ocenki v (2.3), (2.4) i (2.5) pri n = k + 1. Pofftomu treh iteraciæ (k = 3) vpolne dostatoqno, qtoby otpravit~ (2.21) v ostatok po trivial~noæ priqine (na samom dele dostatoqno odnoæ ili dvuh iteraciæ).

Otnositel~no summ R^{(ν)}n , pri ν = 3, 4, t.e. dvuh poslednih summ v pravoæ qasti (2.8), sleduet otmetit~, qto oni ØvlØ¸tsØ ostatkami ot spektral~nogo razloßeniØ levoæ qasti (2.8). Napomnim, qto soglasno tranzitivnomu ravenstvu (1.14) ih Øvnyæ vid takoæ:

R^{(3)}_n (c) = A_n · ζ_{±c}(c), (2.21^a)

R^{(4)}_n (c) = 1 n! · ζ(−n, 1) · ζ_{±c}(c). (2.21^b) PodstavlØØ ffti ravenstva v (2.8), my poluqaem Øvnyæ vid (2.9) srednego po c ¿ 1 dlØ R^{(ν)}n (c) pri ν = 3, 4. Edinstvennoæ tonkost~¸ zdes~ ØvlØetsØ struktura funkcii f^∗_n(c) v (2.7): proizvedenie stepeni c i ffksponenty ot c ¿ 1 v vide f(c)-funkcii iz ravenstva (3.1), [1]. DlØ togo qtoby pereæti k summirovani¸ tol~ko

KVADRAT DZETA–FUNKCII 89

stepeneæ parametra c ¿ 1, nado vospol~zovat~sØ integral~nym predstavleniem ffksponenty:

exp[−x^2] = 1 2πi ∫ Re w>1 x^{−2w} · Γ(w)dw. (2.22)

PolagaØ x = c/2πY , poluqaem integral~noe predstavlenie dlØ funkcii f(c) iz ravenstva (3.1), [1]: f(c) = 1 2πi ∫ Re w>1 (2πY )^{2w} · c^{−2w} · Γ(w) · dw. (2.23)

Ravenstva (1.7) i (1.8) fftoæ raboty, vmeste s predstavleniem (2.23), da¸t Øvnyæ vid srednego po c ¿ 1 dlØ R^{(ν)}n (c) pri ν = 3, 4 v vide integral~nogo predstavleniØ ot dzeta-funkciæ. PodstavlØØ v (2.9) Øvnyæ vid f^∗_n(c) iz (2.7) i pravu¸ qast~ (2.23), poluqaem integral~noe predstavlenie dlØ R^{(3)}n :

R^{(3)}_n = A^{(3)}_n ·

(2π)^ω 2πi · ∫ Re w1,Re w2> 12

(2πY )^{2w} · Γ(w) · ζ(2w_1) · ζ(2w_2)dw,

(2.24) gde w_1 = w + 1 2 (s_1 − n − 1), w_2 = w + 1 2 (s_2 − n − 1),

ω = s_1 + s_2 − n − 1; A^{(3)}_n = A_n · ζ(1 − s_1 ) · ζ(1 − s_2). Dal~xe idet sqet po pol¸sam s perenosom kontura po w v levu¸ poluploskost~. �tot sqet standartnyæ, pofftomu my propustim ego dlØ kratkosti.

Analog ravenstva (2.24) dlØ sluqaØ R^{(4)}n iz pravoæ qasti ravenstva (2.8) imeet tot ße vid, qto i (2.24), tol~ko kofffficient A^{(3)}_n budet zamenen na A^{(4)}_n :

A^{(4)}_n = 1 n! · ζ(−n, 1) · ζ(1 − s_1) · ζ(1 − s_2), (2.25) 1 n! · ζ(−n, 1) = ζ(n + 1) (2π)^{n+1}

· sin π 2 n, n ¿ 1. Sluqaæ n = 0 ØvlØetsØ uprowennym variantom obwego sluqaØ

n ¿ 1. �to vidno iz ravenstva (1.18), v kotorom imeetsØ tol~ko

90 A. I. VINOGRADOV

tri slagaemyh v pravoæ qasti. Pofftomu i v analoge ravenstva (2.8) pri n = 0, budet tol~ko tri summy (2.9): ν = 1, 2, 3. V analoge integral~nogo predstavleniØ (2.24) kofffficient A^{(3)}n pri n = 0 budet imet~ vid:

A^{(3)}_0 = −ζ(1 − s_1) · ζ(1 − s_2). (2.26)

I, koneqno, nado poloßit~ n = 0 v argumentah w_1 i w_2 integrala (2.24).

Zakl¸qenie RassußdaØ o koliqestve iteraciæ v predyduwem paragrafe, my imeli v vidu problemu kruga i toqek pod giperboloæ. DlØ ih rexeniØ dostatoqno dvuh-treh iteraciæ. No est~ rodstvennye im problemy, tipa vysokih momentov dzeta-funkcii Rimana na polovinnoæ prØmoæ:

I_k(T ) = 1 2πi ∫ Re s= 12 ,| Im s|6T,k¿1 |ζ(s)|^{2k} · ds. (3.1)

DlØ poluqeniØ istinnogo porØdka integrala (3.1) vaßno, kak raz, bol~xoe qislo iteraciæ, t.k. oni da¸t skol~ ugodno malyæ ostatok v spektral~nom razloßenii kvadrata dzeta-funkcii na polovinnoæ prØmoæ:

|ζ(s)|^2_{Re s=} 1_2 = ζ(s) · ζ(1 − s). (3.2)

V svØzi s ravenstvom (3.2) integral (3.1) prinimaet vid:

I_k(T ) = 1 2πi ∫ Re s= 12 ,| Im s|6T →∞ (ζ(s) · ζ(1 − s))^kds. (3.3)

SdvigaØ kontur (3.3) v pravu¸ poluploskost~ Re s > 1 (no moßno i v levu¸: Re s < 0), svedem integral (3.3) k novomu vidu:

I^{(1)}_k (T ) = 1 2πi ∫ Re s>1,| Im s|6T (Γ_1(s) · ζ^2(s))^kds. (3.4)

Pri perehode ot integrala (3.3) k (3.4) voznikaet vyqet ot pol¸snogo qlena k-oæ stepeni v toqke s = 1 (libo v toqke s = 0,

KVADRAT DZETA–FUNKCII 91

esli sdvigat~ kontur (3.3) v levu¸ poluploskos~) i dva integrala na perekladinah, vverhu i vnizu. Vvidu trivial~nosti, my ne privodim ih Øvnyæ vid, ograniqivxis~ integralom (3.4). Moßno voobwe izbavit~sØ ot perekladin, esli koneqnoe uslovie | Im s| 6 T v (3.1), zamenit~ gladkoæ obreza¸weæ funkcieæ

F (s) = exp ( − s(1 − s) T^2 ) , (3.5)

a v kaqestve kontura v (3.1) vzØt~ vs¸ polovinnu¸ prØmu¸. V fftom sluqae integral (3.1) primet vid:

I_k(T ) = 1 2πi ∫ Re s= 12 F (s) · |ζ(s)|^{2·k}ds. (3.6) Analogiqnye izmeneniØ proizoædut i s drugimi integralami: (3.3) i (3.4). V qastnosti, integral (3.4) primet vid:

J^{(1)}_k (T ) = 1 2πi ∫ Re s>1 F (s) · (Γ_1(s) · ζ^2(s))^k ds; (3.7)

napomnim, qto Γ_1(s) – perehodnoæ Γ-mnoßitel~ v klassiqeskom funkcional~nom uravnenii dlØ dzeta-funkcii Rimana: ζ(1−s) = Γ_1(s) · ζ(s), gde

Γ_1(s) = (2π)^{1−s} π · Γ(s) · cos π 2 s. (3.8)

Pri spektral~nom podhode k probleme vysokih momentov (3.7) naibolee vaßnoæ novost~¸ ØvlØ¸tsØ svobodnye parametry (po dva parametra na kaßdyæ kvadrat) v Ødre (3.7). Priqem, kaßdaØ para svobodnyh parametrov otliqna ot vseh ostal~nyh par. Drugimi slovami, vysokiæ moment (3.7) rasweplØetsØ na kvadratiqnye momenty, i kaßdyæ iz nih moßno usrednØt~ po svoim parametram.

Literatura

1. A. I. Vinogradov, Obobwennyæ kvadrat dzeta-funkcii. Spektral~noe razloßenie. — Zap. nauqn. semin. POMI 322 (2005), 17–44.

Vinogradov A. I. A generalized square of the zeta function. The spectral decomposition. II.

92 A. I. VINOGRADOV

An estimate of the rest term in the spectral decomposition of the generalized ζ-function are given that is more precise than the known ones. This paper is a continuation of the previous paper of the author published in Zapiski nauchn. semin. POMI, 322.

Postupilo 12 dekabrØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta RAN