Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, S. I. Nikolenko

STROENIE GRUPP XEVALLE: DOKAZATEL^STVO IZ KNIGI

V nastoØweæ stat~e my podrobno opisyvaem novyæ geometriqeskiæ podhod k dokazatel~stvu osnovnyh strukturnyh teorem dlØ grupp Xevalle G = G(Φ, R) tipov Φ = F_4, E_6, E_7 nad kommutativnym kol~com R, kotoryæ predloßen v [10] i [11]. My sqitaem, qto fftot podhod daet okonqatel~noe dokazatel~stvo strukturnyh teorem i, sleduØ �rdexu, nazyvaem ego Dokazatel~stvom iz Knigi^1. V ideænom otnoxenii Dokazatel~stvo iz Knigi gorazdo prowe kak lokalizacionnyh metodov tipa localisation and

patching ili localisation–completion, tak i geometriqeskogo

metoda razloßeniØ unipotentov, dal~neæxim razvitiem kotorogo on ØvlØetsØ. My ill¸striruem Dokazatel~stvo iz Knigi na primere klassiqeskoæ problemy opisaniØ normal~nogo stroeniØ gruppy G, ili, na sovremennom Øzyke, opisaniØ podgrupp G, normalizuemyh fflementarnoæ podgruppoæ E = E(Φ, R).

V otliqie ot stateæ [10] i [11], predstavlØ¸wih soboæ razvernutye izloßeniØ diplomnyh rabot vtorogo i tret~ego avtorov, vypolnennyh pod rukovodstvom pervogo, nastoØwaØ stat~Ø ØvlØetsØ tekstom obzornogo doklada s tem ße nazvaniem, s kotorym my neskol~ko raz vystupali v razliqnyh universitetah

IssledovaniØ, sostavivxie osnovu nastoØweæ raboty, vypolneny v ramkah proektov RFFI 01–01–00924 (SPbGU) i 03–01–00349 (POMI RAN) i INTAS 03-51-3251 i byli podderßany grantami Minvuza “GeometriØ kornevyh podgrupp” PD02–1.1–371 i “Nadgruppy poluprostyh grupp” E02–

1.0–61. Znaqitel~naØ qast~ raboty nad stat~Ømi [10], [11] osuwestvlena v

universitete Bilefel~da pri podderßke SFB-343, INTAS 00–566 i �ælerovskoæ programmy DAAD. Pervyæ avtor priznatelen takße za podderßku programmy Minvuza “Razvitie nauqnyh xkol Sankt-Peterburga v oblasti teoretiqeskoæ i prikladnoæ matematiki” na zakl¸qitel~nom fftape raboty nad nastoØweæ stat~eæ. Rabota tret~ego avtora byla podderßana Federal~nym agentstvom po nauke i innovaciØm (gos. kontrakt No. 442.11.7291) i INTAS Fellowship Grant No. 05-109-5565.

1V 2002 godu sovet ravvinov Universiteta Bar Ilan oficial~no razrexil avtoram ispol~zovanie fftogo nazvaniØ. 36

struktura grupp Xevalle 37 i na konferenciØh. V protivopoloßnost~ [10] i [11] zdes~ my ne privodim detali faktiqeskih vyqisleniæ, no zato sravnivaem razliqnye dokazatel~stva i detal~no obsußdaem nekotorye principial~nye ideænye aspekty. Qtoby postavit~ izloßenie v kontekst, my rez¸miruem suwestvu¸wie geometriqeskie dokazatel~stva dlØ klassiqeskih grupp [71], [13]–[15], [19], [2], [5]– [7], [42], [57], [66], a takße dokazatel~stva dlØ iskl¸qitel~nyh grupp, osnovannye na metode razloßenii unipotentov, sm. [12, 66, 70, 57, 68, 9]. Zametim, qto ne tol~ko central~nyæ fragment stat~i [11], no i nekotorye vyqisleniØ iz stat~i [9] publiku¸tsØ zdes~ vpervye. V to ße vremØ, zdes~ my voobwe ne kasaemsØ lokalizacionnyh dokazatel~stv (po fftomu povodu sm. [16, 19, 20, 23–25], [32]–[34], [42]–[45], [48], [49], [59]–[66], gde moßno naæti mnogo dal~neæxih ssylok).

My uvereny, qto razliqnye varianty Dokazatel~stva iz Knigi primenimy ko vsem strukturnym rezul~tatam, spravedlivym dlØ proizvol~nyh kommutativnyh kolec. V kaqestve takih rezul~tatov moßno upomØnut~ opisanie avtomorfizmov G, opisanie razliqnyh klassov podgrupp, zadanie E obrazu¸wimi i sootnoxeniØmi i t.d. Toqno tak ße my uvereny, qto analogiqnoe dokazatel~stvo moßno provesti i dlØ gruppy Xevalle tipa

E_8, no, tak kak u fftoæ gruppy net mikrovesovyh predstavleniæ,

mnogie detali dokazatel~stv v fftom sluqae stanovØtsØ zametno sloßnee i my ne smogli poka preodolet~ vse voznika¸wie zdes~ tehniqeskie trudnosti.

§1. Fon i istoriØ

V nastoØweæ rabote my izuqaem iskl¸qitel~nye gruppy Xevalle G(Φ, R) tipa Φ = E_6, E_7, E_8, F_4 nad kommutativnym kol~- com R. Poskol~ku my ne moßem ob¨ØsnØt~ vse ispol~zuemye nami slova, predpolagaetsØ, qto prisutstvu¸wie ime¸t nekotoroe ponØtie ob algebrah Li i ih predstavleniØh, a takße ob algebraiqeskih gruppah. Krome togo, predpolagaetsØ, qto oni proqli l¸boæ kanoniqeskiæ istoqnik po teorii grupp Xevalle, skaßem, [3], [18], ili [35], pritom dostatoqno vnimatel~no, qtoby byt~ v sostoØnii razobrat~sØ hotØ by v odnoæ – l¸boæ! – iz stateæ [8]–[12], [22]–[27], [40], [45], [51], [52], [54], [56], [58]–[60], [62], [66]–[68], [70]. Istoriqeski sovremennye postanovki rassmatrivaemyh nami voprosov v takoæ obwnosti voznikli tol~ko

38 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko v algebraiqeskoæ K-teorii, a nekotorye naxi vyqisleniØ parodiru¸t standartnu¸ tehniku teorii predstavleniæ algebraiqeskih grupp i teorii invariantov. Nekotoroe znakomstvo s fftimi uqeniØmi ne moßet povredit~, no, strogo govorØ, ne ØvlØetsØ neobhodimym dlØ ponimaniØ nastoØweæ raboty. Naxi oboznaqeniØ sovpada¸t s ispol~zuemymi v [66]–[68], [70], [53], [45], [10], [11], pofftomu nastoØwu¸ rabotu luqxe vsego qitat~ vmeste s kakimi-to iz fftih rabot.

Vse izvestnye dokazatel~stva strukturnyh teorem osnovany na indukcii po razmernosti osnovnogo kol~ca R, i indukcii po rangu gruppy l = rk(Φ), ili kombinacii togo i drugogo. Po oqevidnym priqinam my nazyvaem dokazatel~stva, osnovannye na indukcii po razmernosti, t.e. takie dokazatel~stva, kotorye zavisØt ot prirody osnovnogo kol~ca, arifmetiqeskimi. S drugoæ storony, dokazatel~stva, osnovannye na indukcii po rangu, ne zavisØt ot osnovnogo kol~ca^2, oni funkcioniru¸t iskl¸qitel~no v terminah geometrii podleßawego modulØ i pofftomu nazyva¸tsØ geometriqeskimi.

Do serediny 1960-h godov strukturnye teoremy byli izvestny lix~ v nekotoryh oqen~ special~nyh sluqaØh, takih kak nul~mernye kol~ca i nekotorye odnomernye kol~ca arifmetiqeskogo proishoßdeniØ, takie, kak oblasti Hasse. DlØ klassiqeskih grupp nad koneqnymi polØmi ffti teoremy vpervye poØvilis~ v rabotah Kamilla ȷordana, Leonarda Diksona i �liakima Mura v poslednie desØtiletiØ XIX veka. Vposledstvii ȷan D~edonne, Klod Xevalle, ȷak Tits i mnogie drugie obobwili ih na xirokie klassy grupp, vkl¸qaØ klassiqeskie gruppy nad telami, iskl¸qitel~nye gruppy Xevalle i drugie izotropnye — no ne obØzatel~no raswepimye! – algebraiqeskie gruppy nad polØmi. ObobweniØ na nul~mernye i arifmetiqeskie kol~ca naqali voznikat~ v 1940-e gody v rabotah DßofflØ Brennera i pozße, v naqale 1960-h godov, v rabotah Vil~gel~ma Klingenberga i `ensa Mennike, priqem potok publikaciæ na fftu temu ne issØk do sih por, hotØ ideologiqeski ffto napravlenie polnost~¸ isqerpalo sebØ s poØvleniem algebraiqeskoæ K-teorii.

V 1960 godah proizoxel podlinnyæ vzryv obwnosti, kotoryæ naqalsØ s rabot Haæmana Bassa [1]. Odnim iz samyh plodotvornyh aspektov ego raboty bylo porazitel~noe otkrytie, qto v

2Po kraæneæ mere, esli ono kommutativno!

struktura grupp Xevalle 39 lineænoæ algebre otvety na bol~xinstvo voprosov tem prowe, qem vyxe razmernost~ rassmatrivaemyh ob¨ektov (skaßem, rangi proektivnyh moduleæ, stepeni matric i t.d.), priqem dlØ dostatoqno bol~xih – skaßem, beskoneqnyh! – razmernosteæ otvet voobwe ne zavisit ni ot osnovnogo kol~ca, ni ot rassmatrivaemoæ razmernosti. �to Øvlenie nazyvaetsØ stabilizacieæ. V kontekste algebraiqeskih grupp stabilizaciØ utverßdaet, qto vse strukturnye voprosy dopuska¸t standartnye otvety dlØ grupp, rang kotoryh velik po sravneni¸ s razmernost~¸ osnovnogo kol~ca. V deæstvitel~nosti, Bass vvel novyæ tip razmernosti, special~no sozdannyæ dlØ kontrolØ podobnyh voprosov, — stabil~nyæ rang. Sam on ispol~zoval ego dlØ togo, qtoby dokazat~ strukturnye rezul~taty dlØ GL(n, R), i vskore ego rabota byla rasprostranena �ntoni Bakom na drugie klassiqeskie gruppy [31]. Soverxenno zameqatel~nye rezul~taty v fftom napravlenii byli poluqeny Keætom Dennisom, Vil~bertom van der Kallenom, Maæklom Steænom, Andreem Suslinym, Leonidom Vaserxteænom i drugimi.

V seredine 1970-h godov bylo obnarußeno, qto dlØ kommutativnyh kolec strukturnye teoremy vypolnØ¸tsØ, naqinaØ s nekotorogo nebol~xogo ranga – skaßem, 2, 3 ili 4, – kotoryæ zavisit tol~ko ot rassmatrivaemoæ problemy, no ne ot razmernosti rassmatrivaemogo kol~ca. �to Øvlenie poluqilo nazvanie kaqestvennoæ stabilizacii. Pervonaqal~nyæ tolqok razviti¸ fftogo napravleniØ byl dan zameqatel~nymi teoremami Uilsona–Golubqika i Suslina o normal~nom stroenii gruppy

GL(n, R), [71], [13], [20]. V teqenie posledu¸wego desØtiletiØ

analogiqnye rezul~taty dlØ drugih podobnyh zadaq byli poluqeny Andreem Suslinym i ego uqenikami VØqeslavom Kopeæko i Maratom Tulenbaevym [16], [21], Vil~bertom van der Kallenom, Aleksandrom Mihalevym i Igorem Golubqikom, Zenonom Boreviqem i Nikolaem Vavilovym [2], Efimom Zel~manovym i drugimi. V [66], [34], [57] moßno naæti dostatoqno podrobnyæ obzor fftogo fftapa i desØtki dal~neæxih ssylok. Istoriqeski pervye dokazatel~stva podavlØ¸wego bol~xinstva strukturnyh rezul~tatov dlØ klassiqeskih grupp byli geometriqeskimi i ispol~zovali matricy. Odnako v to vremØ, nesmotrØ na ogromnye usiliØ, nikto ne smog perenesti ffti rezul~taty na iskl¸qitel~nye gruppy.

40 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko Primerno v to ße samoe vremØ dlØ rexeniØ problemy Serra o proektivnyh modulØh i ee vysxih analogov Daniffl Kvillen i Andreæ Suslin razvili pervye versii moguwestvennogo metoda lokalizacii i skleivaniØ [20]. Pervonaqal~no fftot metod primenØlsØ dlØ issledovaniØ ranneæ stabilizacii, no v [61] Leonid Vaserxteæn sdelal vaßnoe nabl¸denie, qto fftot metod daet takße ewe odin podhod k dokazatel~stvu osnovnyh strukturnyh teorem dlØ klassiqeskih grupp. Vposledstvii fftot podhod xiroko ffkspluatirovalsØ kak samim Vaserxteænom, kotoryæ opublikoval 30 ili 40 variaciæ na fftu temu [63], [64] i dr., tak i mnogimi drugimi. Zdes~ moßno upomØnut~, v qastnosti, vaßnye raboty Li FuanØ [48], [49] i Vaserxteæna–ı Hona [65]. Pervye polnye dokazatel~stva osnovnyh strukturnyh teorem dlØ iskl¸qitel~nyh grupp byli poluqeny �æiqi Abe, Dßovanni Taddei i Leonidom Vaserxteænom [24], [25], [60], [62] v 1986–1990 imenno s ispol~zovaniem takoæ tehniki. Primerno odnovremenno s fftimi rabotami �ntoni Bak [32] pridumal ewe bolee prostoæ i mownyæ metod lokalizacii–popolneniØ, kotoryæ moßno s uspehom primenØt~ v strukturnoæ teorii [44] – [46].

V 1987 godu Alekseæ Stepanov [19], [57] otkryl bolee ostru¸ variaci¸ metoda faktorizacii Suslina, i vskore posle fftogo pervyæ avtor zametil, qto pri pomowi fftogo metoda moßno ohvatit~ vse gruppy Xevalle. V prosteæxem variante fftot metod sostoit v pred¨Øvlenii Øvnyh polinomial~nyh formul, vyraßa¸wih fflementy kornevogo tipa v gruppe Xevalle kak proizvedeniØ fflementov kornevogo tipa, leßawih v sobstvennyh paraboliqeskih podgruppah tipa P_i, po odnoæ dlØ kaßdogo vesa fundamental~nogo predstavleniØ V (ω_i). Soverxenno zameqatel~no, qto ffti formuly nosØt qisto kombinatornyæ harakter i nikak ne zavisØt ot prirody osnovnogo kol~ca. V bolee sloßnyh sluqaØh udaetsØ dokazat~ lix~, qto takoe razloßenie suwestvuet, no napisat~ Øvnye formuly ne poluqaetsØ. Smysl takogo roda rezul~tatov sostoit v tom, qto oni pozvolØ¸t svodit~ vse vyqisleniØ, v kotoryh uqastvuet gruppa E(Φ, R), k analogiqnym voprosam dlØ grupp men~xego ranga. Pri fftom sama ffta redukciØ osuwestvlØetsØ pri pomowi fflementov kornevogo tipa, leßawih v paraboliqeskoæ podgruppe kakogo-to drugogo tipa. Naprimer, kak my uvidim, pri pomowi vyqisleniæ v A_5 vyqisleniØ v E_6 struktura grupp Xevalle 41 mogut byt~ svedeny k vyqisleniØm v D_5. Libo, v drugom variante, oni mogut byt~ svedeny k vyqisleniØm v A_5 pri pomowi vyqisleniæ v D_5. S toqki zreniØ bol~xinstva obyqnyh priloßeniæ ffti redukcii ffkvivalentny, no pri fftom poluqa¸tsØ raznye formuly, da¸wie razliqnye ocenki v bolee tonkih koliqestvennyh voprosah. Vpervye fftot metod byl opublikovan v sovmestnoæ rabote pervogo avtora, EvgeniØ Plotkina i AlekseØ Stepanova [12], gde on nazvan razloßeniem unipotentov. Pozße detal~nye dokazatel~stva dlØ klassiqeskih sluqaev i grupp tipov E_6, E_7 poØvilis~ v [66], [57], [68]. Podrobnoe opisanie vsego proekta moßno naæti v [70].

Krome fflementarnyh vyqisleniæ, v kotoryh ispol~zu¸tsØ lix~ sootnoxeniØ Steænberga meßdu fflementarnymi obrazu¸- wimi, metod razloßeniØ unipotentov treboval vyqisleniæ s odnim stolbcom ili odnoæ strokoæ matricy g ∈ G(Φ, R) v nekotorom predstavlenii. TehnologiØ takih vyqisleniæ byla razvita v osnovopolaga¸wih trudah HideØ Macumoto [51] i Maækla Steæna [56] i usoverxenstvovana v dal~neæxem, v qastnosti, v rabotah pervogo avtora i EvgeniØ Plotkina [66], [70], [53], [52], [68]. Odnim iz osnovnyh instrumentov pri faktiqeskom provedenii fftih vyqisleniæ byli vesovye diagrammy, po suwestvu voshodØwie k rabotam EvgeniØ Dynkina 50-h godov, sm. ssylki v [66], [53], [68]. DlØ teh sluqaev, kotorye faktiqeski voznika- ¸t pri dokazatel~stve strukturnyh teorem, vesovye diagrammy sovpada¸t s vvedennymi Masaharu Kaxivara kristalliqeskimi grafami. S toqki zreniØ bol~xinstva praktiqeskih celeæ vesovye diagrammy zamenØ¸t matricy. Bolee togo, dlØ podavlØ¸wego bol~xinstva sluqaev oni gorazdo luqxe matric, tak kak pravil~nee otraßa¸t strukturu predstavleniØ. TradicionnaØ zapis~ matric vvodit lineænyæ porØdok na vesah, kotoryæ ØvlØetsØ fiktivnoæ dopolnitel~noæ strukturoæ, v bol~xinstve sluqaev lix~ zatrudnØ¸weæ vyqisleniØ!

DlØ klassiqeskih grupp – po kraæneæ mere v vektornyh predstavleniØh – dokazatel~stva, poluqa¸wiesØ na fftom puti, qrezvyqaæno prosty, [57]. Odnako ih obobweniØ na iskl¸qitel~nye gruppy okazalis~ gorazdo hitree. Priqina fftogo sostoit v tom, qto daße v predstavleniØh naimen~xeæ razmernosti v iskl¸qitel~nyh gruppah nedostatoqno unipotentov dlØ togo, qtoby stabilizirovat~ proizvol~nyæ stolbec, i ffto vynußdaet ispol~-

42 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko zovat~ uravneniØ na stolbec. Imenno v fftom meste poØvlØetsØ osnovnaØ tehniqeskaØ trudnost~ – neobhodimost~ soglasovat~ znaki strukturnyh konstant so znakami uravneniæ. V 1988–1990 my byli ne v sostoØnii naæti konceptual~noe ob¨Øsnenie soglasovannosti fftih znakov i vmesto fftogo polagalis~ na obxirnye vyqisleniØ, v tom qisle komp~¸ternye. V [66] po fftomu povodu prosto govoritsØ, qto “moßno proverit~”, qto znaki soglasovany. DlØ vseh mikrovesovyh i prisoedinennyh predstavleniæ ffto bylo faktiqeski prodelano Evgeniem Plotkinym i pervym avtorom v 1989–1991 godah s ispol~zovaniem komp~¸terov. Vnaqale my prosto vodili pal~cami po (neopublikovannym) tablicam, kotorye prislali nam Pol~ Gilki i Gari Zeætc [41], a potom napisali svoi sobstvennye programmy dlØ fftih celeæ na Øzyke Mathematica – odnim iz nabl¸daemyh poboqnyh produktov fftoæ deØtel~nosti ØvlØetsØ [69], no sotni stranic koda i tablic suwestvu¸t tol~ko v fflektronnom vide. Pervoe polnoe apriornoe dokazatel~stvo dlØ mikrovesovyh predstavleniæ grupp tipov E_6 i E_7 bylo naædeno nami v seredine 1990-h godov i opublikovano v [68]. Polnoe dokazatel~stvo dlØ prisoedinennyh predstavleniæ tol~ko seæqas gotovitsØ k peqati [8], [9], i dr.

§2. Standartnoe opisanie

˚ponskaØ poslovica utverßdaet, qto cvetoqnost~ cvetka gorazdo legqe uvidet~ v odnom cvetke, qem v tysØqe cvetkov – vproqem, Øponskiæ original, skoree vsego, govorit o desØti tysØqah cvetkov. V nastoØwem doklade my skoncentriruemsØ iskl¸qitel~no na opisanii podgrupp v gruppe Xevalle G(Φ, R), normalizuemyh fflementarnoæ gruppoæ E(Φ, R). Napomnim, qto gruppa

E(Φ, R) poroßdena vsemi fflementarnymi kornevymi unipoten-

tami x_α(ξ), gde α ∈ Φ, a ξ ∈ R. Odnako polezno pomnit~, qto ffto vsego lix~ probnaØ zadaqa, na kotoroæ my sravnivaem ffffektivnost~ i silu razliqnyh metodov. V deæstvitel~nosti kaßdyæ iz fftih metodov moßno primenit~ k rexeni¸ tysØq – ili desØtkov tysØq? – analogiqnyh problem.

1. Standartnoe opisanie. Itak, kak vyglØdØt podgruppy H v G = G(Φ, R), normalizuemye E(Φ, R)? Opixem, preßde vsego, oqevidnye podgruppy s fftim svoæstvom. Pust~ I ⊴ R – ideal v R. Rassmotrim gomomorfizm redukcii ρ_I : G(Φ, R) −→ G(Φ, R/I).

struktura grupp Xevalle 43 Proobraz centra Cent(G(Φ, R/I)) po otnoxeni¸ k fftomu gomomorfizmu oboznaqaetsØ qerez C(Φ, R, I) i nazyvaetsØ polnoæ kongruffnc-podgruppoæ urovnØ I. Gruppa E(Φ, R, I) = ⟨x_α(ξ), α ∈ Φ, ξ ∈ I⟩^{E(Φ,R)} nazyvaetsØ fflementarnoæ podgruppoæ urovnØ I. Standartnoe opisanie podgrupp, normalizuemyh E(Φ, R), sostoit v sledu¸- wem: dlØ kaßdoæ takoæ podgruppy H suwestvuet edinstvennyæ ideal I ⊴ R takoæ, qto E(Φ, R, I) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, I). Po fftomu povodu sleduet otmetit~ takie dva momenta: • Qasto v ponØtie standartnogo opisaniØ vkl¸qaetsØ takße trebovanie, qto fftot ideal I opredelØetsØ iz ravenstva

[H, E(Φ, R)] = E(Φ, R, I). �to trebovanie zavedomo vypolneno,

esli v G vypolnØ¸tsØ standartnye kommutacionnye formu- ly: [G(Φ, R), E(Φ, R, I)] = [E(Φ, R), C(Φ, R, I)] = E(Φ, R, I), pofftomu nekotorye avtory vkl¸qa¸t v ponØtie standarnogo opisaniØ i vypolnenie kommutacionnyh formul. DlØ klassiqeskih grupp nad proizvol~nym kommutativnym kol~com pervaØ kommutacionnaØ formula vpervye dokazana Suslinym i Kopeæko [20], [21], [16], a vtoraØ – Vaserxteænom i Boreviqem—Vavilovym [61], [2], [6], a dlØ iskl¸qitel~nyh grupp – Taddei [60] i Vaserxteænom [62]. V rabotah [66], [32] – [34], [57], [45] moßno naæti detal~nyæ obzor i ewe neskol~ko dokazatel~stv.

• �tot otvet zavedomo ne imeet mesta dlØ gruppy Sp(2l, R) nad takim kol~com R, v kotorom 2 ne ØvlØetsØ obratimoæ, i dlØ nekotoryh grupp malen~kogo ranga. Pri fftom naruxenie standartnosti dlØ grupp malen~kogo ranga svØzano imenno s naruxeniem standartnyh kommutacionnyh formul – ffti gruppy ne ØvlØ¸tsØ soverxennymi. V to ße vremØ dlØ simplektiqeskoæ gruppy ffto otklonenie nosit neustranimyæ harakter, svØzano s fenomenom gibridizacii^3 i ne moßet byt~ pravil~no istolkovano

3PoØvleniØ grupp, kotorye po odnim maksimal~nym idealam vedut sebØ kak ortogonal~nye, a po drugim – kak simplektiqeskie.

44 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko bez privleqeniØ teorii Baka formennyh parametrov i formennyh idealov.

V nastoØweæ stat~e, gde my interesuemsØ glavnym obrazom iskl¸qitel~nymi gruppami tipov E_6, E_7, E_8 i F_4, my ne budem podrobno ostanavlivat~sØ na fftih fenomenah, tem bolee, qto oni vo vseh detalØh issledovany v zameqatel~nyh rabotah Kosty i Kellera [38]–[40].

§3. Osnovnye redukcii

Kaßdyæ, kto zadumyvalsØ nad standartnym opisaniem ili proqel dve-tri raboty na fftu temu, znaet, qto pri uslovii vypolneniØ standartnyh kommutacionnyh formul dlØ dokazatel~- stva standartnogo opisaniØ dostatoqno dokazat~ gorazdo bolee prostoæ, na pervyæ vzglØd, fakt.

• Level reduction: qtoby dokazat~ standartnoe opisanie, do-

statoqno proverit~, qto kaßdaØ necentral~naØ podgruppa H soderßit netrivial~nyæ fflementarnyæ kornevoæ unipotent x_α(ξ), ξ ∈ R^•. • Parabolic reduction: qtoby garantirovat~ naliqie v H ne-

trivial~nogo unipotenta, dostatoqno pred¨Øvit~ necentral~- nyæ fflement g ∈ H, soderßawiæsØ v sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe.

Takoæ plan dokazatel~stva byl vpervye predloßen Haæmanom Bassom v 1964 godu i s teh por bez izmeneniæ ispol~zuetsØ v podavlØ¸wem bol~xinstve publikaciæ^4. Status fftih redukciæ soverxenno razliqen. Dokazatel~stvo pervoæ iz nih zanimaet neskol~ko stroqek, no samym suwestvennym obrazom zavisit ot trudnogo vnexnego rezul~tata – standartnyh kommutacionnyh formul. S drugoæ storony, vtoraØ redukciØ ØvlØetsØ qisto tehniqeskoæ, no trebuet dostatoqno horoxego ponimaniØ stroeniØ paraboliqeskih podgrupp (deæstviØ podgruppy Levi na unipotentnom radikale). NesmotrØ na to, qto ffto utverßdenie absol¸tno oqevidno dlØ kaßdogo professionala, imenno ego proverka (priqem obyqno tol~ko dlØ teh sluqaev, kotorye faktiqeski

4Naibolee zameqatel~nym iskl¸qeniem ØvlØ¸tsØ raboty Golubqika [14], [15], v kotoryh standartnoe opisanie ustanavlivalos~ v takih sluqaØh, kogda spravedlivost~ standartnyh kommutacionnyh formul neizvestna! Golubqik ispol~zoval tehniku mnogokratnogo ponißeniØ urovnØ.

struktura grupp Xevalle 45 ispol~zu¸tsØ v dokazatel~stve!) zanimaet okolo poloviny ob¨- ema dokazatel~stva dlØ iskl¸qitel~nyh grupp. Odnako, tak kak ffti redukcii v raznyh variantah i s ispol~zovaniem raznoæ tehniki otrabotany v desØtkah publikaciæ, my budem sqitat~ fftu qast~ dokazatel~stva standartnoæ. Pofftomu v nastoØwem doklade my skoncentriruemsØ na edinstvennoæ probleme.

• Hitting a parabolic: pust~ H – necentral~naØ podgruppa v G = G(Φ, R), normalizuemaØ E(Φ, R). Naæti necentral~nyæ ffle-

ment g ∈ H, soderßawiæsØ v sobstvennoæ standartnoæ paraboliqeskoæ podgruppe.

�ta qast~ dokazatel~stva otn¸d~ ne ØvlØetsØ standartnoæ i daet obxirnyæ material dlØ izowreniØ izobretatel~nosti. V nastoØweæ rabote my budem obsußdat~ tol~ko takie metody poluqeniØ fflementa v paraboliqeskoæ podgruppe, kotorye osnovany na teorii predstavleniæ. Kak my upominali vo vvedenii, ime¸tsØ absol¸tno drugie metody poluqeniØ takogo fflementa, osnovannye na kommutativnoæ algebre i algebraiqeskoæ Kteorii; o takih metodah, kak i o razliqnyh nekommutativnyh obobweniØh, v dal~neæxem niqego ne govoritsØ. Otmetim, vproqem, qto razliqnye varianty metoda lokalizacii i tak uße sverhizobil~no predstavleny v ime¸weæsØ literature, v to vremØ kak stat~i, posvØwennye geometriqeskim metodam dlØ iskl¸qitel~- nyh grupp, moßno peresqitat~ na pal~cah, daße ne snimaØ botinok.

My myslim fflementy gruppy G = G(Φ, R) deæstvu¸wimi v nekotorom racional~nom predstavlenii (V, π). Kak pravilo, my otoßdestvlØem fflement g ∈ G s ego obrazom π(g) ∈ GL(V ) v fftom predstavlenii. Obyqno, hotØ i ne vsegda, V = V (ω_i) budet ØvlØt~sØ i-m fundamental~nym predstavleniem. V fftom sluqae prowe vsego celit~sØ v i-¸ maksimal~nu¸ paraboliqesku¸ podgruppu P_i. Qtoby popast~ tuda, obyqno primenØetsØ sledu¸wiæ tr¸k. Vyberem kakoæ-to necentral~nyæ fflement g ∈ H i voz~- mem ves λ ∈ Λ modulØ V . Predpoloßim, qto x ∈ E(Φ, R) ØvlØetsØ unipotentom, stabiliziru¸wim stolbec matricy g s nomerom λ, inymi slovami, xg_{∗λ} = g_{∗λ}. V fftom sluqae (g^{−1}xg)_{∗λ} = v^λ i, takim obrazom, g^{−1}xg popadaet v sobstvennu¸ paraboliqesku¸ podgruppu P tipa P_i. Esli udaqno vybrat~ x i λ, to x popadet v tu ße samu¸ paraboliqesku¸ podgruppu i, takim obrazom, my poluqaem v svoe rasporØßenie fflement z = x^{−1}g^{−1}xg ∈ H ∩ P .

46 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko Esli nam sovsem ne povezlo, fflement z moßet, koneqno, okazat~sØ central~nym, no obyqno v vybore λ i x okazyvaetsØ dostatoqno svobody, qtoby izbeßat~ fatal~nogo ishoda.

§4. A_2-dokazatel~stvo versus

A_3-dokazatel~stva dlØ klassiqeskih grupp

V nastoØwem paragrafe my nametim dokazatel~stva dlØ lineænyh i ortogonal~nyh grupp. Tak kak v fftoæ stat~e my interesuemsØ glavnym obrazom sluqaem iskl¸qitel~nyh grupp tipa

E_6, E_7 i E_8 i tesno svØzannym s nimi sluqaem grupp tipa F_4, my

ne obsußdaem obobweniØ na drugie tipy klassiqeskih grupp. 1. A_2-dokazatel~stvo dlØ A_l. V kaqestve pervogo primera rassmotrim gruppu SL(n, R), n ⩾ 3, v estestvennom (vektornom) predstavlenii. S toqki zreniØ grupp Xevalle ffto odnosvØznaØ gruppa tipa A_l, l = n − 1, v predstavlenii so starxim vesom ω_1. Vesa fftogo predstavleniØ ime¸t vid e_1, . . . , e_n. �lement g ∈ SL(n, R) vyraßaetsØ matriceæ (g_{eiej} ), fflementy kotoroæ obyqno oboznaqa¸tsØ prosto g_{ij}; fflementy obratnoæ matricy g^{−1} budut oboznaqat~sØ g^′_{ij}.

My namerevaemsØ stabilizirovat~ k-æ stolbec g. Net niqego prowe! Dostatoqno vzØt~ tri l¸byh poparno razliqnyh indeksa

i, j, h (napomnim, qto n ⩾ 3) i dva l¸byh ξ, ζ ∈ R, podqinennyh

uslovi¸ ξg_{ik} + ζg_{jk} = 0. ˚sno, qto unipotent x = t_{hi}(ξ)t_{hj} (ζ) = e + ξe_{hi} + ζe_{hj} kak raz i stabiliziruet k-æ stolbec g. Tak kak R kommutativno, to v kaqestve ξ i ζ moßno vzØt~, naprimer, ξ = g_{jk}, ζ = −g_{ik}. OkazyvaetsØ – imenno v fftom i sostoit razloßenie unipotentov v sluqae SL_n – qto unipotenty x = t_{hi}(g_{jk})t_{hj} (−g_{ik}), otveqa¸wie vsevozmoßnym vyboram i, j, h i k, poroßda¸t vs¸ fflementarnu¸ podgruppu E(n, R). VybiraØ unipotent x, kotoryæ ne kommutiruet s necentral~nym g ∈ H, my poluqim necentral~nyæ fflement

x^{−1}g^{−1}xg ∈ H ∩ P , gde P – paraboliqeskaØ podgruppa tipa P_1,

sostoØwaØ iz vseh matric, k-æ stolbec kotoryh proporcionalen k-mu stolbcu ediniqnoæ matricy. �to – v toqnosti predloßennoe v [2], [57] dokazatel~stvo teoremy Uilsona–Golubqika. Tak kak ffto dokazatel~stvo opiraetsØ na suwestvovanie dvuh korneæ, obrazu¸wih ugol π/3, ffto – A_2-dokazatel~stvo.

struktura grupp Xevalle 47 2. A_3-dokazatel~stvo dlØ D_l. Pereædem teper~ k sledu¸- wemu po sloßnosti sluqa¸ qetnoæ ortogonal~noæ gruppy

G = SO(2l, R), l ⩾ 3, snova v vektornom predstavlenii. S

toqki zreniØ teorii grupp Xevalle ffto gruppa tipa D_l, v predstavlenii so starxim vesom ω_1. Vesa fftogo predstavleniØ ime¸t vid e_1, . . . , e_l, −e_l, . . . , −e_1. V dal~neæxem udobno poloßit~ −e_i = e_{−i} i sqitat~, qto indeksy probega¸t mnoßestvo

I = {1, . . . , l, −l, . . . , −1} – sravni s [35] ili [4]. V fftih oboznaqe-

niØh fflement g ∈ SO(2l, R) vyraßaetsØ matriceæ (g_{eiej} ), i, j ∈ I, fflementy kotoroæ snova oboznaqa¸tsØ prosto g_{ij}.

V ortogonal~nom sluqae toße dovol~no legko stabilizirovat~ stolbec matricy g ∈ G. S fftoæ cel~¸ vyberem tri indeksa i, j, h takih, qto vse xest~ indeksov ±i, ±j, ±h poparno razliqny (napomnim, qto l ⩾ 3) i l¸bye tri fflementa ξ, ζ, η ∈ R, podqinennyh usloviØm −ξg_{−j,k} + ζg_{−i,k} = 0, ηg_{−j,k} − ζg_{−h,k} = 0,

−ηg_{−i,k} + ξg_{−h,k} = 0. Oboznaqim qerez T_{ij}(ξ) = t_{ij}(ξ)t_{j,−i}(−ξ) ffle-

mentarnu¸ ortogonal~nu¸ transvekci¸, izvestnu¸ takße kak fflementarnyæ kornevoæ unipotent x_{ei−ej} (ξ). Znaki v privedennyh vyxe uravneniØh dlØ ξ, ζ, η vybrany tak, qtoby proizvede- nie x = T_{h,−j} (−ξ)T_{h,−i}(ζ)T_{i,−j} (η) stabilizirovalo k-æ stolbec g. Snova, tak kak R kommutativno, my moßem poloßit~ ξ = g_{−i,k}, ζ = g_{−j,k} i η = g_{−h,k}. Toqno tak ße, kak i vyxe, legko videt~, qto, var~iruØ zdes~ i, j, h i k, my po- luqim unipotenty T_{h,−j} (−g_{−i,k})T_{h,−i}(g_{−j,k})T_{i,−j} (g_{−h,k}), poroßda¸- wie vs¸ fflementarnu¸ ortogonal~nu¸ gruppu EO(2l, R). �to – v toqnosti razloßenie unipotentov dlØ vektornogo predstavleniØ SO_{2l}. Teper~ moßno slovo v slovo povtorit~ dokazatel~stvo dlØ sluqaØ SL_n i poluqit~ necentral~nyæ fflement v paraboliqeskoæ podgruppe P_1. Tak kak ffto dokazatel~stvo opiralos~ na suwestvovanie treh korneæ, obrazu¸wih ugol π/3, ffto – A_3- dokazatel~stvo.

Teper~ estestvenno sprosit~: obobwaetsØ li ffto dokazatel~- stvo na drugie gruppy? �to deæstvitel~no tak. V deæstvitel~- nosti analogiqnye razloßeniØ moßno postroit~ i dlØ drugih grupp, vkl¸qaØ iskl¸qitel~nye gruppy tipa G(E_l, R), l = 6, 7, 8. Imenno ffto i bylo cel~¸ rabot [12], [66], [70], [68]. Odnako sde-

48 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko lat~ ffto sovsem neprosto^5. Preßde vsego, ffti dokazatel~stva trebu¸t ogromnogo zapasa kommutiru¸wih unipotentov. Oni zavisØt ot vloßeniØ A_5 v E_6 i A_7 v E_7. Unipotent x, stabiliziru¸wiæ stolbec g, vyraßaetsØ kak x = x_{α1}(±g_{λ1μ1} ) . . . x_{αm} (±g_{λm μm} ), gde m = 5 ili m = 7, sootvetstvenno, i osnovnoæ tehniqeskiæ moment sostoØl v neobhodimosti soglasovat~ znaki v fftih proizvedeniØh so znakami strukturnyh konstant i znakami kofffficientov v uravneniØh na orbitu starxego vesa. Trudnost~ zdes~ sostoit v tom, qto teper~ svobodnyh parametrov v fftih unipotentah gorazdo men~xe, qem zatragivaemyh umnoßeniem na nih komponent vektora. �to znaqit, qto teper~ net nikakogo sposoba stabilizirovat~ proizvol~nyæ stolbec; edinstvennaØ priqina, po kotoroæ ffti dopolnitel~nye slagaemye mogut sokratit~sØ, sostoit v uravneniØh, kotorym udovletvorØ¸t stolbcy matricy g ∈ G(E_l, R). To, qto takoe dokazatel~stvo vse-taki rabotaet, sleduet rassmatrivat~ kak odno iz qudes, kotorymi izobiluet matematika, a vovse ne kak neqto samooqevidnoe i/ili estestvennoe.

3. A_2-dokazatel~stvo dlØ D_l. V deæstvitel~nosti, pervoe dokazatel~stvo standartnosti dlØ gruppy SO(2l, R), kotoroe bylo poluqeno v 1975 Igorem Golubqikom, vyglØdelo soverxenno inaqe. Tak kak Golubqik ne predpolagal vypolnenie standartnyh kommutacionnyh formul, on ne mog prØmo ssylat~sØ na redukci¸ urovnØ i dolßen byl izvlekat~ transvekcii v neskol~ko xagov. Pozße pervyæ avtor, Dybkova i drugie xiroko ispol~- zovali vyqisleniØ takogo tipa v opisanii razliqnyh klassov podgrupp, priqem ne tol~ko dlØ unipotentnyh, no i dlØ poluprostyh fflementov. V prosteæxem variante fftot tr¸k vyglØdit sledu¸wim obrazom.

Preßde vsego, predpoloßim, qto v k-m stolbce matricy g est~ nol~. Pust~, naprimer, g_{−h,k} = 0. Togda my moßem provesti toqno takoe ße vyqislenie, kak v sluqae SL(n, R). Ne analogiqnoe vyqislenie, a toqno takoe ße! V samom dele, poloßim x = T_{hi}(ξ)T_{hj} (ζ) = T_{hi}(g_{jk})T_{hj} (−g_{ik}) 5Za iskl¸qeniem sluqaØ grupp tipa B_l, kotoryæ niqem ne otliqaetsØ ot sluqaØ grupp tipa D_l.

struktura grupp Xevalle 49 i posmotrim na proizvedenie xg. S odnoæ storony, v k-m stolbce slagaemye, pribavlØemye k h-æ komponente, sokrawa¸tsØ po samomu vyboru ξ i ζ. S drugoæ storony, tak kak teper~ my rabotaem s proizvedeniem ortogonal~nyh transvekciæ T_{ij} (ξ), a ne s lineænymi transvekciØmi t_{ij}(ξ), to, krome fftogo, v kaßdom stolbce poØvlØ¸tsØ dva dopolnitel~nyh slagaemyh, voznika¸- wih iz-za togo, qto teper~ (−h)-Ø stroka pribavlØetsØ k (−i)-æ i (−j)- æ strokam. Odnako, tak kak g_{−h,k} = 0, v k-m stolbce oba fftih pribavleniØ niqego ne menØ¸t. Takim obrazom, dlØ togo, qtoby stabilizirovat~ stolbec s nulevoæ komponentoæ, dostatoqno ispol~zovat~ te ße pribavleniØ – i te ße vyqisleniØ, – qto v sluqae SL(n, R), kotorye zavisØt tol~ko ot vloßeniØ

A_2 ⩽ D_l.

Sledu¸wiæ xag dokazatel~stva sostoit v tom, qtoby pred¨- Øvit~ dostatoqnoe koliqestvo matric s nulevymi fflementami. DlØ fftogo posmotrim na transvekcii x = gT_{rs}(ξ)g^{−1}, gde

g ∈ SO(2l, R). Iz uravneniæ, opredelØ¸wih ortogonal~nu¸ grup-

pu, srazu vytekaet, qto x_{i,−i} = 0 dlØ vseh i. Konceptual~noe ob¨Øsnenie fftogo fakta sostoit v tom, qto ffto predstavlenie toße ØvlØetsØ mikrovesovym. DlØ mikrovesovogo predstavleniØ kornevoæ fflement x ∈ G imeet vid e + y, gde y – kornevoæ fflement algebry Li L(G). No ved~ dlØ kaßdogo fflementa

y ∈ L(G) i l¸byh dvuh vesov λ ≠ μ imeem y_{λμ} = 0, esli raz-

nost~ vesov λ i μ ne ØvlØetsØ vesom. Tak kak necentral~nyæ fflement g ∈ H ne moßet kommutirovat~ so vsemi ortogonal~- nymi transvekciØmi T_{rs}(1), r ≠ ±s, to g moßno zamenit~ na

h = [g, T_{rs}(1)] = (gT_{rs}(1)g^{−1})T_{rs}(−1) ∈ H. Odnako fflement h ot-

liqaetsØ ot kornevogo fflementa x = gT_{rs}(1)g^{−1} ne bolee, qem v dvuh stolbcah. �to znaqit, qto dlØ l¸bogo l ⩾ 3, v matrice h mnogo nulevyh fflementov.

DlØ ortogonal~noæ gruppy poluqa¸weesØ na fftom puti dokazatel~stvo huße razloßeniØ unipotentov, tak ono i dlinnee i bolee zamyslovatoe, qem izloßennoe vyxe A_3-dokazatel~stvo. S drugoæ storony, ono vse ravno ne daet luqxih ocenok na rang – na sluqaæ D_2 rezul~tat ne obobwaetsØ, a sluqaæ B_2 = C_2 vse ravno trebuet otdel~nogo, ves~ma special~nogo analiza. No raz na raz ne prihoditsØ (“raz na wozie, raz pod wozem”). OkazyvaetsØ, qto obobwit~ ffto A_2-dokazatel~stvo na gruppy tipov E_6 i

E_7 gorazdo prowe, qem izloßennoe vyxe A_3-dokazatel~stvo. So-

50 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko verxenno zameqatel~no, qto v poluqa¸wihsØ na fftom puti dokazatel~stvah nikakih dopolnitel~nyh trebovaniæ na unipotenty ne voznikaet, vse oni osta¸tsØ A_2-dokazatel~stvami! �ti dokazatel~stva ne tol~ko gorazdo prowe, no i znaqitel~no sil~nee, qem dokazatel~stva, osnovannye na razvitom v rabotah [12], [66], [68] razloßenii unipotentov v mikrovesovyh predstavleniØh! A imenno, oni pozvolØ¸t perenesti na iskl¸qitel~nye gruppy vse rezul~taty o klassiqeskih gruppah, s temi ße ocenkami na (otnositel~nye) rangi!

§5. A_5-dokazatel~stvo dlØ E_6 i A_7-dokazatel~stvo dlØ E_7

V nastoØwem paragrafe my privedem nekotorye detali, otnosØwiesØ k razloßeni¸ unipotentov dlØ iskl¸qitel~nyh grupp tipov E_6 i E_7 v mikrovesovyh predstavleniØh. �to dokazatel~- stvo bylo anonsirovano v [12] i v osnovnyh qertah opublikovano v [66]. Odnako privedennoe tam dokazatel~stvo opiralos~ na Øvnye komp~¸ternye vyqisleniØ, a detal~noe apriornoe dokazatel~stvo bylo opublikovano v [68].

1. Otliqie ot klassiqeskih sluqaev. Kak i v dokazatel~stvah dlØ klassiqeskih grupp, o kotoryh xla req~ v predyduwem paragrafe, serdcevina izlagaemyh v nastoØwem i sledu¸wem paragrafe dokazatel~stv sostoit v nahoßdenii bol~xogo koliqestva fflementov kornevogo tipa, stabiliziru¸wih stolbcy matricy

g = (g_{λμ}), λ, μ ∈ Λ(π), iz gruppy G = G(Φ, R) v nekotorom pred-

stavlenii π.

Odnako imeetsØ principial~noe razliqie: v klassiqeskih gruppah more^6 kornevyh fflementov, i ih hvatalo dlØ stabilizacii proizvol~nogo stolbca. Kornevymi fflementami iskl¸qitel~nyh grupp udaetsØ stabilizirovat~ tol~ko stolbcy, udovletvorØ¸wie tem ße uravneniØm, qto stolbcy v_μ = g_{∗μ}, μ ∈ Λ(π), matric iz G = G(Φ, R) – ili, po kraæneæ mere, qasti fftih uravneniæ.

V deæstvitel~nosti, kak pravilo, nam dostatoqno stabilirovat~ vektory iz orbity starxego vesa. V dal~neæxem my –

slightly loosely! – upominaem stolbcy iz orbity starxego vesa

kak singulØrnye. SingulØrnye stolbcy udovletvorØ¸t kvadratiqnym uravneniØm, kotorye izuqalis~ i sami po sebe [50], i s

6Narodnyæ perevod angliæskogo more.

struktura grupp Xevalle 51 drugih toqek zreniØ, v qastnosti, v svØzi s polilineænymi invariantami [28], [29], [36], [37] i teorieæ standartnyh monomov [47]. Kak forma [66], [53], tak i znaki [68], [8] fftih uravneniæ mogut byt~ proqitany neposredstvenno po vesovoæ diagramme predstavleniØ. V mikrovesovyh predstavleniØh grupp tipov E_6 i E_7 vse stolbcy matric iz gruppy G(Φ, R) singulØrnye. V fftom paragrafe, krome togo, ispol~zuetsØ tol~ko veælevskaØ orbita starxego uravneniØ. Koneqno, dlØ E_6 ffta veælevskaØ orbita kak raz i opredelØet singulØrnye vektory, no dlØ E_7 ffto tol~ko qast~ neobhodimyh dlØ fftogo uravneniæ [37], [68]. Odnako v sledu¸wem paragrafe my vynußdeny ispol~zovat~ uravneniØ iz dvuh veælevskih orbit.

Kak pravilo, postroenie kornevogo fflementa, stabiliziru¸- wego stolbec, razbivaetsØ na dve qasti:

• vybor znakov v pribavleniØh tak, qtoby sokratit~ vse, qto moßet sokratit~sØ po formal~nym priqinam dlØ proizvol~nogo stolbca;

• ØvnaØ ssylka na uravneniØ, kotorym podqineny komponenty singulØrnogo stolbca, s tem, qtoby ubedit~sØ, qto pri fftom ne menØ¸tsØ i ostal~nye komponenty.

V silu nauqno-populØrnogo haraktera nastoØweæ stat~i my ne zanimaemsØ vser~ez utoqneniem znakov v fftih uravneniØh. Zametim, vproqem, qto imenno v fftom i sostoit podlinnaØ tehniqeskaØ sloßnost~ vseh upominaemyh v nastoØwem i sledu¸wem paragrafe dokazatel~stv. Kak vozmoßnost~ podobrat~ znaki pribavleniæ tak, qtoby v teh mestah, gde proishodit dva pribavleniØ, vse sokratilos~ po formal~nym priqinam, tak i sovpadenie formy pribavleniæ k ostavximsØ poziciØm s uravneniØmi, opredelØ¸wimi singulØrnye stolbcy, predstavlØ¸t soboæ qistu¸ kombinatoriku korneæ i vesov i prodelyva¸tsØ dostatoqno legko. No vot proverka togo, qto pri fftom znaki pribavleniæ soglasovany so znakami uravneniæ, trebuet libo detal~nogo ponimaniØ geometrii rassmatrivaemyh predstavleniæ, libo qrezvyqaæno tØgostnyh vyqisleniæ. Glavnym tehniqeskim preimuwestvom Dokazatel~stva iz Knigi ØvlØetsØ imenno to, qto znaki uravneniæ v nem voobwe ne ispol~zu¸tsØ!

2. A_5-dokazatel~stvo dlØ E_6. V fftom dokazatel~stve 27-mernyæ modul~ V so starxim vesom ω_1 dlØ odnosvØznoæ gruppy Xevalle

52 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko

G(E_6, R) realizuetsØ v standartnoæ paraboliqeskoæ podgruppe P_7 odnosvØznoæ gruppy Xevalle G(E_7, R). A imenno, my inter-

pretiruem ffto predstavlenie kak deæstvie kommutanta podgruppy Levi L_7 soprØßeniem na unipotentnom radikale V = U_7. Takim obrazom, korni sistemy E_6 izobraßa¸tsØ dynkinskoæ formoæ v E_6, v to vremØ kak vesa – dynkinskoæ formoæ v E_7, priqem vesa 27-mernogo modulØ – ffto v toqnosti korni sistemy E_7, kofffficient kotoryh pri α_7 raven 1. Oboznaqim mnoßestvo vseh takih korneæ qerez Σ. V kaqestve bazisa V v fftoæ realizacii moßno vzØt~ vektory v^α = x_α(1), α ∈ Σ.

Napomnim, qto maksimal~noe koliqestvo korneæ v E_6, obrazu- ¸wih poparnye ugly π/3, ravno pØti. Zafiksiruem nekotoryæ porØdok na E_6 i vyberem maksimal~noe po otnoxeni¸ k fftomu porØdku mnoßestvo

β_1 = 123212 , β_2 = 123211 , β_3 = 122211 , β_4 = 122111 , β_5 = 122101 .

Tak kak vse poparnye raznosti fftih korneæ – toße korni, to oni kak raz i obrazu¸t mnoßestvo korneæ s poparnymi uglami π/3. Tem samym, dlØ l¸byh z_1, . . . , z_5 ∈ R proizvedeniØ

z = x_{β1} (z_1)x_{β2} (z_2)x_{β3} (z_3)x_{β4} (z_4)x_{β5} (z_5)

ØvlØ¸tsØ fflementami kornevogo tipa. Deæstvie fflementa x_{β1} (z_1)·

. . . · x_{β5} (z_5) na 27-mernom module V moßno opisat~ sledu¸wim

obrazom. Rassmotrim sledu¸wie tri serii vesov:

γ_1 = 0011111 , γ_2 = 0011110 , γ_3 = 0001110 , γ_4 = 0000110 , γ_5 = 0000010 ,

δ_1 = 0111110 , δ_2 = 0111111 , δ_3 = 0121111 , δ_4 = 0122111 , δ_5 = 0122211 ,

ε_1 = 1111110 , ε_2 = 1111111 , ε_3 = 1121111 , ε_4 = 1122111 , ε_5 = 1122211 .

Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto

• β_i + γ_j ∈ Σ, esli i tol~ko esli i ≠ j,

• γ_{ij} = β_i + γ_j = β_j + γ_i,

• β_i + ρ_j ∈ Σ, ρ = δ, ε, esli i tol~ko esli i = j,

struktura grupp Xevalle 53

• ρ = β_i + ρ_i = β_j + ρ_j , ρ = δ, ε,

• β_i + α ∉ Σ, esli α ≠ γ_j , δ_i, ε_i,

• Vse 27 vesov γ_i, δ_i, ε_i, γ_{ij} = β_i +γ_j , i < j, δ = β_1 +δ_1 i ε = β_1 +ε_1 poparno razliqny.

�to polnost~¸ opisyvaet deæstvie z na proizvol~nom stolbce

u = (u_λ) ∈ V s toqnost~¸ do znakov. A imenno, fflementarnyæ

kornevoæ unipotent x_{βi} (z_i) umnoßaet u_{γj} na z_i i pribavlØet ego k ili vyqitaet ego iz u_{γij} . Krome togo, x_{βi} (z_i) umnoßaet u_{ρi} ,

ρ = δ, ε, na z_i i pribavlØet ego k ili vyqitaet ego iz u_ρ.

Teper~ voz~mem singulØrnyæ stolbec u = (u_λ) ∈ V i popytaemsØ podobrat~ kofffficienty z_1, . . . , z_5 v vyraßenii dlØ z tak, qtoby z stabilizirovalo u. Legko videt~, qto dlØ fftogo sleduet poloßit~

z_1 = ±ξu_{γ1} , . . . , z_5 = ±ξu_{γ5} ,

i, kak vsegda, nastoØwaØ problema sostoit v tom, kak vybrat~ znaki, qtoby vse sokrawalos~. V poloßitel~nom bazise Xevalle dlØ sistemy E_7, kotoryæ daet kristalliqeskiæ bazis V = U_7, sm. [68], Teorema 1, ffti znaki fiksiru¸tsØ sledu¸wim obrazom:

z = x_{β1} (ξu_{γ1} )x_{β2} (ξu_{γ2} )x_{β3} (ξu_{γ3} )x_{β4} (ξu_{γ4} )x_{β5} (−ξu_{γ5} ).

Teper~ neposredstvennoe vyqislenie, kotoroe, kak i analogiqnoe vyqislenie dlØ sistemy Φ = E_7, bylo provedeno na komp~¸- tere [66], zatem vruqnu¸ pri pomowi opisannogo v [68] algoritma, osnovannogo na Teoreme 2 fftoæ raboty, pokazyvaet, qto x_{βi} (z_i)v^{γj} − v^{γj} = { ξu_{γi} v^{γij} , if i < j, −ξu_{γi} v^{γij} , if i > j, (4) gde 1 ⩽ i ≠ j ⩽ 5. Inymi slovami, dlØ ukazannogo vyxe vybora znakov vklady x_{βi} (z_i) i x_{βj} (z_j ) v u_{γij} vsegda ime¸t protivopoloßnye znaki i, takim obrazom, sokrawa¸tsØ!

Odnako posle fftogo u nas net nikakoæ dal~neæxeæ svobody v vybore kofffficientov z_i. Takim obrazom, dlØ proizvol~nogo stolbca net nikakoæ nadeßdy dokazat~, qto umnoßenie na z ne menØet komponenty u_δ i u_ε. V deæstvitel~nosti, umnoßenie na z pribavlØet

ξ(N_{β1,ρ1} u_{γ1} u_{ρ1} + . . . + N_{β4,ρ4} u_{γ4} u_{ρ4} − N_{β5,ρ5} u_{γ5} u_{ρ5} )

54 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko k u_ρ, gde ρ = δ, ε. Odnako nax stolbec ne proizvol~nyæ, a singulØrnyæ i, kak provereno v [68], dlØ singulØrnogo stolbca ffti summy kak raz i ØvlØ¸tsØ levymi qastØmi uravneniæ na ego komponenty, i, tem samym, deæstvitel~no obrawa¸tsØ v 0.

3. A_7-dokazatel~stvo dlØ E_7. V fftom dokazatel~stve 56-mernyæ modul~ V so starxim vesom ω_7 dlØ odnosvØznoæ gruppy Xevalle

G(E_7, R) realizuetsØ v standartnoæ paraboliqeskoæ podgruppe P_8 gruppy Xevalle G(E_8, R). A imenno, my interpretiruem ffto

predstavlenie kak deæstvie kommutanta podgruppy Levi L_8 soprØßeniem na faktore central~nogo rØda unipotentnogo radikala V = U_8/[U_8, U_8]. Takim obrazom, korni sistemy E_7 izobraßa- ¸tsØ dynkinskoæ formoæ v E_7, v to vremØ kak vesa – dynkinskoæ formoæ v E_8, priqem vesa 56-mernogo modulØ – ffto v toqnosti korni sistemy E_8, kofffficient kotoryh pri α_8 raven 1. Kak i v sluqae E_6, my oboznaqaem mnoßestvo vseh takih korneæ qerez Σ. Tak kak [U_8, U_8] = X_ρ, gde

ρ = 2465432 3 – maksimal~nyæ koren~ sistemy E_8, to v kaqestve bazisa V moßno vzØt~ vektory v^α = x_α(1)X_ρ, α ∈ Σ.

Napomnim, qto maksimal~noe koliqestvo korneæ v E_7, obrazu- ¸wih poparnye ugly π/3, ravno semi. Kak i vyxe, zafiksiruem nekotoryæ porØdok na E_7 i vyberem maksimal~noe po otnoxeni¸ k fftomu porØdku mnoßestvo

β_1 = 2343212 , β_2 = 1343212 , β_3 = 1243212 , β_4 = 1233212 ,

β_5 = 1232212 , β_6 = 1232112 , β_7 = 1232102 .

Tak kak vse poparnye raznosti fftih korneæ – toße korni, to oni kak raz i obrazu¸t mnoßestvo korneæ s poparnymi uglami π/3. Tem samym, dlØ l¸byh z_1, . . . , z_7 ∈ R proizvedeniØ

z = x_{β1} (z_1)x_{β2} (z_2) . . . x_{β7} (z_7)

ØvlØ¸tsØ fflementami kornevogo tipa. Deæstvie fflementa

x_{β1} (z_1) . . . x_{β7}(z_7)

struktura grupp Xevalle 55 na 56-mernom module V moßno opisat~ sledu¸wim obrazom. Rassmotrim sledu¸wu¸ seri¸ vesov

γ_1 = 1111111 0 , γ^2 =

0111111 0 , γ^3 =

0011111 0 , γ^4 =

0001111 0 ,

γ_5 = 0000111 0 , γ^6 =

0000011 0 , γ^7 =

0000001 0 . Togda neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto

• β_i + γ_j ∈ Σ, esli i tol~ko esli i ≠ j;

• γ_{ij} = β_i + γ_j = β_j + γ_i;

• 56 vesov γ_i, γ_{ij} , i < j, γ^∗_{ij} = ρ − γ_{ij} , i < j, γ^∗_i = ρ − γ_i, poparno razliqny;

• β_i + γ^∗_{jh} ∈ Σ, esli i tol~ko esli i = j ili i = h, v deæstvi-

tel~nosti, β_i + γ^∗_{ij} = γ^∗_j ;

• β_i + α ∉ Σ, esli α ≠ γ_j , γ^∗_{ij} .

�ti qetyre serii korneæ, otveqa¸wie raspadeni¸ 56-mernogo modulØ V pri ograniqenii s E_7 na A_6, moßno opisat~ sledu¸- wim obrazom:

∘ γ_i – ffto v toqnosti korni γ ∈ Σ takie, qto m_2(γ) = 0;

∘ γ^∗_{ij} – ffto v toqnosti korni takie, qto m_2(γ) = 1;

∘ γ_{ij} – ffto v toqnosti korni takie, qto m_2(γ) = 2;

∘ γ^∗_i – ffto v toqnosti korni γ ∈ Σ takie, qto m_2(γ) = 3.

�to polnost~¸ opisyvaet deæstvie z na proizvol~nom stolbce u = (u_λ) ∈ V s toqnost~¸ do znakov. V samom dele, x_{βi} (z_i) umnoßaet u_{γj} na z_i i pribavlØet ego k ili vyqitaet ego iz u_{γij} . Krome togo, x_{βi} (z_i) umnoßaet u_γ�_{ij} , na z_i i pribavlØet ego k ili vyqitaet ego iz u_γ�_j .

Kak vsegda, voz~mem singulØrnyæ stolbec u = (u_λ) ∈ V i popytaemsØ podobrat~ kofffficienty z_1, . . . , z_7 v vyraßenii dlØ z tak, qtoby z stabilizirovalo u. Legko videt~, qto, kak i vyxe, dlØ fftogo sleduet poloßit~ z_1 = ±ξu_{γ1} , . . . , z_7 = ±ξu_{γ7} . Deæstvitel~no, v fftom sluqae x_{βi} (z_i) i x_{βj} (z_j ) pribavlØ¸t ±ξu_{γi} u_{γj} i ±ξu_{γj} u_{γi} k u_{γij} . Znaki toße vybira¸tsØ soverxenno analogiqno sluqa¸ E_6. V poloßitel~nom bazise Xevalle dlØ sistemy E_8, kotoryæ daet

56 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko kristalliqeskiæ bazis V = U_8/[U_8, U_8], sm. [68], Teorema 1, ffti znaki fiksiru¸tsØ sledu¸wim obrazom:

z = x_{β1} (ξu_{γ1} )x_{β2} (ξu_{γ2} )x_{β3} (ξu_{γ3} )x_{β4} (ξu_{γ4} )x_{β5} (ξu_{γ5} )x_{β6} (ξu_{γ6} )x_{β7} (−ξu_{γ7} ).

Teper~ neposredstvennoe vyqislenie, osnovannoe na Teoreme 2 raboty [68], pokazyvaet, qto dlØ fftogo sluqaØ dlØ vseh

1 ⩽ i ≠ j ⩽ 7 vypolnØetsØ analog (4). Takim obrazom, vklady x_{βi} (z_i) v x_{βj} (z_j ) v u_{γij} sokrawa¸tsØ.

OstaetsØ proverit~, qto z ne menØet u_γ�_i . V deæstvitel~nosti, umnoßenie na z pribavlØet k u_γ�_i sledu¸wu¸ summu:

ξ(N_{β1,γ}�_{i1} u_{γ1} u_γ�_1 +. . .+ “

N_{βi ,γ}�_{ii} u_{γi} u_γ�_{ii} + . . .+N_{β6,γ}�_{i6} u_{γ6} u_γ�_{i6}−N_{β7,γ}�_{i7} u_{γ7} u_γ�_{i7} ),

gde i-e slagaemoe opuweno. Snova, kak provereno v [68], dlØ singulØrnogo stolbca ffti summy kak raz i ØvlØ¸tsØ levymi qastØmi uravneniæ na ego komponenty, i, tem samym, deæstvitel~no obrawa¸tsØ v 0.

§6. D_5-dokazatel~stvo dlØ E_6, D_6-dokazatel~stvo dlØ E_7 i D_8-dokazatel~stvo dlØ E_8

V nastoØwem paragrafe my privedem nekotorye detali, otnosØwiesØ k razloßeni¸ unipotentov dlØ iskl¸qitel~nyh grupp tipov E_6, E_7 i E_8 v prisoedinennyh predstavleniØh. �to dokazatel~stvo bylo anonsirovano v [12] i, s neskol~ko bol~xim koliqestvom detaleæ, v [66], [70]. Odnako, kak i v predyduwem paragrafe, privedennoe tam dokazatel~stvo zaviselo ot Øvnyh komp~¸ternyh vyqisleniæ. Dokazatel~stva, kotorye mogut byt~ v principe provereny qelovekom, zapisany gorazdo pozße [8], [9]. 1. D_5-dokazatel~stvo dlØ E_6. Rassmotrim prisoedinennoe predstavlenie gruppy G(E_6, R), vesami kotorogo ØvlØ¸tsØ 72 kornØ sistemy E_6 i xest~ nulevyh vesov ^α_1, . . . , ^α_l, otveqa¸wih fiksirovannomu vyboru sistemy prostyh korneæ Π = {α_1, . . . , α_l}.

�lementy kornevogo tipa, stabiliziru¸wie stolbec, stroØtsØ v terminah podmnoßestv, soprØßennyh so sledu¸wim vos~mifflementnym mnoßestvom:

β_1 = 123212 , β_2 = 123211 , β_3 = 122211 , β_4 = 112211 ,

β_{−4} = 122111 , β_{−3} = 112111 , β_{−2} = 111111 , β_{−1} = 111110 .

struktura grupp Xevalle 57 V dal~neæxem ffto mnoßestvo oboznaqaetsØ qerez B; zametim, qto ono starxe vseh svoih soprØßennyh. �to mnoßestvo obladaet sledu¸wim svoæstvom: koren~ β_i ortogonalen k β_{−i} i obrazuet ugol π/3 so vsemi kornØmi β_j , j ≠ ±i.

DlØ togo, qtoby proizvedenie

z = x_{β1} (z_1)x_{β2} (z_2) . . . x_β�_2 (z_{−2})x_β�_1 (z_{−1})

ØvlØlos~ fflementom kornevogo tipa, neobhodimo i dostatoqno, qtoby kofffficienty z_1, . . . , z_{−1} ∈ R leßali na kvadrike v vos~- mimernom affinnom prostranstve, zadavaemoæ uravneniem

z_1z_{−1} ± z_2z_{−2} ± z_3z_{−3} ± z_4z_{−4} = 0;

znaki levoæ qasti budut utoqneny v dal~neæxem. Opixem deæstvie fflementa z.

Mnoßestvo B estestvenno interpretirovat~ kak mnoßestvo vesov vektornogo predstavleniØ gruppy Xevalle G(Δ, R) tipa D_4, dlØ vloßeniØ Δ = ⟨α_2, α_3, α_4, α_5⟩ ⊆ E_6. Kak izvestno, vse vnexnie avtomorfizmy sistemy D_4 realizu¸tsØ uße v W (F_4) – i, razumeetsØ, tem bolee v W (E_6) – fftot fenomen izvesten pod imenem troæstvennosti. Tem samym, v E_6 moßno naæti takße poluspinornye predstavleniØ G(Δ, R).

Pred¨Øvim ih. V kaqestve starxego vesa ω_3(Δ) neqetnogo poluspinornogo predstavleniØ moßno vzØt~ koren~

γ_{+++−} = γ = e_0 + e_3 + e_4 + e_5.

Togda starxiæ ves ω_5(Δ) kontragredientnogo k nemu predstavleniØ, t.e. qetnogo poluspinornogo predstavleniØ, moßno otoßdestvit~ s γ_{++++} = γ^∗ = e_0 + e_1 + e_5 + e_6. Vse ostal~nye vesa predstavleniØ so starxim vesom γ ime¸t vid:

γ+++� =12210

1^{, γ++}�^{+ =}

11210 1^{, γ+}�^{++ =}

11110 1^{, γ+}�^=

11100 1^,

γ�+++ =111100 , γ�+� =111000 , γ�+� =110000 , γ�+ =100000 .

�to mnoßestvo korneæ v dal~neæxem budet oboznaqat~sØ qerez Γ. Togda Γ^∗ sostoit iz sledu¸wih korneæ:

γ++++ =01221

1^{, γ++}�^=

01211 1^{, γ+}�^+�^=

01111 1^{, γ+}�^{+ =}

00111 1^,

γ�++� =011110 , γ�+�+ =001110 , γ�++ =000110 , γ� =000010 .

58 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko Pri fftom invol¸ciØ VeælØ E_6 deæstvuet toqno tak ße, kak v D_4, t.e. menØet posledniæ znak v indekse.

Takim obrazom, E_6 predstavlØetsØ v vide nepereseka¸wegosØ ob¨edineniØ

E_6 = B ⊔ Γ ⊔ Γ^∗ ⊔ Δ ⊔ −Γ^∗ ⊔ −Γ ⊔ −B

sistemy korneæ Δ = D_4 i xesti special~nyh mnoßestv B, . . . , −B.

Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet, qto

• β_i − β_j ∈ Φ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda i ≠ ±j. V fftom

sluqae avtomatiqeski β_i − β_j ∈ Δ. Pri fftom β_i − β_j = β_{−j} − β_{−i} i β_i − β_j ≠ β_h − β_k, esli (i, j) ≠ (−k, −h). • DlØ kaßdogo β_i ∈ B suwestvuet rovno 4 kornØ γ ∈ Γ takih, qto raznost~ β_i − γ ØvlØetsØ kornem. �to v toqnosti te korni

γ = γ_{ε1ε2ε3ε4} , dlØ kotoryh ε_{|i|} = sign(i). V fftom sluqae raznost~

avtomatiqeski popadaet v Γ^∗. Analogiqno dlØ B i Γ^∗.

• Pervyæ punkt moßno ewe sformulirovat~ sledu¸wim obrazom. DlØ kaßdogo kornØ β_i ∈ B naædetsØ rovno 6 korneæ α ∈ Δ takih, qto β_i + α ∈ B.

• Summa dvuh korneæ iz B ili kornØ iz B s kornem iz Γ ∪

Γ^∗ nikogda ne ØvlØetsØ kornem. DlØ kaßdogo β_i ∈ B suwestvuet

rovno 6 korneæ α ∈ Δ takih, qto α + β_i ∈ B.

• Krome togo, koneqno, umnoßenie na x_β(ξ) zatragivaet nulevoæ ves, pribavlØØ e_{−β} k h_β i h_α k e_α.

�to polnost~¸ opisyvaet deæstvie z na proizvol~nom stolbce u = (u_λ) ∈ V s toqnost~¸ do znakov. Znaki moßno utoqnit~ sledu¸wim obrazom. Poloßim

c(j)_i = { 1, esli i = ±j, −N_{βj ,−βi} N_β�_{j ,−β}�_i , esli i ≠ ±j. Nesloßnoe, hotØ i neskol~ko zanudlivoe vyqislenie, ispol~zu- ¸wee sootnoxenie 2-kocikla dlØ strukturnyh konstant [69], [8], pokazyvaet, qto s toqnost~¸ do odnovremennoæ zameny znaka ffti kofffficienty ne zavisØt ot vybora j. Opredelim teper~ z formuloæ

z = x_{β1} (c(j)_1ξu_{−β}�_1 )x_{β2} (c(j)_2ξu_{−β}�_2 )

. . . x_β�_2 (c(j)_{−2}ξu_{−β2} )x_β�_1 (c(j)_{−1}ξu_{−β1} ),

struktura grupp Xevalle 59 gde mnoßitel~ ξ ∈ R proizvolen. Zametim, qto dlØ proizvol~- nogo stolbca u = (u_λ) fftot fflement, voobwe govorØ, ne ØvlØetsØ kornevym unipotentom. ˚sno, qto (zu)_α = u_α dlØ vseh

α ∈ −B∪−Γ∪−Γ^∗, a v silu naxego vybora znakov slagaemye pri-

bavleniØ, osuwestvlØemye x_{βi} i x_β�_j , k komponente stolbca u v pozicii α = β_i −β_j = β_{−j} −β_{−i} sokrawa¸tsØ. Posle fftogo u nas ne ostaetsØ nikakoæ dal~neæxeæ svobody v vybore kofffficientov

z_i. Tem samym, dlØ togo, qtoby proverit~, qto i vse ostal~nye

komponenty ne menØ¸tsØ, neobhodimo pol~zovat~sØ uravneniØmi na stolbec. Naprimer, summa

h = h_{βi} + h_β�_i = 234322

kokorneæ h_{βi} i h_β�_i ne zavisit ot vybora i. Tem samym, fflement kartanovskoæ podalgebry, dobavlØemyæ k u pri umnoßenii na z raven 0 v silu uravneniØ

u_{−β1} u_{−β}�_1 ± u_{−β2} u_{−β}�_2 ± u_{−β3} u_{−β}�_3 ± u_{−β4} u_{−β}�_4 = 0.

Kstati, imenno ffto uravnenie garantiruet, qto z – fflement kornevogo tipa. Dokazatel~stvo togo, qto ne izmenØtsØ komponenty

u_γ s koordinatami iz Γ ∪ Γ^∗, soverxenno analogiqno, no vot pro-

verka togo, qto ne menØ¸tsØ i komponenty u_β, gde β ∈ B, gorazdo ser~eznee. Vo-pervyh, k fftim komponentam dobavlØ¸tsØ kak lineænye po ξ slagaemye, tak i kvadratiqnye. Kvadratiqnye slagaemye sokrawa¸tsØ po obyqnoæ priqine, v deæstvitel~nosti, sokrawenie kvadratiqnyh slagaemyh sleduet iz togo ße uravneniØ, qto i sokrawenie slagaemogo v kartanovskoæ podalgebre. No vot sokrawenie lineænyh po ξ slagaemyh v u_β trebuet ispol~zovaniØ drugogo tipa uravneniæ, vkl¸qa¸wih komponenty vektora s nulevymi vesami! Priqem opØt~ neobhodimo prosledit~, qto sovpadaet ne tol~ko forma, no i znaki fftih uravneniæ! �to ne sovsem banal~noe vyqislenie provedeno v [9].

2. D_6-dokazatel~stvo dlØ E_7 i D_8-dokazatel~stvo dlØ E_8. Dokazatel~stvo dlØ fftih sluqaev analogiqno sluqa¸ E_6, no neskol~ko sloßnee tehniqeski. V oboih sluqaØh fflement kornevogo tipa z, stabiliziru¸wiæ stolbec, stroitsØ po toæ ße formule, qto dlØ E_6, s tem ße vyborom znakov v terminah strukturnyh konstant, no mnoßestvo B vyglØdit po-raznomu.

60 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko A imenno, dlØ E_7 ispol~zuetsØ sledu¸wee 10-fflementnoe mnoßestvo B:

β1=234321

2^{, β2=}

134321 2^{, β3=}

124321 2^{, β4=}

123321 2^{, β5=}

123221 2^,

β�5=1233211 , β�4=1232211 , β�3=1222211 , β�2=1122211 , β�1=0122211 .

V sluqae ße E_8 fflementy kornevogo tipa, stabiliziru¸wie stolbec, stroØtsØ v terminah sledu¸wego 14-fflementnogo mnoßestva B:

β1=2465432 3^{, β2=}

2465431 3^{, β3=}

2465421 3^{, β4=}

2465321 3^,

β5=2464321 3^{, β6=}

2454321 3^{, β7=}

2354321 3^,

β�7=2454321 2^{, β}�^{6=}

2354321 2^{, β}�^{5=}

2344321 2^,

β�4=2343321

2^{, β}�^{3=}

2343221 2^{, β}�^{2=}

2343211 2^{, β}�^{1=}

2343210 2^.

§7. A_2-dokazatel~stva dlØ E_6 i E_7

Zdes~ my privedem konspekt A_2-dokazatel~stva v mikrovesovyh predstavleniØh grupp tipov E_6 i E_7. Sformuliruem, preßde vsego, neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ. Ih dokazatel~- stva absol¸tno standartny, pofftomu ograniqimsØ neskol~kimi zameqaniØmi; vse detali vyqisleniæ moßno naæti v [10].

Predloßenie 1. Esli [g, x_α(1)] = 1, to g leßit v sobstvennoæ

paraboliqeskoæ podgruppe tipa P_2 dlØ E_6 ili P_1 dlØ E_7.

Predloßenie 2. Esli kommutator [g, x_α(ξ)x_β (ζ)] centralen, to

on raven 1.

Predloßenie 3. Esli H soderßit necentral~nyæ fflement, le-

ßawiæ v sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe P , to H soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement.

Predloßenie 4. Esli x = x_α(ξ)x_β (ζ) stabiliziruet kakoæ-to

stolbec matricy g ∈ H, no ne kommutiruet s g, to H soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement.

Dokazatel~stvo. �to znaqit, qto z = [g, x] ∈ H leßit v paraboliqeskoæ podgruppe tipa P_1 v E_6 ili tipa P_7 v E_7. Tak kak x struktura grupp Xevalle 61 ne kommutiruet s g, to po Predloßeni¸ 2 fflement z necentralen. Teper~ H soderßit netrivial~nyæ fflementarnyæ kornevoæ fflement po Predloßeni¸ 3.

Sledu¸wee nabl¸denie voplowaet samu¸ sut~ nastoØwego dokazatel~stva, po sravneni¸ s rabotami [66], [68].

OsnovnaØ lemma. Zafiksiruem dva vesa λ, σ ∈ Λ. Esli g ∈ H

– necentral~nyæ fflement takoæ, qto g^′_{ρσ} = 0 dlØ vseh ρ ∈ Λ, d(λ, ρ) = 2, to H soderßit netrivial~nyæ fflementarnyæ kornevoæ fflement.

Dokazatel~stvo. Razob~em dokazatel~stvo na neskol~ko xagov.

• Voz~mem dva razliqnyh vesa μ, ν ∈ Λ takih, qto d(λ, μ) =

d(λ, ν) = 1, rassmotrim kornevoæ fflement x = x(μ, ν) = x_α(g^′_{νσ})x_β(−g^′_{μσ} ), gde α = λ−μ, β = λ−ν, i obrazuem kommutator z = z(μ, ν) = [g, x]. Tak kak ρ + α ∈ Λ, ρ ≠ μ, to d(λ, ρ) = 2, a tak kak ρ + β ∈ Λ, ρ ≠ ν, to d(λ, ρ) = 2. S drugoæ storony, po uslovi¸ g^′_{ρσ} = 0 dlØ vseh

ρ ∈ Λ, d(λ, ρ) = 2. �to znaqit, qto (xg^{−1})_{∗σ} = g^{−1}_{∗σ} i pofftomu (gx_α(1)g^{−1})_{∗σ} = v^σ . Legko videt~, qto usloviØ σ − α, σ − β ∈ Λ i d(σ, λ) = d(σ, μ) = 1 vlekut σ + α, σ + b /∈ Λ, tak qto z_{∗σ} = v^σ .

• Takim obrazom, dostatoqno ograniqit~sØ sluqaem, kogda vse fflementy z = z(μ, ν), poluqa¸wiesØ pri var~irovanii vesov μ, ν v predxestvu¸wem rassußdenii, central~ny. Esli z centralen, to po Predloßeni¸ 2 on raven e, tak qto g, i vmeste s nim

g^{−1}, kommutiruet so vsemi x = x(μ, ν). Voz~mem proizvol~nyæ

ves ρ takoæ, qto d(ρ, λ) = 1 i d(ρ, μ), δ(ρ, ν) ⩽ 1. SravnivaØ fflementy matric xg^{−1} i g^{−1}x v poziciØh (ρ, μ) i (ρ, ν), my vidim, qto g^′_{ρσ}g^′_{μσ}, g^′_{ρσ}g^′_{νσ} = 0. Var~iruØ zdes~ ν, poluqaem ravenstvo

g^′_{ρσ}g^′_{μσ} = 0 dlØ vseh ρ takih, qto d(ρ, λ) = d(ρ, μ) = 1.

• Teper~ voz~mem proizvol~nyæ ves τ na rasstoØnii 1 ot λ. DlØ l¸bogo vesa ρ, rassmotrennogo vo vtorom xage, imeem

x_γ (g^′_{μσ} )g^′_{∗σ} = g^′_{∗σ}, gde γ = λ−ρ. Iz PredloßeniØ 4 vytekaet sledu-

¸waØ al~ternativa: libo H soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement, libo matrica g^{−1} kommutiruet so vsemi x = x_γ (g^′_{μσ} ). SravnivaØ fflementy matric xg^{−1} i g^{−1}x v poziciØh (τ, μ), my vidim, qto, krome togo, g^′_{τσ} g^′_{μσ} = 0 dlØ takih τ , qto d(τ, μ) = 2.

62 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko Inymi slovami, esli A – ideal kol~ca R, poroßdennyæ fflementami g^′_{μσ} , μ ≠ λ, to A^2 = 0. RedukciØ po modul¸ A pokazyvaet, qto g_{μσ} ∈ A dlØ vseh μ ≠ λ.

• OstaetsØ rassmotret~ kommutator z = [g, x_α(1)]. Kak i v pervom xage, stolbec v = x_α(1)g^{−1}_{∗λ} otliqaetsØ ot stolbca g^{−1}_{∗λ} tol~ko koordinatoæ v_λ = g^′_{λλ} + g^′_{μλ} s nomerom λ, vse ostal~nye koordinaty u nih odinakovye. V silu vtorogo i tret~ego xagov ffto oznaqaet, qto gxg^{−1}_{∗λ} proporcional~no bazisnomu vektoru v^λ, tak qto z popadaet v sobstvennu¸ paraboliqesku¸ podgruppu tipa P_1 ili, sootvetstvenno, P_7. Teper~ po Predloßeni¸ 3 my prihodim k sledu¸weæ al~ternative: libo H soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement, libo z central~nyæ. No esli z central~nyæ, to po Predloßeni¸ 2 on raven e, i togda po Predloßeni¸ 1 sam fflement g sidit v sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe tipa

P_2 ili P_1, sootvetstvenno, tak qto my moßem snova soslat~sØ na

Predloßenie 3.

Teper~ u nas vse gotovo, qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo standartnogo opisaniØ v sluqaØh E(Φ, R), Φ = E_6, E_7. Dokazatel~stvo iz Knigi. Pust~ H – necentral~naØ podgruppa v G = G(Φ, R), Φ = E_6, E_7, normalizuemaØ fflementarnoæ podgruppoæ. Vyberem necentral~nyæ fflement g ∈ H, voz~mem proizvol~- nyæ koren~ α ∈ Φ i rassmotrim kommutator z = [g, x_α(1)] ∈ H. Esli z central~nyæ, to po PredloßeniØm 2–4 podgruppa H soderßit necentral~nyæ kornevoæ fflement. Togda, zamenØØ, esli nußno, g na [g, x_α(1)] = (gx_α(1)g^{−1})x_α(−1), my moßem s samogo naqala predpolagat~, qto g ∈ H – necentral~nyæ fflement sledu¸- wego vida: proizvedenie kornevogo unipotenta na fflementarnyæ kornevoæ unipotent.

Takoæ fflement g otliqaetsØ ot kornevogo unipotenta ne bolee qem v 6 ili, sootvetstvenno, v 12 stolbcah. �to pokazyvaet, qto po kraæneæ mere 21 ili, sootvetstvenno, 44 stolbca matricy g udovletvorØ¸t usloviØm osnovnoæ lemmy. Takim obrazom, H soderßit netrivial~nyæ kornevoæ unipotent. V silu redukcii urovnØ fftogo dostatoqno dlØ dokazatel~stva standartnogo opisaniØ.

§ 8. A_2-dokazatel~stvo dlØ^2E_6 i F_4

Snova my ograniqimsØ kanvoæ dokazatel~stva, vse detali kostruktura grupp Xevalle 63 torogo provereny v [11]. V fftom sluqae formulirovka osnovnoæ lemmy poqti doslovno sovpadaet s osnovnoæ lemmoæ raboty [10], dokazannoæ v predyduwem paragrafe. Odnako teper~ ee dokazatel~stvo zametno ton~xe i trudnee. Delo v tom, qto rassußdeniØ predyduwego paragrafa bukval~no perenosØtsØ tol~ko na sluqaæ dlinnyh korneæ v F_4 i, znaqit, v naxem rasporØßenii okazyvaetsØ rovno v tri raza men~xe pribavleniæ, qem ran~xe, a imenno 24 vmesto 72. V rezul~tate fftogo vmesto dostatoqno obwih rassußdeniæ, apelliru¸wih tol~ko k veælevskim orbitam i rasstoØniØm meßdu vesami, teper~ my dolßny snova, kak v §§5, 6 absol¸tno konkretno otsleßivat~ voznika¸wie pribavleniØ na vesovoæ diagramme. To, qto takoe dokazatel~stvo moßno dovesti do konca v sluqae E_6, bylo lix~ slegka udivitel~no, no to, qto v fftom dokazatel~stve moßno oboætis~ tol~ko dlinnymi kornevymi fflementami iz F_4, uße absol¸tno sverhestestvenno. My rassmatrivaem F_4 i^2E_6 deæstvu¸wimi na ograniqenii 27-mernogo predstavleniØ E_6. Tot fakt, qto ffto predstavlenie privodimo, ne igraet dlØ nas nikakoæ osoboæ roli. Qtoby ne obsußdat~ tonkosti, svØzannye s invol¸cieæ na kol~ce R, i ne usloßnØt~ formuly, ograniqimsØ gruppoæ F_4; podrobnosti, kasa¸wiesØ sluqaØ^2E_6, moßno naæti v [11]. DlØ edinoobraziØ my prodolßaem numerovat~ vesa ne natural~nymi qislami, a kornØmi sistemy E_7.

˚sno, qto vse vspomogatel~nye rezul~taty predyduwego paragrafa zavisØt tol~ko ot takih obwih soobraßeniæ, kak soverxennost~ rassmatrivaemyh grupp, naliqie v nih podgrupp tipa

A_2, sostoØwih iz dlinnyh korneæ, i t.d. Takim obrazom, vse oni

momental~no obobwa¸tsØ na sluqai F_4 i^2E_6. OgraniqimsØ pofftomu tol~ko dokazatel~stvom osnovnoæ lemmy, kotoraØ na fftot raz soverxenno ne vytekaet iz obwih soobraßeniæ.

OsnovnaØ lemma. Zafiksiruem dva vesa λ, σ ∈ Λ. Esli g ∈ H –

necentral~nyæ fflement takoæ, qto g^′_{ρσ} = 0 dlØ vseh ρ ∈ Λ, d(λ, ρ) = 2, to H soderßit netrivial~nyæ fflementarnyæ kornevoæ fflement.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo naqinaetsØ tak ße, kak v sluqae E_6. RazumeetsØ, teper~ mnogie vyqisleniØ prohodØt tol~ko dlØ dlinnyh korneæ, i nam budet udobno vvesti dlØ mnoßestva vseh dlinnyh korneæ sistemy Φ special~noe oboznaqenie Φ_l.

64 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko • Rassmotrim l¸bye dva razliqnyh vesa μ, ν ∈ Λ takih, qto

λ − μ ∈ Φ_l, λ − ν ∈ Φ_l, i vvedem kornevoæ fflement x(μ, ν) = x_α(g^′_{νλ})x_β (g^′_{μλ}), gde α = λ − μ, β = λ − ν. Togda (g^{−1}x)_{ρσ} = g^′_{ρσ} ± g^′_{νλ}g^′_{ρ,σ+α} ± g^′_{μλ}(g^′_{ρ,σ+β} ± g^′_{νλ}g^′_{ρ,σ+β+α}), (xg^{−1})_{ρσ} = g^′_{ρσ} ± g^′_{μλ}g^′_{ρ−α,σ} ± g^′_{νλ}(g^′_{ρ−β,σ} ± g^′_{μλ}g^′_{ρ−β−α,σ}). Otmetim, qto, esli λ−ρ ∈ Φ, α ∈ Φ_l, i ρ−α ∈ Λ, to d(λ, ρ−α) = 2. Takim obrazom, (g^{−1}x)_{∗λ} = g^{−1}_{∗λ} i, znaqit, [g, x]_{∗λ} = v^λ. Esli hotØ by odin iz fftih fflementov necentralen, to my popali v sobstvennu¸ paraboliqesku¸ podgruppu, i moßno vospol~zovat~sØ

parabolic reduction. A imenno, podhodØwie analogi predloßeniæ 3

i 4 predyduwego paragrafa dadut nam netrivial~nyæ kornevoæ unipotent.

• Takim obrazom, v dal~neæxem my moßem ograniqit~sØ sluqaem, kogda vse takie z central~ny. PodhodØwiæ analog predloßeniØ 2 pokazyvaet, qto togda vse oni ravny e. Inymi slovami, v fftom sluqae g^{−1} kommutiruet so vsemi x(μν). ZamenØØ v ravenstvah predyduwego punkta σ na μ, my vidim, qto g^′_{ρλ}g^′_{μλ} = 0 dlØ vseh par vesov ρ, μ ∈ Λ, oblada¸wih sledu¸wim svoæstvom: suwestvuet ves ν ∈ Λ takoæ, qto α = λ − μ ∈ Φ_l, β = λ − ν ∈ Φ_l, priqem μ + β, ρ − α, ρ − α /∈ Λ. Teper~ prØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto usloviØ

[g^{−1}, x(μ, ν)] = e vyraßa¸tsØ sledu¸wimi ravenstvami:

g^01223211 2 ,λ g^0_{ρλ} = 0, ρ 6= 11232111 , 11232211 , 11222111 , 11122211 , 10111110 ,

g^01123211 1 ,λ g^0_{ρλ} = 0, ρ 6= 12243212 , 12232212 , 11222111 , 11122211 , 11111111 ,

g^01122211 1 ,λ g^0_{ρλ} = 0, ρ 6= 12343212 , 12243212 , 12232212 , 11232211 , 11122211 , 11121111 ,

g^01112111 1 ,λ g^0_{ρλ} = 0, ρ 6= 12343212 , 12233212 , 11232111 , 11222111 , 11222111 ,

g^01111111 1 ,λ g^0_{ρλ} = 0, ρ 6= 12343212 , 12243212 , 11232111 , 11232211 , 11232111 ,

g^01011111 0 ,λ g^0_{ρλ} = 0, ρ 6= 12343212 , 12243212 , 12233212 , 12232212 , 12232112 , .

• Qtoby poluqit~ ostal~nye uravneniØ, my budem deæstvovat~ sledu¸wim obrazom. Pol~zuØs~ poluqennymi v predyduwem punkte uravneniØmi na g^{−1}, my podberem takie fflementarnye kornevye unipotenty x_γ (ξ), qto (x_γ (ξ)g^{−1})_{∗λ} = g^{−1}_{∗λ} . Posle struktura grupp Xevalle 65 fftogo my smoßem obyqnym obrazom zakl¸qit~, qto g kommutiruet s x_γ (ξ), i poluqit~ novye uravneniØ na g^{−1}. S pomow~¸ fftih novyh uravneniæ my smoßem postroit~ novye kornevye unipotenty, stabiliziru¸wie pervyæ stolbec g^{−1}, i prodolßat~ deæstvovat~ takim obrazom do polnogo udovletvoreniØ.

Poloßiv ξ = g^′_{μλ} dlØ takogo μ, qto λ − μ ∈ Φ_l, vidim, qto uslovie stabilizacii pervogo stolbca ffkvivalentno uslovi¸ g^′_{μλ}g^′_{ρ−γ,λ} = 0, ρ ∈ Λ. Itak, my iwem takoe γ, qto dlØ kaßdogo vesa ρ vypolnØetsØ ρ−

γ /∈ Λ, d(ρ−γ, λ) = 2, ili ße uße dokazano, qto g^′_{μλ}g^′_{ρ−γ,λ} = 0. Esli

my naædenm takoe γ, to libo H uße soderßit netrivial~nyæ kornevoæ fflement, libo g kommutiruet s x_γ (g^′_{μλ}). V poslednem sluqae g^′_{τσ} ± g^′_{μλ}g^′_{τ−γ,σ} = (x_γ (g^′_{μλ})g^{−1})_{τσ} = (g^{−1}x_γ (g^′_{μλ}))_{τσ} = g^′_{τσ} ± g^′_{μλ}g^′_{τ,σ+γ} . Sledovatel~no, g^′_{μλ}g^′_{ρλ} = 0 dlØ vseh takih μ, ρ ∈ Λ, qto suwestvuet takoe γ ∈ Φ, qto ρ−γ /∈ Λ, l−γ ∈ Λ, i dlØ kaßdogo vesa ρ koren~ γ udovletvorØet odnomu iz sformulirovannyh vyxe usloviæ.

Seæqas my pereqislim te korni, kotorye nußno rassmotret~ dlØ poluqeniØ teh uravneniæ, kotorye ne poluqa¸tsØ iz vyqisleniæ predyduwego punkta. Obratite vnimanie, qto porØdok vyqisleniæ imeet znaqenie: voobwe govorØ, my ispol~zuem uravneniØ, poluqennye na kaßdom xage, dlØ togo, qtoby byt~ v sostoØnii proizvesti sledu¸wiæ. Imenno pofftomu nekotorye korni poØvlØ¸tsØ v dokazatel~stve bolee odnogo raza.

0001 g^′_{1223211} 2 ,λ g^′_{1123321} 1 ,λ = 0, g^′_{1123211} 1 ,λ g^′_{1224321} 2 ,λ = 0,

g^′_{1112111} 1 ,λ g^′_{1123321} 1 ,λ = 0;

0011 g^′_{1223211} 2 ,λ g^′_{1123221} 1 ,λ = 0, g^′_{1123211} 1 ,λ g^′_{1223221} 2 ,λ = 0,

g^′_{1112111} 1 ,λ g^′_{1234321} 2 ,λ = 0;

0111 g^′_{1122211} 1 ,λ g^′_{1234321} 2 ,λ = 0, g^′_{1122211} 1 ,λ g^′_{1223221} 2 ,λ = 0,

g^′_{1111111} 1 ,λ g^′_{1234321} 2 ,λ = 0; g^′_{1223211} 2 ,λ g^′_{1122211} 1 ,λ = 0,

66 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko

0001 g^′_{1122211} 1 ,λg^′_{1224321} 2 ,λ = 0;

1111 g^′_{1123211} 1 ,λ g^′_{1122211} 1 ,λ = 0, g^′_{1122211} 1 ,λ g^′_{1123221} 1 ,λ = 0, g^′_{1011111} 0 ,λ g^′_{1223321} 2 ,λ = 0, g^′_{1011111} 0 ,λ g^′_{1234321} 2 ,λ = 0;

1120 g^′_{1223211} 2 ,λ g^′_{1112221} 1 ,λ = 0, g^′_{1111111} 1 ,λ g^′_{1224321} 2 ,λ = 0, g^′_{1112111} 1 ,λ g^′_{1223321} 2 ,λ = 0;

1222 g^′_{1123211} 1 ,λ g^′_{1111111} 1 ,λ = 0;

1121 g^′_{1123211} 1 ,λ g^′_{1112221} 1 ,λ = 0, g^′_{1011111} 0 ,λ g^′_{1224321} 2 ,λ = 0;

1220 g^′_{1111111} 1 ,λ g^′_{1123211} 1 ,λ = 0, g^′_{1112111} 1 ,λ g^′_{1122211} 1 ,λ = 0;

0001 g^′_{1112111} 1 ,λ g^′_{1123321} 1 ,λ = 0;

1111 g^′_{1112111} 1 ,λg^′_{1122211} 1 ,λ = 0;

1221 g^′_{1223211} 2 ,λ g^′_{1011111} 0 ,λ = 0, g^′_{1111111} 1 ,λ g^′_{1123321} 1 ,λ = 0, g^′_{1111111} 1 ,λg^′_{1123221} 1 ,λ = 0;

0011 g^′_{1011111} 0 ,λ g^′_{1223221} 2 ,λ = 0;

1120 g^′_{1122211} 1 ,λ g^′_{1112221} 1 ,λ = 0.

• Takim obrazom, my dokazali, qto g^′_{μλ}g^′_{ρλ} = 0 dlØ vsØkogo ρ, μ ∈ Λ, λ − μ ∈ Φ_l. Qtoby rassmotret~ ostal~nye sluqai, dostatoqno zametit~, qto my mogli zamenit~ ξ v vyraßenii

(x_γ (ξ)g^{−1})_{∗λ} = g^{−1}_{∗λ} na g^′_{μλ} dlØ l¸bogo μ. Esli g^′_{μλ}g^′_{ρ−γ,λ} = 0 dlØ

vseh vesov ρ ∈ Λ, to umnoßenie na x_γ (g^′_{μλ}) stabiliziruet pervyæ stolbec matricy g^{−1}. ZamenØØ σ na λ − γ, my poluqim uravnenie

g^′_{μλ}g^′_{σλ} = 0 dlØ vseh par vesov μ, σ, dlØ kotoryh naædetsØ ta-

koæ koren~ γ, qto x_γ (g^′_{μλ}) stabiliziruet pervyæ stolbec, priqem

τ − γ /∈ Λ, i λ − γ ∈ Λ. Takoæ koren~ γ legko naæti dlØ kaßdoæ

pary vesov. My moßem vzØt~ poqti l¸boæ γ ∈ Φ_l so svoæstvom

τ −γ /∈ Λ. DlØ takogo γ pervyæ stolbec g^{−1} avtomatiqeski stabi-

struktura grupp Xevalle 67 liziruetsØ v silu dokazannyh v predyduwem punkte uravneniæ. Nußno lix~ prosledit~ za tem, qtoby ves ρ − γ byl otliqen ot

122111

1 i 1122111 .

• Itak, my dokazali, qto g^′_{μλ}g^′_{νλ} = 0 dlØ vseh μ, ν ∈ Λ. Inymi slovami, esli A — ideal v R, poroßdœnnyæ fflementami g^′_{μλ},

μ ≠ λ, to A^2 = 0. Krome togo, redukciØ po modul¸ A pokazyvaet,

qto i g_{μλ} ∈ A dlØ vseh μ ≠ λ.

Ostalos~ rassmotret~ kommutator z = [g, x_α(1)], α ∈ Φ_l. Stolbec v = x_α(1)g^{−1}_{∗λ} otliqaetsØ ot g^{−1}_{∗λ} tol~ko tem, qto v_l = g^′_{λλ} + g^′_{μλ}, vse ostal~nye fflementy sovpada¸t. �to znaqit, qto gxg^{−1}_{∗λ} proporcionalen bazisnomu stolbcu v^λ, i z leßit v paraboliqeskoæ podgruppe tipa P_1. Teper~ libo z necentralen, i my moßem vospol~zovat~sØ parabolic reduction, libo z centralen, no togda po podhodØwemu analogu predloßeniØ 1 predyduwego paragrafa sam g leßit v sobstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppe, i my snova moßem vospol~zovat~sØ parabolic reduction. V kaßdom iz fftih sluqaev H soderßit netrivial~nyæ kornevoæ unipotent.

S uqetom fftoæ novoæ osnovnoæ lemmy Dokazatel~stvo iz Knigi dlØ sluqaØ F_4 zakanqivaetsØ toqno tak ße, kak dlØ sluqaØ

E_6.

§9. Sravnenie Dokazatel~stva iz Knigi s razloßeniem unipotentov

Otmetim neskol~ko principial~nyh momentov. • Ono opiraetsØ lix~ na vloßeniØ A_2 ⊆ F_4, E_6, E_7. • Kak i razloßenie unipotentov, ono ne opiraetsØ na rezul~- taty v razmernosti 0, v tom qisle i otnosØwiesØ k sluqa¸ polØ. V deæstvitel~nosti, naxi dokazatel~stva da¸t, v qastnosti, novoe dokazatel~stva teoremy prostoty Xevalle [18], [35] dlØ tipov F_4, E_6 i E_7.

• Kak i razloßenie unipotentov, ono ne opiraetsØ na rezul~- taty Abe i Sudzuki [22], [27] o faktorizacii po radikalu.

• V otliqie ot razloßeniØ unipotentov, v nem ne ispol~zuetsØ nikakoæ informacii o strukturnyh konstantah deæstviØ.

• V otliqie ot razloßeniØ unipotentov, v nem ne ispol~zuetsØ ni informaciØ o znakah, ni ØvnaØ forma uravneniæ na orbitu vektora starxego vesa. V deæstvitel~nosti, edinstvennaØ

68 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko ssylka na uravneniØ proishodit v sledu¸weæ forme: v l¸bom fflemente x algebry Li x_{λμ} = 0 dlØ teh vesov λ ≠ μ, raznost~ kotoryh ne ØvlØetsØ kornem.

• �to dokazatel~stvo otveqaet suwestvu zadaqi i moßet slußit~ obrazcom dlØ mnoßestva dal~neæxih obobweniæ.

• Ono okonqatel~no stiraet razliqie meßdu klassiqeskimi i iskl¸qitel~nymi sluqaØmi i pokazyvaet ffffektivnost~ raboty s matricami dlØ iskl¸qitel~nyh grupp.

Samym suwestvennym iz vsego pereqislennogo ØvlØetsØ, koneqno, to, qto ffto – A_2-dokazatel~stvo.

Odnako vse skazannoe vyxe soverxenno ne oznaqaet, qto razloßenie unipotentov polnost~¸ prevzoædeno opisannym v nasto- Øweæ rabote Dokazatel~stvom iz Knigi. I vot poqemu:

• Vo mnogih vaßnyh sluqaØh (naprimer, dlØ mikrovesovyh predstavleniæ) razloßenie unipotentov daet Øvnye polinomial~nye formuly, vyraßa¸wie proizvol~nyæ fflement kornevogo tipa kak proizvedenie dim(V (ω_i)) fflementov kornevogo tipa, leßawih v maksimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppe tipa P_i. Kak horoxo izvestno, a formula is a formula is a formula. Primenimost~ podobnyh Øvnyh formul gorazdo xire, qem opisanie razliqnyh klassov podgrupp. Naprimer, v rabotah [54], [58] ffti formuly ispol~zu¸tsØ dlØ poluqeniØ Øvnyh polinomial~nyh ocenok dliny kommutatora v fflementarnyh obrazu¸wih.

§ 10. What next?

My sqitaem, qto izloßennye v nastoØweæ rabote novye dokazatel~stva strukturnyh teorem otraßa¸t esli ne novyæ uroven~ ponimaniØ, to, po kraæneæ mere, novyæ uroven~ naxego tehniqeskogo kontrolØ nad povedeniem iskl¸qitel~nyh grupp. My uvereny, qto ispol~zovanie fftih soobraßeniæ v dopolnenie k uße ime¸weæsØ tehnike pozvolit polnost~¸ perenesti na iskl¸qitel~nye gruppy vse rezul~taty, otnosØwiesØ k klassiqeskim gruppam, pritom s temi ße ocenkami na rangi, dliny i t.d. Otmetim v zakl¸qenie neskol~ko zadaq, kotorye uße byli rexeny nami s ispol~zovaniem analogiqnyh soobraßeniæ, i nerexennyh zadaq, k kotorym my sobiraemsØ vernut~sØ v blißaæxee vremØ.

struktura grupp Xevalle 69 1. A_3-dokazatel~stvo dlØ E_6 i E_7. S toqki zreniØ algebraiqeskoæ K-teorii rassmatrivaemaØ v nastoØweæ rabote zadaqa ob opisanii normal~nyh deliteleæ, – ffto zadaqa na urovne K_1. Ona pokazyvaet uroven~ naxego kontrolØ nad fflementarnymi obrazu- ¸wimi x_α(ξ) gruppy Xevalle G(Φ, R). Analogiqnoæ konkretnoæ zadaqeæ na urovne K_2, rexenie kotoroæ otraßalo by uroven~ naxego kontrolØ nad sootnoxeniØmi meßdu fflementarnymi obrazu¸wimi, ØvlØetsØ vopros o central~nosti rasxireniØ St(Φ, R) −→ G(Φ, R), ili, kak prinØto govorit~, vopros o central~nosti K_2(Φ, R). Posle publikacii [10] pervyæ avtor zametil, qto dlØ sluqaev E_6 i E_7 privedennoe tam dokazatel~stvo moßno modificirovat~ s tem, qtoby naæti dostatoqno fflementov kornevogo tipa, leßawih v fflementarnyh podgruppah tipa A_3, odnovremenno stabiliziru¸wih dva stolbca matric grupp fftih tipov v minimal~- nyh predstavleniØh. �to pozvolØet popast~ ne v maksimal~nye, a v submaksimal~nye paraboliqeskie podgruppy! Napomnim, qto ffto rovno to, qto nam nußno, qtoby uspexno imitirovat~ dlØ fftih sluqaev zameqatel~noe dokazatel~stvo van der Kallena, izvestnoe kak another presentation [46]. V fftom dokazatel~stve vvoditsØ modificirovannaØ gruppa Steænberga ~St(Φ, R), postroennaØ po vsem – a ne tol~ko fflementarnym! – unipotentam kornevogo tipa, i izgotavlivaetsØ model~ fftoæ gruppy v obyqnoæ gruppe Steænberga St(Φ, R). Tak vot, dlØ postroeniØ obrazov otdel~nyh obrazu¸wih gruppy ~St(Φ, R) dostatoqno umet~ popadat~ v kakie-to paraboliqeskie podgruppy, no vot proverka korrektnosti i soglasovannosti fftih opredeleniæ trebuet bol~- xeæ stepeni svobody. Imenno pofftomu nad kommutativnym kol~- com R normal~nost~ fflementarnoæ podgruppy E(n, R) v GL(n, R) dokazana pri l¸bom n ⩾ 3, no vot central~nost~ rasxireniØ

St(n, R) −→ E(n, R) dokazana tol~ko pri n ⩾ 4. HotØ konceptu-

al~no podhod van der Kallena absol¸tno prozraqen, ego faktiqeskaØ realizaciØ dlØ iskl¸qitel~nyh grupp svØzana s provedeniem ußasa¸wih vyqisleniæ. Odnako dlØ sluqaev E_6 i E_7 pervyæ avtor nadeetsØ zaverxit~ vse osnovnye proverki v blißaæxee vremØ. Otmetim, qto dlØ klassiqeskih grupp v kontekste raboty [34] – i, tem samym, v qastnosti, dlØ grupp Xevalle tipov C_l i D_l – realizaciØ analogiqnoæ programmy byla ob¨-

70 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko Øvlena �ntoni Bakom i Tang Guopingom 8 let nazad. Odnako, imenno v silu qudoviwnogo razmera, detali dokazatel~stv vse ewe ne opublikovany.

V to ße vremØ privedennoe v § 8 dokazatel~stvo prohodit na predele qeloveqeskih sil i ne ostavlØet nikakoæ svobody dlØ stabilizacii vtorogo stolbca. Avtory ne vidØt, kak dokazat~ central~nost~ K_2(F_4, R) na fftom puti.

2. Sluqaæ E_8. Sledu¸waØ zadaqa predstavlØetsØ nam naibolee aktual~noæ, i my sobiraemsØ vernut~sØ k neæ v samoe blißaæxee vremØ.

Problema 1. Provesti A_2-dokazatel~stvo dlØ grupp Xevalle

tipov E_8.

Otliqie sluqaØ E_8 ot sluqaev, rassmotrennyh v nastoØweæ rabote, sostoit v tom, qto u samoæ gruppy G(E_8, R) net mikrovesovyh predstavleniæ, i ona ne ØvlØetsØ skruqivaniem kakoælibo gruppy, ime¸weæ takie predstavleniØ. Samoe estestvennoe predstavlenie dlØ E_8 – ffto 248-mernoe prisoedinennoe predstavlenie. V fftom sluqae v kornevom fflemente krome slagaemogo iz samoæ algebry Li poØvlØetsØ ewe kvadratiqnoe slagaemoe, kotoroe ne pozvolØet bukval~no povtorit~ dokazatel~stvo naxeæ osnovnoæ lemmy. Tem ne menee, kornevoæ fflement vse ewe imeet nastol~ko special~nyæ vid, qto, kak nam kaßetsØ, slegka izvernuvxis~, udastsØ provesti analogiqnoe rassußdenie. S toqki zreniØ bol~xinstva real~nyh priloßeniæ soverxenno ne obØzatel~no daße, qtoby ffto bylo imenno A_2-dokazatel~stvo. Ono moßet ispol~zovat~ fflementy kornevogo tipa v A_3, A_4 i voobwe v l¸boæ neprivodimoæ podsisteme, krome A_8, D_8 i E_7. Esli ne upirat~sØ v fflementy iz A_2, to moßno ispol~zovat~ v takom dokazatel~stve bol~xie fragmenty vyqisleniæ iz D_8-dokazatel~stva, opisannogo v § 6, no, razumeetsØ, stabilizirovat~ pri fftom ne proizvol~nye singulØrnye stolbcy, a tol~ko stolbcy kornevogo unipotenta, udovletvorØ¸wie prostym dopolnitel~nym uravneniØm!

3. Podgruppy neraswepimyh grupp. Otmetim ewe odnu qrezvyqaæno interesnu¸ zadaqu v takom duhe, rexenie kotoroæ predstavlØetsØ nam bolee qem real~nym s ispol~zovaniem metodov nastoØweæ raboty.

struktura grupp Xevalle 71 Problema 2. Dokazat~ standartnoe opisanie normal~nyh pod-

grupp v skruqennyh formah grupp tipov E_6 i E_7 nad proizvol~nym kommutativnym kol~com R, v predpoloßenii, qto oni soderßat raswepimu¸ podgruppu tipa A_2.

Osnovnoæ princip teorii vozmuweniæ sostoit tom, qto dlØ togo, qtoby uvidet~ razliqie dvuh veweæ, sovpada¸wih po sluqaænoæ priqine, nußno vvesti dopolnitel~noe naprØßenie. Qtoby polnost~¸ osoznat~ preimuwestva Dokazatel~stva iz Knigi pered razloßeniem unipotentov, kak raz i nußno vvesti takoe dopolnitel~noe tehniqeskoe naprØßenie v forme perehoda ot raswepimyh grupp k izotropnym. Kak my videli v §§ 5 i 6, dlØ iskl¸qitel~nyh tipov razloßenie unipotentov zavisit ot suwestvovaniØ raswepimyh podgrupp tipa A_l ili D_l maksimal~- nogo vozmoßnogo ranga, i rabotaet tol~ko dlØ grupp Xevalle. V to ße vremØ, Dokazatel~stvo iz Knigi rabotaet dlØ vseh grupp ranga ⩾ 2, v § 8 my uße videli ffto na primere gruppy^2E_6. Ograniqenie rangom ⩾ 2 predstavlØetsØ vpolne razumnym. Horoxo izvestno, qto:

• Opisanie normal~nogo stroeniØ anizotropnyh grupp ØvlØetsØ beznadeßno trudnoæ zadaqeæ daße v sluqae, kogda R = K pole.

• Opisanie normal~nogo stroeniØ grupp ranga 1 ØvdØetsØ beznadeßno trudnoæ zadaqeæ daße v sluqae kol~ca R = Z.

Pofftomu predpoloßenie, qto rang ⩾ 2, otveqaet suwestvu zadaqi. �to kak raz tot sluqaæ, kogda naxi vozmoßnosti sovpada- ¸t s prirodoæ veweæ.

4. Podgruppy, soderßawie iskl¸qitel~nu¸ gruppu. DlØ klassiqeskih grupp vopros, analogiqnyæ sledu¸weæ zadaqe, rexen v cikle nedavnih rabot pervogo avtora i Viktora Petrova. Problema 3. Opisat~ sledu¸wie klassy podgrupp:

• podgruppy v GL(27, R), normalizuemye E(E_6, R);

• podgruppy v Sp(56, R), normalizuemye E(E_7, R);

• podgruppy v G(E_6, R), normalizuemye E(F_4, R).

V kaqestve pervogo xaga moßno bylo by opisat~ podgruppy v bol~xeæ gruppe, soderßawie men~xu¸. Pervye vaßnye rezul~- taty v fftom napravlenii poluqeny v rabote Aleksandra Luzgareva [17]. Kstati, imenno ffta rabota pobudila nas oslabit~

72 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko postanovku zadaqi vo vtorom punkte, v [10] my predlagali opisat~ nadgruppy v GL(56, R), soderßawie E(E_7, R), no, kak vidno iz [17], ffto sovsem ne prostaØ zadaqa. Skoree vsego, kak i v rabotah pervogo avtora i Petrova, dlØ polnogo rexeniØ fftih zadaq pridetsØ ispol~zovat~ kombinaci¸ metodov nastoØweæ raboty i lokalizacionnyh metodov.

5. Subnormal~nye podgruppy. Horoxo izvestno, qto rexenie sledu¸weæ zadaqi ØvlØetsØ osnovnym xagom v opisanii subnormal~nyh podgrupp gruppy G(Φ, R).

Problema 4. Opisat~ podgruppy v G(Φ, R), normalizuemye

E(Φ, R, A) dlØ nekotorogo ideala A ⊴ R.

Standartnyæ otvet na fftu zadaqu formuliruetsØ sledu¸wim obrazom. DlØ l¸boæ takoæ podgruppy H suwestvuet ideal A ⊴ R takoæ, qto E(Φ, R, A^mI) ⩽ H ⩽ C(Φ, R, I) dlØ nekotorogo m. Takoæ ideal I edinstvenen s toqnost~¸ do nekotorogo estestvennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ♦_A. Naibolee vaßnyæ tehniqeskiæ aspekt fftoæ zadaqi sostoit v nahoßdenii naimen~xego vozmoßnogo m takogo, qto ffti vkl¸qeniØ vypolneny dlØ vseh podgrupp H. Moßno nadeØt~sØ, qto dokazatel~stva, opisannye v nastoØweæ rabote, dolßny dat~ luqxie ocenki dlØ grupp tipov F_4, E_6 i E_7, qem vse drugie izvestnye segodnØ dokazatel~stva.

6. Podgruppy, soderßawie subsystem subgroup. Pust~ teper~ Δ ⊆ Φ — podsistema korneæ v Φ. Rassmotrim vloßenie

G(Δ, R) ⩽ G(Φ, R). Rexenie sledu¸weæ zadaqi bylo by obobwe-

niem na iskl¸qitel~nye gruppy bol~xogo cikla rabot Zenona Boreviqa i NikolaØ Vavilova o nadgruppah subsystem subgroups, sm. [2], [6], [7] i dal~neæxie ssylki v [10], [66], [67].

Problema 5. Opisat~ podgruppy v G(Φ, R), normalizuemye

E(Δ, R), v predpoloßenii, qto Δ^⊥ = ∅ i vse neprivodimye komponenty Δ, krome, byt~ moßet, odnoæ, ime¸t rang 2.

V [67] moßno naæti ukazaniØ otnositel~no togo, kak vyglØdit standartnyæ otvet na fftu zadaqu.

struktura grupp Xevalle 73 7. Dal~neæxie zadaqi. ImeetsØ mnogo dal~neæxih vaßnyh zadaq takih, kak opisanie avtomorfizmov grupp Xevalle G(Φ, R), kak uße rexennyh, tak i otkrytyh, kotorye moßno traktovat~ metodami nastoØweæ raboty.

Literatura

1. H. Bass, AlgebraiqeskaØ K-teoriØ. Mir, M. (1973).

2. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommutativnym kol~com. — Trudy Mat. In-ta AN SSSR 165 (1984), 24–42.

3. A. Borel~, Svoæstva i lineænye predstavleniØ grupp Xevalle. — Seminar po algebraiqeskim gruppam, M. (1973), 9–59.

4. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li, Glavy IV–VI. M. (1972). 5. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh klassiqeskih grupp. Dokt. diss., Leningr. Gos. Un-t (1987), 1–334.

6. N. A. Vavilov, Stroenie raswepimyh klassiqeskih grupp nad kommutativnym kol~com. — Dokl. AN SSSR 299, No. 6 (1988), 1300–1303.

7. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh klassiqeskih grupp. — Trudy Mat. In-ta. AN SSSR 183 (1990), 29–42.

8. N. A. Vavilov, Kak uvidet~ znaki strukturnyh konstant. — Algebra i Analiz, v peqati.

9. N. A. Vavilov, Razloßenie unipotentov v prisoedinennom predstavlenii gruppy Xevalle tipa E_6. — Algebra i Analiz, v peqati.

10. N. A. Vavilov, M. R. Gavriloviq, A_2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ grupp Xevalle tipov E_6 i E_7. — Algebra i Analiz 16, No. 4 (2004), 54–87.

11. N. A. Vavilov, S. I. Nikolenko, A_2-dokazatel~stvo strukturnyh teorem dlØ grupp Xevalle tipov F_4 i^2E_6. — Algebra i Analiz, v peqati.

12. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, A. V. Stepanov, VyqisleniØ v gruppah Xevalle nad kommutativnymi kol~cami. — Dokl. AN SSSR 40, No. 1 (1990), 145–147.

13. I. Z. Golubqik, O polnoæ lineænoæ gruppe nad associativnym kol~com.

— Uspehi Mat. Nauk 28, No. 3 (1973), 179–180.

14. I. Z. Golubqik, O normal~nyh delitelØh ortogonal~noæ gruppy nad associativnym kol~com s invol¸cieæ. — Uspehi Mat. Nauk 30, No. 6 (1975), 165.

15. I. Z. Golubqik, O normal~nyh delitelØh lineænyh i unitarnyh grupp nad associativnym kol~com. — Prostranstva nad algebrami i nekotorye voprosy teorii seteæ, Ufa (1985), 122–142.

16. V. I. Kopeæko, StabilizaciØ simplektiqeskih grupp nad kol~com mnogoqlenov. — Mat. Sbornik 106, No. 1 (1978), 94–107.

17. A. ı. Luzgarev, O nadgruppah E(E_6, R) i E(E_7, R) v minimal~nyh predstavleniØh. — Zap. nauqn. sem. POMI 319 (2004), 216–243.

18. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. M. (1975).

19. A. V. Stepanov, UsloviØ stabil~nosti v teorii lineænyh grupp nad kol~- cami. Kand. diss., Leningr. Gos. Un-t (1987), 1–112.

74 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko

20. A. A. Suslin, O strukture special~noæ lineænoæ gruppy nad kol~com mnogoqlenov. — Izv. AN SSSR, Ser. Mat. 141, No. 2 (1977), 235–253.

21. A. A. Suslin, V. I. Kopeæko, Kvadratiqnye moduli i ortogonal~nye gruppy nad kol~cami mnogoqlenov. — Zap. nauq. semin. LOMI 71 (1977), 216–250.

22. E. Abe, Chevalley groups over local rings. — Tôhoku Math. J. 21, No. 3 (1969),

474–494.

23. E. Abe, Whitehead groups of Chevalley groups over polynomial rings. — Commun.

Algebra 11, No. 12 (1983), 1271–1307.

24. E. Abe, Chevalley groups over commutative rings. — Proc. Conf. Radical Theory,

Sendai (1988), 1–23.

25. E. Abe, Normal subgroups of Chevalley groups over commutative rings. — Con-

temp. Math. 83 (1989), 1–17.

26. E. Abe, J. Hurley, Centers of Chevalley groups over commutative rings. — Comm.

Algebra 16, No. 1 (1988), 57–74.

27. E. Abe, K. Suzuki, On normal subgroups of Chevalley groups over commutative rings. — Tôhoku Math. J. 28, No. 1 (1976), 185–198.

28. M. Aschbacher, Some multilinear forms with large isometry groups. — Geom.

dedic. 25, No. 1–3 (1988), 417–465.

29. M. Aschbacher, The geometry of trilinear forms. — Finite Geometries, Buildings

and Related topics Oxford Univ. Press (1990), 75–84.

30. H. Azad, M. Barry, G. M. Seitz, On the structure of parabolic subgroups. — Comm.

Algebra. 18 (1990), 551–562.

31. A. Bak, The stable structure of quadratic modules. — Thesis, Columbia Univ.

(1969).

32. A. Bak, Nonabelian K-theory: The nilpotent class of K_1 and general stability. —

K-Theory 4 (1991), 363–397.

33. A. Bak, N. Vavilov, Normality of the elementary subgroup functors. — Math. Proc.

Cambridge Philos. Soc. 118, No. 1 (1995), 35–47.

34. A. Bak, N. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups I. Elementary subgroups.

— Algebra Colloquium 7, No. 2 (2000), 159–196.

35. R. Carter, Simple groups of Lie type. Wiley, London et al. (1972). 36. A. M. Cohen, R. H. Cushman, Gröbner bases and standard monomial theory.

— Computational algebraic geometry, Progress in Mathematics 109, Birkhäuser (1993), 41–60.

37. B. N. Cooperstein, The fifty-six-dimensional module for E_7. I. A four form for E_7.

— J. Algebra 173 (1995), 361–389.

38. D. L. Costa, G. E. Keller, The E(2, A) sections of SL(2, A). — Ann. Math. 134,

No. 1 (1991), 159–188.

39. D. L. Costa, G. E. Keller, Radix redux: normal subgroups of symplectic groups. —

J. reine angew. Math. 427. No. 1 (1991), 51–105.

40. D. L. Costa, G. E. Keller, On the normal subgroups of G_2 groups. — Trans Amer.

Math. Soc. 351, No. 12 (1999), 5051–5088.

41. P. Gilkey, G. M. Seitz, Some representations of exceptional Lie algebras. — Geom.

dedic. 25, No. 1–3 (1988), 407–416.

42. A. J. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Springer, Berlin

et al. (1989).

struktura grupp Xevalle 75

43. R. Hazrat, Dimension theory and non-stable K_1 of quadratic module. — K-theory

27 (2002), 293–327.

44. R. Hazrat, On K-theory of classical-like groups. — Doktorarbeit Uni. Bielefeld

(2002), 1–62.

45. R. Hazrat, N. A. Vavilov, K_1 of Chevalley groups are nilpotent. — J. Pure Appl.

Algebra 179 (2003), 99–116.

46. W. van der Kallen, Another presentation for the Steinberg group. — Proc. Nederl.

Akad. Wetensch., ser. A 80, (1977), 304–312.

47. V. Lakshmibai, C. S. Seshadri, Standard monomial theory. — Hyderabad Confer-

ence on Algebraic Groups, Manoj Prakashan, Madras (1991), 279–323.

48. Li Fuan, The structure of symplectic group over arbitrary commutative rings. —

Acta Math. Sinica, New Series 3, No. 3 (1987), 247–255.

49. Li Fuan, The structure of orthogonal groups over arbitrary commutative rings. —

Chinese Ann. Math. 10B, No. 3 (1989), 341–350.

50. W. Lichtenstein, A system of quadrics describing the orbit of the highest weight vector. — Proc. Amer. Math. Soc. 84, No. 4 (1982), 605–608.

51. H. Matsumoto, Sur les sous-groupes arithmetiques des groupes semi-simples déployés. — Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 4ème sér. No. 2 (1969), 1–62.

52. E. B. Plotkin, On the stability of K_1-functor for Chevalley groups of type E_7. —

J. Algebra 210 (1998), 67–85.

53. E. B. Plotkin, A. A. Semenov, N. A. Vavilov, Visual basic representations: an atlas.

— Int. J. Algebra and Computations 8, No. 1 (1998), 61–97.

54. A. S. Sivatski, A. V. Stepanov, On the word length of commutators in GLn(R). —

K-theory 17 (1999), 295–302.

55. M. R. Stein, Generators, relations and coverings of Chevalley groups over commutative rings. — Amer. J. Math. 93, No. 4 (1971), 965–1004.

56. M. R. Stein, Stability theorems for K_1, K_2 and related functors modeled on Chevalley groups. — Japan J. Math. 4, No. 1 (1978), 77–108.

57. A. V. Stepanov, N. A. Vavilov, Decomposition of transvections: a Theme with variations. — K-theory 19 (2000), 109–153.

58. A. V. Stepanov, N. A. Vavilov, On the length of commutators in Chevalley groups.

— K-theory, to appear.

59. K. Suzuki, Normality of the elementary subgroups of twisted Chevalley groups over commutative rings. — J. Algebra 175, No. 3 (1995), 526–536.

60. G. Taddei, Normalité des groupes élémentaires dans les groupes de Chevalley sur un anneau. — Contemp. Math. 55, Part II (1986), 693–710.

61. L. N. Vaserstein, On the normal subgroups of the GLn of a ring. — Springer

Lecture Notes Math. 854 (1981), 454–465.

62. L. N. Vaserstein, On normal subgroups of Chevalley groups over commutative rings. — Tôhoku Math. J. 36, No. 5 (1986), 219–230.

63. L. N. Vaserstein, Normal subgroups of orthogonal groups over commutative rings.

— Amer. J. Math. 110, No. 5 (1988), 955–973.

64. L. N. Vaserstein, Normal subgroups of symplectic groups over rings. — K-theory

2, No. 5 (1989), 647–673.

65. L. N. Vaserstein, You Hong, Normal subgroups of classical groups over rings. —

J. Pure Appl. Algebra 105, No. 1 (1995), 93–106.

76 n.a.vavilov, m.¸.gavriloviq, s.i.nikolenko

66. N. A. Vavilov, Structure of Chevalley groups over commutative rings. — Proc.

Conf. Non-associative algebras and related topics (Hiroshima – 1990), World Sci. Publ., London et al. (1991), 219–335.

67. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. — Proc. Conf. Groups

of Lie Type and their Geometries (Como – 1993), Cambridge Univ. Press (1995), 233–280.

68. N. A. Vavilov, A third look at weight diagrams. — Rendiconti Sem. Mat. Univ.

Padova 204 (2000), 1–45.

69. N. A. Vavilov, Do it yourself structure constants for Lie algebras of type E_l. — Zap. nauqn. semin. POMI 281 (2001), 60–104.

70. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, Chevalley groups over commutative rings. I. Elementary calculations. — Acta Applicandae Math. 45 (1996), 73–115.

71. J. S. Wilson, The normal and subnormal structure of general linear groups. —

Proc. Cambridge Phil. Soc. 71 (1972), 163–177.

Vavilov N. A., Gavrilovich M. R., Nikolenko S. I. Structure of Chevalley groups: the proof from the Book.

We describe and compare different geometric proofs of the main structure theorems for Chevalley groups over commutative rings. To warm up we sketch the known geometric proofs, published by I.Z.Golubchik, N.A.Vavilov, A.V.Stepanov and E.B.Plotkin, such as the A_2 and A_3 proofs for classical groups, A_5 and D_5 proofs for E_6; A_7 and D_6 proofs for E_7, and D_8 proof for E_8. After that we expound in more details the A_2 proofs for exceptional groups of types F_4, E_6 and E_7, based on multiple commutation. This new proof, the Proof from the Book, gives better bounds than any previously known. Moreover, unlike all previously known proofs it does not use results for fields, factorisation modulo radical, or any specific information concerning structure constants and equations defining exceptional Chevalley groups.

Postupilo 10 dekabrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

Oxford University

Sankt-Peterburgskoe Otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN