Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 330, 2006 g.

E. A. BezØkina, A. I. Generalov

KOCIKLY V OTNOSITEL^NYH KOGOMOLOGI˚H HOHXIL^DA

1. Pust~ A – (associativnaØ) algebra nad kommutativnym kol~-

com k s ediniceæ, Λ = A^{op} ⊗_k A – eœ obœrtyva¸waØ algebra. Vsegda dopolnitel~no predpolagaem, qto algebra A proektivna kak k-modul~. Pust~ B – (unital~naØ) k-podalgebra v A. Togda Σ = A^{op} ⊗_k B moßno rassmatrivat~ kak k-podalgebru v Λ. Qerez ω_0 oboznaqim sobstvennyæ klass korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ v kategorii Mod-A pravyh A-moduleæ, kotorye rasweplØ¸tsØ nad B, i pust~ ω oboznaqaet sobstvennyæ klass korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ v kategorii Mod-Λ, rasweplØ¸wihsØ nad Σ.

Otnositel~nye kogomologii Hohxil~da (s kofffficientami v A-bimodule X) moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom (sr. [1]):

HH^t(B, A, X) = ω Ext^t_Λ(A, X).

DlØ dvuh pravyh A-moduleæ M i N imeetsØ izomorfizm (sm. niße predloßenie 5)

η: ω_0 Ext^t_A(M, N )^≃−→ HH^t(B, A, Hom_k(M, N )), (1)

kotoryæ v “absol¸tnom sluqae” (t.e. kogda B = k) byl issledovan v [2]. V nastoØweæ rabote predlagaetsØ (sm. teoremu 6) otnositel~naØ versiØ osnovnogo rezul~tata, poluqennogo v [2], a imenno Øvno opisyva¸tsØ obrazy fflementov gruppy ω_0 Ext^t_A(M, N ) otnositel~no izomorfizma η. Naxe dokazatel~- stvo, buduqi primenennym k absol¸tnomu sluqa¸, okazyvaetsØ znaqitel~no koroqe po sravneni¸ s [2]. Krome togo, ispravlØetsØ odna netoqnost~ v [2], svØzannaØ so znakom, ime¸wimsØ v opisanii ukazannyh obrazov.

Vtoroæ iz avtorov vyraßaet priznatel~nost~ za podderßku grantu RF- FI 06-01-00200. 29

30 E. A. BEZ˚KINA, A. I. GENERALOV

2. Napomnim (sm. [1]), qto kategoriØ Mod-A bogata otnositel~no

proektivnymi (a takße otnositel~no in¨ektivnymi) ob¨ektami, t.e. dlØ l¸bogo A-modulØ M suwestvuet ω_0-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ 0 → M^′ → P → M → 0, v kotoroæ P – ω_0-proektivnyæ modul~ (spravedlivo takße dvoæstvennoe utverßdenie). Dalee, fflementy ω_0Ext^t_A(M, N ) mogut byt~ rassmotreny kak klassy kongruffntnyh dlinnyh toqnyh posledovatel~nosteæ, dopuska¸wih “stØgiva¸wu¸ gomotopi¸” nad B, t.e. ØvlØ¸wihsØ proizvedeniem `onedy ω_0-sobstvennyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ (sm. [3, gl. III, gl. IX]).

Analogiqnye utverßdeniØ otnosØtsØ i k kategorii Mod-Λ. V qastnosti, dlØ n > 0 rassmotrim pravye Λ-moduli

S_n = A^{⊗B(n+2)} = A ⊗_B · · · ⊗_B A (n + 2 mnoßitelØ);

umnoßenie fflementov iz S_n i Λ opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: (a_0 ⊗ · · · ⊗ a_{n+1})(a^′ ⊗ b) = aa_0 ⊗ · · · ⊗ a_{n+1}b. Opredelim otobraßeniØ ∇_n : S_{n+1} → S_n, tak, qto

∇_n(a_0 ⊗ a_1 ⊗ · · · ⊗ a_{n+2}) = n+1∑ i=0 (−1)^ia_0 ⊗ · · · ⊗ a_ia_{i+1} ⊗ · · · ⊗ a_{n+2}. Pust~ otobraßenie ∇_{−1} : S_0 → A takovo, qto ∇_{−1}(a_0 ⊗ a_1) = a_0a_1. Togda A^∇�^1←− S_0^{∇0}←− S_1 ←− · · · , ØvlØetsØ ω-proektivnoæ rezol~ventoæ algebry A (sm. [1, p. 3]), kotoru¸ nazyva¸t otnositel~noæ standartnoæ (bimodul~noæ) rezol~ventoæ algebry A. Takim obrazom, otnositel~nye kogomologii Hohxil~da moßno vyqislit~ s ispol~zovaniem otnositel~noæ standartnoæ rezol~venty:

HH^t(B, A, X) = H^t(Hom_Λ(S_•, X)).

3. DlØ togo, qtoby postroit~ izomorfizm η iz (1), dokaßem ne-

skol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

Lemma 1. Pust~ E: 0 → X^α−→ Y^β−→ Z → 0 – ω-sobstvennaØ

korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v Mod-Λ. Togda dlØ l¸bogo pravogo A-modulØ M M ⊗_A E : 0 −→ M ⊗_A X^{idM ⊗α}−→ M ⊗_A Y^{idM ⊗β}−→ M ⊗_A Z −→ 0

KOCIKLY HOHXIL^DA 31 – ω_0-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ : Z −→ Y – Σ-gomomorfizm takoæ, qto

β ∘ ρ = id_Z . Togda (id_M ⊗β) ∘ (id_M ⊗ρ) = id_{M⊗AZ} , i legko proverØetsØ, qto id_M ⊗ρ ØvlØetsØ B-gomomorfizmom. �

Lemma 2. Pust~ E: 0 → X^α→ Y^β→ Z → 0 – korotkaØ toqnaØ

posledovatel~nost~ v kategorii Mod-A. Posledovatel~nost~ E ØvlØetsØ ω_0-sobstvennoæ togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo pravogo A-modulØ M posledovatel~nost~

Hom_k(M, E) : 0 → Hom_k(M, X)^α�−→ Hom_k(M, Y )^β�−→ Hom_k(M, Z) → 0

ω-sobstvennaØ.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto standartno posledovatel~nost~

Hom_k(M, E) moßno rassmatrivat~ kak posledovatel~nost~ v Mod-Λ. Esli E – ω_0-sobstvennaØ posledovatel~nost~, to ona rasweplØetsØ nad k, i potomu posledovatel~nost~ Hom_k(M, E) toqna. Krome togo, esli φ: Z → Y – B-gomomorfizm takoæ, qto βφ = id_Z, to neposredstvenno proverØetsØ, qto φ_∗ – Σ-gomomorfizm. Poskol~ku β_∗φ_∗ = id_{Homk(M,Z)}, to posledovatel~nost~ Hom_k(M, E) ω-sobstvennaØ.

Teper~ predpoloßim, qto Hom_k(M, E) – ω-sobstvennaØ posledovatel~nost~ dlØ l¸bogo modulØ M . Poloßim M = Z. Pust~

τ : Hom_k(Z, Z) → Hom_k(Z, Y )

– Σ-gomomorfizm takoæ, qto β_∗τ = id_{Homk (Z,Z)}. Voz~mœm φ := τ (id_Z) ∈ Hom_k(Z, Y ). Legko videt~, qto na samom dele φ – Bgomomorfizm i qto βφ = id_Z. �

Lemma 3. Esli X – A-bimodul~, a Y, Z – pravye A-moduli, to

suwestvuet estestvennyæ izomorfizm

μ: Hom_Λ(X, Hom_k(Y, Z))^≃−→ Hom_A(Y ⊗_A X, Z).

Dokazatel~stvo sm. v [3, gl. VI, §8].

Zameqanie 1. Otmetim, qto dlØ f ∈ HomΛ(X, Homk(Y, Z)), x ∈ X

i y ∈ Y imeem μ(f)(y ⊗ x) = f(x)(y).

32 E. A. BEZ˚KINA, A. I. GENERALOV

Lemma 4. Pust~ P• → A – ω-proektivnaØ rezol~venta Λ-modulØ

A, M – pravyæ A-modul~. Togda M ⊗_A P_• – ω_0-proektivnaØ rezol~- venta modulØ M .

Dokazatel~stvo. Pust~ E – ω0-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ po-

sledovatel~nost~. Togda po lemme 2 posledovatel~nost~ Hom_k(M, E) ω-sobstvennaØ. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo n Hom_Λ(P_n, Hom_k(M, E)) – korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, i tak kak vvidu lemmy 3 posledovatel~nost~ Hom_Λ(P_n, Hom_k(M, E)) ≃ Hom_A(M ⊗_A P_n, E) ØvlØetsØ korotkoæ toqnoæ, to M ⊗_A P_n – ω_0-proektivnyæ modul~. Krome togo, vvidu lemmy 1 posledovatel~nost~

· · · → M ⊗_A P_1 → M ⊗_A P_0 → M ⊗_A A → 0

“raspadaetsØ” v proizvedenie `onedy ω_0-sobstvennyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ, i potomu kompleks M ⊗_A P_• ØvlØetsØ ω_0-proektivnoæ rezol~ventoæ modulØ M ⊗_A A ≃ M . �

Predloßenie 5. Pust~ M i N – pravye A-moduli. Togda suwe-

stvuet izomorfizm

η: ω_0 Ext^t_A(M, N ) −→ HH^t(B, A, Hom_k(M, N )).

Dokazatel~stvo. Pust~ P• → A – nekotoraØ ω-proektivnaØ re-

zol~venta. Ispol~zuØ lemmu 4, poluqaem, qto

ω_0 Ext^t_A(M, N ) ≃ H^t(Hom_A(M ⊗_A P_•, N )). (2)

S pomow~¸ lemmy 3 poluqaem:

H^t(Hom_A(M ⊗_A P_•, N )) ≃ H^t(Hom_A(P_•, Hom_k(M, N )))

= ω Ext^t_Λ(A, Hom_k(M, N )) = HH^t(B, A, Hom_k(M, N )),

i my moßem opredelit~ η kak kompozici¸ rassmotrennyh vyxe izomorfizmov. �

4. Pust~ {Zi}^{t+1}_{i=0} – semeæstvo pravyh A-moduleæ, i pust~ dana

posledovatel~nost~ B-lineænyh otobraßeniæ β = {β_i: Z_i → Z_{i+1} |

0 6 i 6 t}. Opredelim otobraßenie

Ω_β: A^{⊗B(t+2)} → Hom_k(Z_0, Z_{t+1})

tak, qto Ω_β(a_0 ⊗ · · · ⊗ a_{t+1}) = a_{t+1}β_ta_t . . . β_1a_1β_0a_0,

KOCIKLY HOHXIL^DA 33 gde a_i ∈ A (0 6 i 6 t + 1), a a_i – gomomorfizm umnoßeniØ sprava na a_i (v sootvetstvu¸wem module). Legko videt~, qto Ω_β – Λgomomorfizm.

Teper~ rassmotrim dlinnu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ E: 0 −→ N^{gt}−→ Y_t −→ · · ·^{g1}−→ Y_1^{g0}−→ M −→ 0, predstavlØ¸wu¸ fflement [E] ∈ ω_0 Ext^t_A(M, N ). Tak kak dlØ E imeetsØ stØgiva¸waØ gomotopiØ nad B, to suwestvuet posledovatel~nost~ B-gomomorfizmov γ = { M^{γ0}−→ Y_1^{γ1}−→ Y_2 −→ · · · −→ Y_t^{γt}−→ N } , dlØ kotoroæ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

γ_iγ_{i−1} = 0, γ_{i−1}g_{i−1} + g_iγ_i = id_{Yi} dlØ 1 ≤ i ≤ t i g_0γ_0 = id_M , γ_tg_t = id_N .

Takim obrazom, moßno rassmotret~ kocep~ Hohxil~da Ω_γ : S_t → Hom_k(M, N ).

Teorema 6. Otobraßenie Ωγ : St → Homk(M, N ) ØvlØetsØ ko-

ciklom, a dlØ sootvetstvu¸wego klassa kogomologiæ [Ω_γ ] ∈ HH^t(B, A, Hom_k(M, N )) vypolnØetsØ sootnoxenie [Ω_γ] = (−1)^{t(t+1)/2}η([E]).

Dokazatel~stvo. Pust~ Ω^′_γ = μ(Ωγ ), gde

μ: Hom_Λ(S_t, Hom_k(M, N )) −→ Hom_A(M ⊗_A S_t, N ) – izomorfizm iz lemmy 3, i pust~ δ_i = id_M ⊗∇_i (i > 0), δ_{−1}(m ⊗ a_0 ⊗ a_1) = ma_0a_1. Rassmotrim takße sledu¸wie vspomogatel~nye otobraßeniØ ~φ_r: M ⊗_A S_r → Y_{r+1} (0 6 r 6 t),

~φ_r(m ⊗ a_0 ⊗ . . . ⊗ a_{r+1}) = a_{r+1}γ_r a_rγ_{r−1} . . . γ_1a_1γ_0a_0(m), gde a_i ∈ A, m ∈ M (i dopolnitel~no polagaem Y_{t+1} = N ). ˚sno, qto ~φ_t = Ω^′_γ , a takße g_0 ~φ_0 = δ_{−1}. Dokaßem, qto dlØ 0 6 r 6 t − 1 ~φ_r δ_r = (−1)^{r+1}g_{r+1} ~φ_{r+1}. (3)

34 E. A. BEZ˚KINA, A. I. GENERALOV Deæstvitel~no, ~φ_r δ_r (m ⊗ a_0 ⊗ . . . ⊗ a_{r+2}) = a_{r+2}γ_r a_{r+1} . . . a_2γ_0a_1a_0(m) + ∑_r i=1 (−1)^ia_{r+2}γ_r a_{r+1} . . . γ_ia_{i+1}(γ_{i−1}g_{i−1})a_iγ_{i−1} . . . a_1γ_0a_0(m) + ∑_r i=1 (−1)^ia_{r+2}γ_r a_{r+1} . . . γ_ia_{i+1}(g_iγ_i)a_iγ_{i−1} . . . a_1γ_0a_0(m) + (−1)^{r+1}a_{r+2}a_{r+1}γ_r a_r . . . γ_1a_1γ_0a_0(m).

DlØ kaßdogo iz znaqeniæ indeksa i = 1, . . ., r meßdu operatorami a_{i+1} i a_i byla vstavlena summa γ_{i−1}g_{i−1} + g_iγ_i (= id_{Yi} ), posle qego byli poluqeny dve vyxeukazannye summy. Sdelav vo vtoroæ iz nih zamenu indeksa summirovaniØ i na j − 1 (i uqityvaØ, qto a_{i+1}g_i = g_ia_{i+1}), poluqim dlØ slagaemyh iz obeih rassmatrivaemyh summ razbienie na poparno protivopoloßnye slagaemye, krome dvuh. Ots¸da sleduet, qto

~φ_r δ_r (m ⊗ a_0 ⊗ . . . ⊗ a_{r+2}) = a_{r+2}γ_r a_{r+1} . . . a_2γ_0a_1a_0(m) − a_{r+2}γ_r a_{r+1} . . . a_2γ_0g_0a_1γ_0a_0(m) + (−1)^ra_{r+2}(γ_r g_r)a_{r+1}γ_r a_r . . . a_1γ_0a_0(m) + (−1)^{r+1}a_{r+2}a_{r+1}γ_r a_r . . . γ_1a_1γ_0a_0(m).

Zdes~ pervoe i vtoroe slagaemye uniqtoßa¸tsØ, poskol~ku g_0a_1 = a_1g_0 i g_0γ_0 = id. Nakonec, zamenØØ v tret~em slagaemom γ_r g_r na id_{Yr+1}−g_{r+1}γ_{r+1}, poluqaem sootnoxenie (3). Ots¸da, v qastnosti, legko sleduet, qto ~φ_tδ_t = 0, t.e. Ω^′_γ – kocikl.

Teper~ opredelim φ_r = (−1)^{r(r+1)/2} ~φ_r , 0 6 r 6 t. Togda poluqaem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu · · · −−−−→ M ⊗_A S_1^{δ0}−−−−→ M ⊗_A S_0^δ�^1−−−−→ M φ1 φ0 ‖ ‖ · · · −−−−→ Y_2^{g1}−−−−→ Y_1^{g0}−−−−→ M. (4)

· · ·^{δt}−−−−→ M ⊗_A S_t^{δt}�^1−−−−→ M ⊗_A S_{t−1} −−−−→ · · · φt φ^t�^1 E : 0 −−−−→ N^{gt}−−−−→ Y_t −−−−→ · · ·

KOCIKLY HOHXIL^DA 35 Ispol~zuØ otoßdestvlenie s pomow~¸ izomorfizma iz (2) (gde v kaqestve P_• beretsØ S_•), s uqetom diagrammy (4) poluqaem, qto

[E] = [φ_t] = (−1)^{t(t+1)/2}[Ω^′_γ ] = (−1)^{t(t+1)/2} · η^{−1}([Ω_γ ]).

�

Zameqanie 2. Otmetim, qto v [2, str. 495] opisanie znaka, na

kotoryæ otliqa¸tsØ klassy η([E]) i [Ω_γ ], soderßit netoqnost~.

Literatura 1. G. Hochschild, Relative homological algebra. — Trans. Amer. Math. Soc. 82, No. 1

(1956), 246–269.

2. V. Dlab, C. M. Ringel, The Hochschild cocycle corresponding to a long exact se-

quence. — Tsukuba J. Math. 14, No. 2 (1990), 489–496.

3. S. Makleæn, GomologiØ. Mir, M. (1966).

Bezyakina E. A., Generalov A. I. Cocycles in the relative Hochschild cohomology.

Let E be a long exact sequence of modules over an algebra A admitting a contracting homotopy over a subalgebra B ⊂ A. In settings of the relative homological algebra, the Hochschild cocycle corresponding to the sequence E is described explicitly. The “absolute case” has been earlier investigated by V. Dlab and C. M. Ringel. Being applied to that case, the present investigation gives a shorter arguments than that of Dlab– Ringel’s work.

Postupilo 20 dekabrØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet