ı. V. ˚kuboviq O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM RAZBIENI` I KOMPOZICI` I RASSLOENII DIAGRAMM ıNGA

Vvedenie

V fftoæ zametke my rassmotrim rassloenie predel~noæ formy razbieniæ na sloi, otveqa¸wie vkladam slagaemyh razliqnyh kratnosteæ. OkazyvaetsØ, qto slagaemye l¸boæ kratnosti da¸t svoæ vklad v predel~nu¸ formu (teorema 1). �to ne ØvlØetsØ neoßidannym, poskol~ku, kak pokazano v [1], veroØtnost~ togo, qto sluqaænyæ fflement mnoßestva razliqnyh slagaemyh sluqaænogo razbieniØ qisla n budet imet~ kratnost~ j v razbienii λ, stremitsØ k 1/(j(j + 1)) pri n → ∞. Nax rezul~tat moßet rassmatrivat~sØ kak analog fftogo utverßdeniØ, esli vmesto mnoßestva vseh razliqnyh slagaemyh brat~ mnoßestvo razliqnyh slagaemyh, ne men~xih t √ n, t > 0. ToqnaØ formulirovka fftogo rezul~tata privoditsØ v pervom paragrafe. Vo vtorom paragrafe my obrawaemsØ k analogiqnomu voprosu dlØ sluqaænyh razbieniæ qisla n, ime¸wih v toqnosti m slagaemyh, gde i n, i m rastut. Takie sluqaænye razbieniØ ime¸t prØmoe otnoxenie k nekotorym modelØm statistiqeskoæ fiziki, sm. [6, 7]. SituaciØ zdes~ zavisit ot otnositel~noæ skorosti rosta n i m. Esli m rastet proporcional~no √ n, to, kak i pri otsutstvii ograniqeniæ na qislo slagaemyh, slagaemye proizvol~noæ kratnosti budut vstreqat~sØ s poloßitel~noæ veroØtnost~¸ (punkt 1 teoremy 2). Esli ße m rastet proporcional~no n^α, α < 1/2 (punkt 2 teoremy 2), to situaciØ menØetsØ. A imenno, osnovnoæ vklad v predel~nu¸ formu da¸t slagaemye kratnosti 1. S drugoæ storony, pri α > 1/3 slagaemye kratnosti 2 prisutstvu¸t v razbienii, i pri roste m i n ih qislo rastet, no znaqitel~no medlennee m. Pri uveliqenii

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke granta RFFI 02-01-00093 i granta Prezidenta RF dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol NX- 2251.2003.1. 266

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 267 α poØvlØ¸tsØ slagaemye kratnosti 3, 4 i t. d. V to ße vremØ pri

α < 1/2 slagaemye dostatoqno bol~xih kratnosteæ otsutstvu¸t

voobwe.

PrimenØemyæ metod dokazatel~stva ne prohodit pri nekotorom sootnoxenii meßdu kratnost~¸ rassmatrivaemyh slagaemyh j i pokazatelem rosta qisla slagaemyh α. Sootvetstvu¸wie rezul~taty sformulirovany kak predpoloßenie.

V paragrafe 3 rexaetsØ analogiqnaØ zadaqa dlØ sluqaænyh kompoziciæ (t. e. uporØdoqennyh razbieniæ) qisla n na m slagaemyh pri roste m, proporcional~nom n^α, α < 1/2 (teorema 3). Otvet analogiqen sluqa¸ razbieniæ, hotØ i ne sovpadaet s nim. Tem ne menee, predel~nye formy slagaemyh kratnosti 1 sovpada¸t. �to daet otvet na vopros o priqine sovpadeniØ predel~- nyh form dlØ razbieniæ i kompoziciæ pri takom roste m i n, postavlennyæ v [9], poskol~ku imenno slagaemye kratnosti 1 da- ¸t osnovnoæ vklad v predel~nu¸ formu v oboih sluqaØh.

Nesovpadenie koliqestva slagaemyh kratnosteæ, prevoshodØwih 1, dlØ razbieniæ i kompoziciæ — demonstraciØ togo, qto predel~naØ forma ne ØvlØetsØ polnym invariantom mer na razbieniØh. RavnomernaØ mera na razbieniØh qisla n na m slagaemyh i mera, inducirovannaØ ravnomernoæ meroæ na kompoziciØh, asimptotiqeski vzaimno singulØrny pri roste m i n, no, tem ne menee, predel~nye formy tipiqnyh otnositel~no obeih mer razbieniæ sovpada¸t.

Paragraf 4 soderßit dokazatel~stva.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ A. M. Verxiku za mnogoqislennye besedy, kotorye pomogli v napisanii fftoæ raboty.

1. RazbieniØ celyh qisel

Rassmotrim sperva sluqaæ ravnomernoæ mery μ^n na mnoßestve P(n) razbieniæ qisla n. Napomnim, qto koliqestvo razbieniæ p(n) = #P(n) qisla n imeet proizvodØwu¸ funkci¸

F (x) = ∞∑ n=0 p(n)x^n = ∏ k¿1 1 1 − x^k . (1)

(�to bylo izvestno ewe �æleru, kotoryæ pervym izuqal razbieniØ, sm. [10].)

Razbieni¸ λ sootvetstvuet diagramma ınga, opredelØemaØ kak podmnoßestvo pervogo kvadranta ploskosti (t, u), u kotorogo

268 ı. V. ˚KUBOVIQ koordinaty toqek udovletvorØ¸t neravenstvam t > 0, u > 0, u 6 φ(t; λ) =^∑_{k>t} rk(λ). Zdes~ r_k(λ) oboznaqaet koliqestvo slagaemyh k v razbienii λ. Horoxo izvestno, qto diagrammy ınga poqti vseh razbieniæ (otnositel~no mery μ^n pri dostatoqno bol~xih n) posle sßatiØ v 1/ √ n raz vdol~ obeih oseæ leßat v okrestnosti krivoæ u =

φ^∗(t) = −^1_c log(1 − e^{−ct}) (ili, v simmetriqnoæ forme, e^{−ct} + e^{−cu} =

1), gde c = π/ √ 6: pri vseh ε > 0 i dostatoqno bol~xih n μ^n { λ ∈ P(n) : | |φ(t√n; λ)/√n − φ^∗(t) | | < ε } > 1 − ε. KrivaØ φ^∗(t) nazyvaetsØ predel~noæ formoæ razbieniæ. Rassmotrim rassloenie fftoæ predel~noæ formy na summy slagaemyh fiksirovannoæ kratnosti. Toqnee, pri fiksirovannom j > 1 sopostavim razbieni¸ λ funkci¸

φ_j(t) = φ_j (t; λ) = ∑ k>t:rk(λ)=j r_k(λ) = j ∑ k>t 1_{rk(λ)=j} (sm. ris. 1). Iz opredeleniØ sleduet, qto φ(t; λ) = ∑ j¿1^{φj (t; λ)} pri vseh λ.

Ris. 1. Diagramma ınga razbieniØ 61 = 11 + 9 + 9 + 7 + 6 + 4 + 4 +

4 + 3 + 2 + 1 + 1 i funkcii ’1, ’1 + ’2, ’ = ’1 + ’2 + ’3.

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 269 Geometriqeskiæ smysl ime¸t takße qastiqnye summy φ_1 + · · · + φ_j (takße izobraßennye na ris. 1). �to diagramma ınga, iz kotoroæ udaleny vse stroqki, vstreqa¸wiesØ bolee qem j raz (i ostavxiesØ kletki kotoroæ sdvinuty vniz do obrazovaniØ drugoæ diagrammy ınga).

My pokaßem, qto funkcii φ_j takße ime¸t predel~nye formy (sm. ris. 2). A imenno,

Teorema 1. Pri vseh j > 1, ε > 0, t > 0 i dostatoqno bol~xih n μ^n { λ ∈ P(n) : | |φ_j (t√n; λ)/√n − φ^∗_j (t) | | < ε } > 1 − ε, gde φ^∗_j (t) = 1 c e^{−cjt} − j c(j + 1) e^{−c(j+1)t}, c = π/ √ 6.

Ris. 2. Predel~naØ forma ’ diagramm ınga i funkcii ’1, ’1 + ’2,

:: :, ’1 + � � � + ’5, : ::.

Zameqanie. Pri t = 0 iz fftogo rezul~tata sleduet rezul~tat,

dokazannyæ v rabote [1]: esli vzØt~ sluqaænoe razbienie qisla n i vzØt~ s ravnymi veroØtnostØmi fflement iz mnoßestva ego slagaemyh, to veroØtnost~ togo, qto kratnost~ fftogo slagaemogo ravna j, stremitsØ k 1/(j(j +1)) pri n → ∞. Teoremu 1 moßno interpretirovat~ sledu¸wim obrazom: esli rassmotret~ sluqaænoe razbienie qisla n i iz mnoßestva ego slagaemyh b&ol~xih

270 ı. V. ˚KUBOVIQ t √ n vybrat~ sluqaænyæ fflement (ffto mnoßestvo nepusto s veroØtnost~¸, bystro stremØweæsØ k 1), to veroØtnost~ togo, qto ffto slagaemoe budet imet~ kratnost~ j v razbienii, stremitsØ k e^{−c(j−1)t}/j − e^{−cjt}/(j + 1) pri x → 1. Pri t = 0 ffto est~ citirovannyæ vyxe rezul~tat.

2. RazbieniØ s fiksirovannym qislom slagaemyh

Pereædem k sluqa¸ ograniqennogo qisla slagaemyh. Mnoßestvo razbieniæ qisla n s m slagaemymi oboznaqim P(n, m), a ravnomernu¸ meru na nem — μ^{n,m}. My budem rassmatrivat~ razbieniØ, u kotoryh qislo slagaemyh m zavisit ot n i oni oba rastut. (�to bolee toqno sootvetstvuet zadaqam, voznika¸wim v statistiqeskoæ fizike, sm. [7].) Pri otsutstvii ograniqeniØ, kak pokazano v [2], koliqestvo slagaemyh v sluqaænom razbienii qisla n asimptotiqeski ffkvivalentno ( √ 6n log n)/(2π). My

budem rassmatrivat~ sluqaæ m ∼ An^α pri fiksirovannyh A > 0

i α 6 1/2.

Rassmotrim uravnenie

A^2 Li_2 y = log^2(1 − y), (2)

gde Li_2 y =

∫_0 y log(1 − z)/z dz = ∑_∞ k=1 y^k/k^2 — dilogarifm y. �to

uravnenie imeet pri A > 0 edinstvennoe vewestvennoe rexenie

y_A, vozrasta¸wee ot 0 do 1 pri izmenenii A ot 0 do ∞.

Teorema 2.

1. Pust~ α = 1/2. Pri vseh ε > 0, t > 0, dostatoqno bol~xih n i

m, dostatoqno blizkih k A √ n, μ^{n,m} { λ ∈ P(n, m) : | |φ_j (t√n; λ)/√n − φ^∗_j (t) | | < ε } > 1 − ε, gde φ^∗_j (t) = 1 c_A y^j_Ae^{−cAjt} − jy^{j+1}_A c_A(j + 1) e^{−cA(j+1)t}, y_A — rexenie uravneniØ (2) i c_A = − log(1 − y_A)/A.

2. Pust~ α < 1/2. Pri vseh ε > 0, t > 0, dostatoqno bol~xih n i

m, dostatoqno blizkih k An^α,

(i) esli j < 1 − α 1 − 2α , to μ^{n,m} { λ ∈P(n, m) : | n^{(1−2α)j+α−1}φ_j(tn^{1−α}; λ) − A^{2j−1}e^{−Ajt} | < ε } > > 1 − ε;

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 271

(ii) esli j > 2 − α 1 − 2α , to μ^{n,m} { λ ∈ P(n, m) : φ_j(t; λ) = 0 } > 1 − ε. (3) Otmetim, qto v sluqae α < 1/2, opisyvaemom vtorym punktom

teoremy, esli j_1 < j_2 < 1 − α1 − 2α , to s veroØtnost~¸ skol~ ugod-

no blizkoæ k 1 vypolneno φ_{j2} (tn^{1−α}) = o ( φ_{j1} (tn^{1−α}) ) pri n → ∞, no pri fftom φ_{j2} (tn^{1−α}) neograniqenno vozrastaet. Pofftomu poqti vse slagaemye sluqaænogo razbieniØ ime¸t kratnost~ 1, hotØ pri dostatoqno bol~xih n vstreqaetsØ proizvol~no bol~xoe qislo slagaemyh l¸boæ kratnosti men~xeæ^{1−α}_{1−2α}. V to ße vremØ slagaemyh kratnosti, prevoshodØweæ^{2−α}_{1−2α}, net s veroØtnost~¸, stremØweæsØ k 1. Pri α = 1/2, takße kak v sluqae, kogda ograniqenie na qislo slagaemyh voobwe otsutstvuet (teorema 1), slagaemye proizvol~noæ kratnosti vstreqa¸tsØ s poloßitel~noæ veroØtnost~¸.

Teoremy 1 i 2 moßno rassmatrivat~ kak analogi zakona bol~- xih qisel dlØ rassloennyh diagramm ınga. Moßno zadavat~ vopros o central~noæ predel~noæ teoreme, kotoraØ, po-vidimomu, imeet mesto. Fluktuacii otnositel~no srednego znaqeniØ, vidimo, ime¸t masxtab^4 √ n pri otsutstvii ograniqeniØ na qislo slagaemyh i pri fiksacii qisla slagaemyh m ∼ A √ n. Pri

m ∼ An^α, α < 1/2 i j < (1 − α)/(1 − 2α) fluktuacii sloØ φ_j

predpoloßitel~no ime¸t masxtab n^{(1−α)/2−(1/2−α)j}. Odnako dokazatel~stvo fftih utverßdeniæ, kak i toqnaØ ih formulirovka, vyhodit za ramki fftoæ zametki.

Teorema 2 ne opisyvaet sluqaev, kogda 1−α 6 j(1−2α) 6 2−α. Po-vidimomu, v sluqaØh 1 − α < j(1 − 2α) 6 2 − α vse ravno vypolnØetsØ (3), kak i pri j(1 − 2α) > 2 − α, odnako dokazatel~stvo trebuet primeneniØ drugoæ tehniki. Odnako esli α i j svØzany sootnoxeniem (1 − 2α)j = 1 − α, to predpoloßitel~no zakon bol~xih qisel, analogiqnyæ zakonam bol~xih qisel, sformulirovannym v teoreme 2, ne vypolnØetsØ. Bolee togo, pozvolim sebe vyskazat~ sledu¸wu¸ gipotezu: pri α < 1/2, t > 0, celyh

l > 0 i j =^{1−α}_{1−2α} lim n→∞, m→∞ m∼Anα μ^{n,m} { λ ∈ P(n, m) : φ_j(tn^{1−α}; λ) = jl } = s^l l! e^{−s},

272 ı. V. ˚KUBOVIQ gde s = 1 − 2α 1 − α A^{1/(1−2α)}e^{−At(1−α)/(1−2α)} = A^{2j−1} e^{−Ajt} j . Drugimi slovami,^1_j φ_j (tn^{1−α}) asimptotiqeski imeet raspredelenie Puassona s parametrom s.

Zameqanie. Naliqie ili otsutstvie kratnyh slagaemyh imeet

prØmoe otnoxenie k asimptotiqeskoæ formule, dokazannoæ �rdœxem i Lenerom [2]: pri n → ∞ i m = o(n^{1/3}) vypolneno sootnoxenie p(n, m) ∼ 1 m! ( n − 1 m − 1 ) . (4)

(Bolee prostoe dokazatel~stvo bylo vskore dano Guptoæ [4], sm. takße [10].) �to ravnosil~no tomu, qto dolØ razbieniæ, v kotoryh prisutstvu¸t kratnye slagaemye, stremitsØ k 0. Vopros o toqnosti pokazatelØ 1/3 byl postavlen A. M. Verxikom i mnoæ v rabote [9], i tam na nego byl dan sledu¸wiæ otvet: sootnoxenie (4) ostaetsØ v sile, esli m = o ( (n log n)^{1/3} ) , i naruxaetsØ v protivnom sluqae. Odnako privedennyæ tam plan dokazatel~stva soderßit oxibku i rabotaet tol~ko v odnu storonu: pri roste m i n, takom, qto pri nekotorom c > 0 imeet mesto neravenstvo

m > c(n log n)^{1/3}, kratnye slagaemye v sluqaænom razbienii pri-

sutstvu¸t s nenulevoæ veroØtnost~¸. V obratnu¸ storonu privedennoe v [9] rassußdenie ne rabotaet. Takim obrazom, ostaetsØ nedokazannym sledu¸wee utverßdenie: iz togo, qto dolØ razbieniæ, soderßawih kratnye slagaemye, stremitsØ k nul¸ pri roste m i n, sleduet, qto m = o ( (n log n)^{1/3} ) . Vidimo, ffto voobwe ne verno, i uslovie m = o(n^{1/3}), predloßennoe �rdœxem i Lenerom, ne moßet byt~ oslableno. Esli vyskazannye vyxe predpoloßeniØ vypolneny, to ffto imenno tak: citirovannyæ rezul~tat raboty [9] oxiboqen, i uslovie m = o(n^{1/3}) ffkvivalentno otsutstvi¸ kratnyh slagaemyh v sluqaænom razbienii s vero- Øtnost~¸, stremØweæsØ k 1.

3. RazbieniØ i kompozicii

Na razbieniØh qisla n est~ vtoraØ estestvennaØ mera, a imenno mera ν^n, ØvlØ¸waØsØ proekcieæ ravnomernoæ mery na kompoziciØh. DlØ naxih celeæ estestvenno rassmatrivat~ meru ν^{n,m}, opredelennu¸ na P(n, m) i ØvlØ¸wu¸sØ obrazom ravnomernoæ mery na kompoziciØh qisla n s m slagaemymi.

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 273

Teorema 3. Pri vseh ε > 0, t > 0, dostatoqno bol~xih n i m,

dostatoqno blizkih k An^α, α < 1/2,

(i) esli j < 1 − α 1 − 2α , to ν^{n,m} { λ ∈P(n, m) : | |n^{(1−2α)j+α−1}φ_j(tn^{1−α}; λ)−A^{2j−1}e^{−Ajt}/j! | |< ε } > > 1 − ε; (ii) esli j > 2 − α 1 − 2α , to ν^{n,m} { λ ∈ P(n, m) : φ_j(t; λ) = 0 } > 1 − ε. Otmetim otliqie ot analogiqnogo utverßdeniØ dlØ razbieniæ: predel~naØ forma kratnosteæ j v tipiqnoæ kompozicii v j! raz men~xe, qem v tipiqnom razbienii. �to pokazyvaet, qto mery μ^{n,m} i ν^{n,m} asimptotiqeski sosredotoqeny na razliqnyh podmnoßestvah razbieniæ.

Teoremy 2 i 3 ob¨ØsnØ¸t sovpadenie predel~nyh form kompoziciæ i razbieniæ qisla n na m slagaemyh v sluqae m = o( √ n). (Vopros o priqinah fftogo sovpadeniØ byl postavlen v [9].) Deæstvitel~no, osnovnoæ vklad v predel~nu¸ formu da¸t slagaemye kratnosti 1, t. e. φ(tn^{1−α}) ∼ φ_1(tn^{1−α}) s veroØtnost~¸, stremØweæsØ k 1, kak dlØ razbieniæ, tak i dlØ kompoziciæ. V to ße vremØ predel~nye formy slagaemyh kratnosti 1 dlØ razbieniæ i kompoziciæ sovpada¸t.

Otmetim, qto rassmatrivaemyæ sluqaæ m ∼ An^α, α < 1/2, ves~ma dalek ot sluqaænyh kompoziciæ bez fiksacii qisla slagaemyh, poskol~ku v sluqaænoæ kompozicii qislo slagaemyh

m ∼ n/2 ≫ n^α. Rezul~taty Sffvedß i Hitqenko [5] da¸t osno-

vanie polagat~, qto pri otsutstvii fiksacii qisla slagaemyh doli qisla slagaemyh fiksirovannoæ kratnosti ne ime¸t predela.

4. Dokazatel~stva

DlØ provedeniØ dokazatel~stv my rassmotrim bol~xoæ ansambl~ razbieniæ, t. e. mnoßestvo razbieniæ proizvol~nogo celogo qisla P = ∪^∞_{n=0}P(n), snabßennoe semeæstvom veroØtnostnyh mer μ_x, x ∈ (0, 1), opredelennyh ravenstvom μ_x({λ}) = 1 F (x) ∏ k¿1^x krk(λ),

274 ı. V. ˚KUBOVIQ gde r_k(λ) — qislo slagaemyh k v razbienii λ, a normiru¸wiæ mnoßitel~ F (x) opredelØetsØ uravneniem (1). Netrudno proverit~, qto mera μ_x — veroØtnostnaØ mera pri vseh x ∈ (0, 1) (sm. [3, 6]). Pri takom opredelenii uslovnye mery na sloØh P(n) sovpada¸t s ravnomernymi merami, a sluqaænye veliqiny r_k nezavisimy. DlØ togo qtoby sdelat~ razbieniØ qisla n naibolee veroØtnymi, nußno vybrat~

x = x(n) = 1 − π √ 6n . (5)

Pri takom vybore x mera mnoßestva P(n) okazyvaetsØ dostatoqno bol~xoæ:

μ_xP(n) = x^np(n) > Cn^{−3/4} (6)

pri nekotorom C > 0, sm. [3].

Dokazatel~stvo teoremy 1. Oboznaqim qerez Exρ i Varx ρ so-

otvetstvenno matematiqeskoe oßidanie sluqaænoæ veliqiny ρ i ee dispersi¸, vzØtye po otnoxeni¸ k mere μ_x.

Pust~ P (x, t, ε) oboznaqaet mnoßestvo razbieniæ λ, u kotoryh diagramma ınga v toqke t/(1−x) ne sil~no otliqaetsØ ot svoego srednego otnositel~no mery μ_x, a toqnee P (x, t, ε) = { λ ∈ P : | |φ_j (t/(1 − x); λ)/E_xφ_j (t/(1 − x)) − 1 | | < ε}. Preßde vsego my pokaßem, qto pri vseh t > 0, ε > 0 i x, dostatoqno blizkih k 1, μ_x ( P (x, t, ε) ) > 1 − ε, (7) t. e. qto v bol~xom ansamble razbieniæ vypolnØetsØ analog teoremy 1.

Napomnim, qto φ_j (t; λ) = j ∑ k>t 1_{rk(λ)=j} . Pofftomu

Ex1r_k=j = (1 − x^k)x^{kj} = x^{kj} − x^{k(j+1)},

Var_x 1_{rk=j} = x^{kj} − x^{k(j+1)} − x^{2kj} + 2x^{k(2j+1)} − x^{2k(j+1)}.

Pofftomu pri x → 1 Exφj (t/(1 − x)) = j^∑_{k>t/(1−x)}^(x^{kj} − x^{k(j+1))} = = j x^{([t/(1−x)]+1)j} 1 − x^j − jx^{([t/(1−x)]+1)(j+1)} 1 − x^{j+1} ∼ ∼ 1 1 − x e^{−jt} − j (j + 1)(1 − x) e^{−(j+1)t}.

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 275 Analogiqno,

Var_x φ_j (t/(1 − x)) = j^2 ∑ k>t/(1−x) Var_x 1_{rk=j} ∼ 1 1 − x g(t), gde g — nekotoraØ funkciØ, ne zavisØwaØ ot x. PrimenØØ neravenstvo Qebyxeva, ubeßdaemsØ, qto (7) vypolneno pri x blizkih k 1.

Tem ne menee, dlØ dokazatel~stva teoremy v malom ansamble nam nußno bolee sil~noe utverßdenie: pri vseh ε > 0 i x, dostatoqno blizkih k 1, μ_x ( P \ P (x, t, ε) ) 6 e^{−c/(1−x)}, (8) gde c = c(ε) > 0, t. e. spravedliv rezul~tat tipa principa bol~- xih ukloneniæ. StandartnaØ tehnika poluqeniØ takih ocenok sledu¸waØ. Pri l¸byh u > 0

μ_x{λ : φ_j (t/(1 − x); λ) > (1 + ε)E_xφ_j(t/(1 − x))} =

= μ_x{λ : exp ( u 2 φ_j(t/(1 − x); λ) ) > exp^{( u}_2 (1 + ε)Exφj(t/(1 − x))}^) 6

6 E^{x exp} ( uφ_j (t/(1 − x)) ) exp ( u(1 + ε)E_xφ_j (t/(1 − x))

) (9)

v silu neravenstva Qebyxeva. Qislitel~ posledneæ drobi moßet byt~ legko ocenen:

Ex exp^(uφj(t/(1 − x))^) =^∏_{k>t/(1−x)} Ex exp ju1r_k=j = = ∏ k>t/(1−x) ( 1 + (e^{ju} − 1)(x^{kj} − x^{k(j+1)})

                    ) 6

6 exp^((e^{uj} − 1)^∑_{k>t/(1−x)}(x^{kj} − x^{k(j+1)})^) 6

6 2 exp^((e^{uj} − 1)^{( e−jt}_{1 − xj} −^{e−(j+1)t}_{1 − xj+1}^{))}.

PodstavlØØ ffto neravenstvo v (9), nahodim, qto nailuqxaØ ocenka poluqaetsØ pri u =^{log(1+ε)}_j i qto ona imeet vid (8) pri nekotorom c > 0, zavisØwem, razumeetsØ, ot ε, t i j.

Ocenka dlØ μ_x{λ : φ_j (t/(1 − x); λ) 6 (1 − ε)E_xφ_j (t/(1 − x))} poluqaetsØ analogiqno.

276 ı. V. ˚KUBOVIQ

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ zametit~, qto μ^n sovpadaet s uslovnoæ meroæ μ_x | |_{P(n)} pri vseh x i, v qastnosti, pri

x = x_n, kotoryæ opredelen uravneniem (5), i pofftomu μ^n { λ ∈ P(n) : | |φ_j (t/√n; λ)/√n − φ^∗_j (t) | | > ε} 6 6^{μxn} ( P(n) ∩ P (x_n, t, ε^π√_6 ) ) μ_{xn} P(n) 6 μ_{xn} P (x_n, t, ε^{π√}_6 ) μ_{xn} P(n) . Iz fftogo neravenstva i neravenstva (6) sleduet utverßdenie teoremy. �

DlØ otraßeniØ zavisimosti m ot n neobhodimo rassmatrivat~ dvuparametriqeskoe semeæstvo mer na P: μ_{x,y}({λ}) = 1 F (x, y) ∏ k¿1^{(yx} k)^{rk(λ)}, gde F (x, y) = ∑ n,m¿0^{p(n, m)x} ny^m = ∏ k¿1 1 1 − yx^k , sm. [6]. Zdes~ p(n, m) — koliqestvo razbieniæ qisla n na m slagaemyh. Analogiqno predyduwemu sluqa¸, mera μ_{x,y} est~ vypuklaØ kombinaciØ mer μ^{n,m}: μ_{x,y} = 1 F (x, y) ∑ n,m¿0^{p(n, m)x} ny^m μ^{n,m}. DlØ maksimizacii μ_{x,y}(P(n, m)) neobhodimo vybrat~ x =

x(n, m) i y = y(n, m), ØvlØ¸wiesØ rexeniem sistemy

Li_2 y = n(1 − x)^2,

− log(1 − y) = m(1 − x),

(10)

sm. [8]. Pri razliqnyh otnositel~nyh skorostØh rosta n i m rexenie sistemy (10) imeet razliqnu¸ asimptotiku. Esli m i n rastut i svØzany sootnoxeniem m ∼ An^α, to pri α < 1/2 dlØ poluqeniØ sootvetstvu¸wih rezul~tatov v bol~xom ansamble nado brat~ x ∼ (1 − m/n) → 1 i y ∼ m^2/n → 0; pri fftom x i y svØzany sootnoxeniem

y ∼ A^{1/(1−α)}(1 − x)^{(1−2α)/(1−α)}. (11)

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 277 V sluqae α = 1/2 poluqaem y → y_A, gde y_A — rexenie uravneniØ

A^2 Li_2 y = log^2(1 − y),

a x ∼ 1 + log(1 − y_A)/m → 1. Ispol~zuØ ocenki raboty [8], moßno pokazat~, qto pri takom vybore x i y dlØ dostatoqno bol~xih n

i m 6 A^√n pri nekotoroæ konstante c > 0 vypolneno neravenstvo μ_{x,y} ( P(n, m) ) >^c_n . (12)

Dokazatel~stvo teoremy 2. Dokazatel~stvo praktiqeski ana-

logiqno predyduwemu sluqa¸, za iskl¸qeniem togo, qto neobhodimo uqityvat~ svØz~ x i y, pofftomu my lix~ nametim osnovnye xagi. Oboznaqim E_{x,y}ρ matematiqeskoe oßidanie sluqaænoæ veliqiny ρ, vzØtoe po otnoxeni¸ k mere μ_{x,y}.

Preßde vsego otmetim, qto pri x → 1 Ex,yφj (t/(1 − x)) = j^∑_{k>t/(1−x)}^(y^j x^{kj} − y^{j+1}x^{k(j+1))} = = jy^j x^{([t/(1−x)]+1)j} 1 − x^j − jy^{j+1}x^{([t/(1−x)]+1)(j+1)} 1 − x^{j+1} ∼ ∼ y^j 1 − x e^{−jt} − jy^{j+1} (j + 1)(1 − x) e^{−(j+1)t}. PrimenØØ rassußdeniØ, analogiqnye privedennym pri dokazatel~stve teoremy 1, pri x → 1 i y → y_A (t. e. v sluqae α = 1/2) poluqaem ocenku μ_{x,y} { λ ∈ P : | |(1−x)φ_j (t/(1−x); λ)−(y^j_Ae^{−jt}− jy^{j+1A} j + 1 e^{−(j+1)t} )| > ε

} 6

6 e^{−c(ε,t,A)/(1−x)}, gde c(ε, t, A) > 0 ne zavisit ot x. Pri x → 1 i y → 0 takim obrazom, qto vypolneno (11) (sluqaæ α < 1/2), poluqaem ocenku μ_{x,y} { λ ∈ P : | |(1 − x)^1�^{2α}1�α^{j−1}φ_j (t/(1 − x); λ) − A^j1�α e^{−jt}| > ε} 6 6 exp^(−c(ε, t, A)y^j /(1 − x)^) = exp^(−c(ε, t, A)(1 − x)^{1�2α1�α j−1)}. Pofftomu v bol~xom ansamble pri α 6 1/2 i j <^{1−α}_{1−2α} mera razbieniæ, u kotoryh normirovannoe znaqenie φ_j (t/(1−x)) otliqaetsØ

278 ı. V. ˚KUBOVIQ ot svoego srednego znaqeniØ bol~xe qem na ε, takße ffksponencial~no ubyvaet. RassmatrivaØ v kaqestve x i y rexenie sistemy (10) i rassußdaØ tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 1, vidim, qto neravenstvo (12) vleqet utverßdenie punktov 1 i 2i teoremy.

Dokazatel~stvo punkta 2ii trebuet nebol~xoæ modifikacii privedennyh rassußdeniæ, hotØ obwaØ ideØ ostaetsØ takoæ ße. Preßde vsego otmetim, qto dostatoqno dokazat~ utverßdenie teoremy tol~ko pri t = 0, poskol~ku funkcii φ_j (t; λ) ne vozrasta¸t pri vseh λ. Krome togo, my moßem sqitat~, qto y 6 1/2, poskol~- ku nas interesuet sluqaæ y → 0. Pofftomu, ispol~zuØ neravenstvo

1 − z > e^{−2z}, spravedlivoe pri z ∈ [0, 1/2], poluqaem μ_{x,y}{λ ∈ P : φ_j(0, λ) = 0} = μ_{x,y}{λ ∈ P : ∀k > 1 r_k(λ) ≠ j} = = ∏ k¿1 ( 1 − (1 − yx^k)y^j x^{kj} ) > exp^(−2^∑_k

¿1^{(1 − yx} k)y^j x^{kj} ) =

= exp ( − 2x^jy^j 1 − x^j + 2x^{j+1}y^{j+1} 1 − x^{j+1} ) > exp^(−^{2xjyj}_{1 − xj}^).

Pofftomu μ_{x,y}{λ ∈ P : φ_j (0, λ) > 1} = 1 − μ_{x,y}{λ ∈ P : φ_j(0, λ) = 0} 6 6 1 − exp^(−^{2xjyj}_{1 − xj}^).^{(13)}

Pri j >^{2−α}_{1−2α} , x i y, ØvlØ¸wihsØ rexeniem sistemy (10), i

n, m → ∞ tak, qto m ∼ An^α, pokazatel~ ffksponenty v neraven-

stve (13) stremitsØ k nul¸. Poskol~ku μ^{n,m}{λ ∈ P(n, m) : φ_j (0; λ) > 1} = = μ_{x,y} ( {λ ∈ P : φ_j (0; λ) > 1} ∩ P(n, m) ) μ_{x,y}P(n, m) 6 6^{μx,y{λ ∈ P : φj (0; λ)} >^{1}} μ_{x,y}P(n, m) pri l¸byh dopustimyh x i y, v qastnosti pri x i y, ØvlØ¸wihsØ rexeniem sistemy (10), to, ispol~zuØ neravenstva (12) i (13), poluqaem μ^{n,m}{λ ∈ P(n, m) : φ_j (0; λ) > 1} 6 cn^{(2α−1)j+2−α},

O SOVPADENII PREDEL^NYH FORM 279 gde konstanta c poloßitel~na. �to neravenstvo dokazyvaet utverßdenie teoremy. �

Pereædem k kompoziciØm. Zametim, qto kaßdomu razbieni¸

λ ∈ P(n, m) sootvetstvuet m!/ ∏ k r_k(λ)! kompoziciæ. �to daet voz-

moßnost~ opredelit~ sootvetstvu¸wu¸ meru na bol~xom ansamble razbieniæ P: ν_{x,y}({λ}) = e^{− xy1}�^x ∏ (xky)rk (λ) r_k(λ)! . �ta mera ØvlØetsØ vypukloæ kombinacieæ mer ν^{n,m}: ν_{x,y} = e^{− xy1}�^x ∑ n,m¿0 1 m! ( n − 1 m − 1 ) x^ny^mν^{n,m}. Otmetim, qto smexat~ mery ν^n takim obrazom, qtoby kratnosti slagaemyh r_k byli by vzaimno nezavisimy, nel~zØ. FiksaciØ qisla slagaemyh daet taku¸ vozmoßnost~, odnako uslovnaØ mera na mnoßestve P(n) razbieniæ qisla n ne budet sovpadat~ s

ν^n. Drugimi slovami, uslovnye mery ν_{x,y} | |_{P(n,m)} vhodØt v meru ν_{x,y} | P(n) s vesami, otliqnymi ot teh, s kotorymi ν

n,m vhodØt v

ν^n, i ffto otliqie nel~zØ sdelat~ nesuwestvennym podborom pa-

rametrov x i y.

My ne privodim dokazatel~stva teoremy 3, poskol~ku ono analogiqno dokazatel~stvu predyduwih teorem. Otmetim lix~, qto dlØ poluqeniØ maksimal~nogo vklada mer ν^{n,m} v vypuklu¸ kombinaci¸ pri roste n i m ∼ An^α neobhodimo vybirat~

x = 1 − m/n = 1 − An^{α−1} i y = m^2/n = A^2n^{2α−1}. Primenenie

formuly Stirlinga pokazyvaet, qto pri α < 1/2 ν_{x,y} ( P(n, m) ) > c n dlØ fiksirovannogo c > 0. AnalogiqnaØ ocenka, vidimo, verna i pri α = 1/2. Esli ße α > 1/2, to ν_{x,y} ( P(n, m) ) naqinaet ffksponencial~no ubyvat~, qto delaet nevozmoßnym primenenie naxego metoda dokazatel~stva. Krome togo, tot fakt, qto y → ∞, delaet zatrudnitel~nym nahoßdenie predel~noæ formy φ_j daße v bol~xom ansamble. Vopros o rassloenii predel~noæ formy dlØ kompoziciæ pri takom sootnoxenii skorosteæ rosta n i m ostaetsØ otkrytym. Rezul~taty, poluqennye v rabote [5], da¸t osnovanie dumat~, qto otvet ne budet takim prostym, kak dlØ rosta m < A √ n.

280 ı. V. ˚KUBOVIQ Literatura

1. S. Corteel, B. Pittel, C. D. Savage, H. S. Wilf, On the multiplicity of parts in a random partition. — Random Structures Algorithms 14, No. 2 (1999), 185–197.

2. P. Erdős, J. Lehner, The distribution of the number of summands in the partitions of a positive integer. — Duke Math. J. 8 (1941), 335–345.

3. B. Fristedt, The structure of random partitions of large integers. — Trans. Amer.

Math. Soc. 337, No. 2 (1993), 703–735.

4. H. Gupta, On an asympltotic formula in partitions. — Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A. 16 (1942), 101–102.

5. P. Hitczenko, C. D. Savage, On the multiplicity of parts in a random composition of a large integer. — SIAM J. Discrete Math., to appear.

6. A. Verxik, StatistiqeskaØ mehanika kombinatornyh razbieniæ i ih

predel~nye konfiguracii. — Funkc. anal. i ego pril. 30, ˝ 2 (1996),

19–30.

7. A. Verxik, Predel~noe raspredelenie ffnergii kvantovogo ideal~nogo gaza

s toqki zreniØ teorii razbieniæ natural~nyh qisel. — UMN 52, ˝ 2

(1997), 139–146.

8. A. Vershik, Yu. Yakubovich, Limit shape and fluctuations of random partitions of naturals with fixed number of summands. — Moscow Math. J. 1, No. 3 (2001), 457–468.

9. A. Verxik, ı. ˚kuboviq, Asimptotika ravnomernoæ mery na simplek-

sah, sluqaænye kompozicii i razbieniØ. — Funkc. anal. i ego pril. 37,

˝ 4 (2003), 39–48.

10. G. �ndr¸s, TeoriØ razbieniæ. Nauka, M., 1982.

Yakubovich Yu. V. On the coincidence of limit shapes for integer partitions and compositions, and a slicing of Young diagrams.

We consider a slicing of Young diagrams into slices associated with summands that have equal multiplicities. It is shown that for the uniform measure on all partitions of an integer n, as well as for the uniform measure on partitions of an integer n into m summands, m ∼ An^α, α 6 1/2, all slices after rescaling concentrate around their limit shapes. The similar problem is solved for compositions of an integer n into m summands. These results are applied to explain why limit shapes of partitions and compositions coincide in the case α < 1/2.

Postupilo 14 marta 2004 g.

S-.Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: yuyakub@mail.ru