Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 307, 2004 g.

M. �meri

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE`: OT TEORII VERXIKA K BROUNOVSKOMU DVIȷENIı QEREZ IDEI CIREL^SONA

D’infinis tirages ne nécessitent pas, comme les ignorant le supposent, un temps infini; il suffit en réalité que le temps soit infiniment subdivisible.

J. L. Borges, La loterie à Babylone.*

Kinematika izuqaet geometriqeski vse vozmoßnye dvißeniØ v ramkah dannogo prostranstva-vremeni. Tak i teoriØ martingalov, podlinnaØ kinematika teorii veroØtnosteæ, interesuetsØ vsemi vozmoßnymi ffvol¸ciØmi vo vremeni veroØtnosteæ buduwih sobytiæ. So vremeni osnovaniØ teorii martingalov Dß. Dubom bolee xestidesØti let nazad izvestno, qto estestvennymi ramkami dlØ nee ØvlØetsØ veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ. Req~ idet o veroØtnostnom prostranstve, na kotorom zadano vozrasta¸wee semeæstvo F = (F_n)_{n∈I} σ-algebr, nazyvaemoe fil~tracieæ. Simvol I oboznaqaet uporØdoqennoe mnoßestvo, igra¸wee rol~ osi vremeni. PonØtie fil~tracii formalizuet process postepennogo nakaplivaniØ informacii: sobytiØ iz σ-algebry F_n interpretiru¸tsØ kak sobytiØ, pro kotorye v moment vremeni n my znaem navernØka, proizoxli oni ili net.

Michel Émery. Espaces probabilisés filtrés: de la théorie de Vershik au mouvement brownien, via les idées de Tsirelson. Séminaire BOURBAKI, 53 année, 2000–2001, no. 882, Novembre 2000. Perevod s francuzskogo N. V. Cileviq. PublikaciØ

russkogo perevoda osuwestvlena s l¸beznogo soglasiØ avtora.

*“Neveßdy predpoloßat, qto beskoneqnye ßereb~evki trebu¸t beskoneqnogo vremeni; na samom ße dele dostatoqno togo, qtoby vremØ poddavalos~ by beskoneqnomu deleni¸”. H. L. Borhes. LotereØ v Vavilone. (Perevod V. Kulaginoæ-˚rcevoæ.) 236

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 237 V teorii martingalov s diskretnym vremenem za os~ vremeni I obyqno prinimaetsØ mnoßestvo N natural~nyh qisel. InaØ situaciØ imeet mesto v sluqae tak nazyvaemyh obratnyh martingalov, gde I = −N. Dub pokazal, qto obratnye martingaly vedut sebØ prowe, qem obyqnye martingaly, no okolo tridcati let nazad A. M. Verxik obnarußil, qto v protivopoloßnost~ sluqa¸ I = N opisanie fil~traciæ pri I = −N privodit k soverxenno neoßidannym i protivoreqawim intuicii ØvleniØm v okrestnosti −∞.

DlØ opredelennosti rassmotrim fil~traci¸ F = (F_n)_n6_0, dlØ kotoroæ σ-algebra ∩_nF_n ØvlØetsØ gruboæ (t.e. vse prinadleßawie eæ sobytiØ ime¸t veroØtnost~ nol~ ili edinica) i pri kaßdom n σ-algebra F_n poroßdena σ-algebroæ F_{n−1} i nezavisimym ot F_{n−1} sobytiem veroØtnosti^1_2 (inymi slovami, nikakoe netrivial~noe sobytie ne ØvlØetsØ iznaqal~no izvestnym, i mnoßestvo izvestnyh sobytiæ v kaßdyæ celyæ moment vremeni popolnØetsØ rezul~tatom podbrasyvaniØ monety, osuwestvlennogo nezavisimo ot proxlogo). Pri fftih predpoloßeniØh estestvenno oßidat~, qto suwestvuet takaØ posledovatel~- nost~ podbrasyvaniæ monety, osuwestvlØemyh v celye momenty vremeni naqinaØ s −∞, qto σ-algebra F_n opisyvaet rezul~taty nabl¸deniæ, poluqennye do momenta vremeni n. Odnako Verxik, v qastnosti,

• pred¨Øvil kontrprimery (veroØtnostnye prostranstva s fil~tracieæ, kotorye on nazval nestandartnymi);

• privel neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie standartnosti veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ;

• dokazal teoremu o lakunarnom izomorfizme: vsØkoe vero- Øtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ opisannogo tipa, ne ØvlØ¸weesØ standartnym, moßno prevratit~ v standartnoe s pomow~¸ zameny vremeni, t.e. gruppiruØ posledovatel~no postupa¸wu¸ informaci¸ v pakety: suwestvuet strogo vozrasta¸waØ podposledovatel~nost~

ν : −N → −N i nezavisimye sluqaænye veliqiny (U_n)_n6_0,

takie, qto pri kaßdom n σ-algebra F_{ν(n)} poroßdena semeæstvom {U_m, m 6 n}.

�ti idei Verxika ostavalis~ neizvestnymi zapadnym specialistam po teorii veroØtnosteæ vplot~ do 90-h godov, kogda B. Cirel~son i drugie ispol~zovali ih dlØ togo, qtoby postro-

238 M. �MERI it~, ko vseobwemu izumleni¸, veroØtnostnu¸ meru, ffkvivalentnu¸ mere Vinera, no taku¸, qto novoe veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ ne izomorfno vinerovskomu prostranstvu. �to vnov~ privleklo interes k voprosam o brounovskih fil~- traciØh, postavlennyh M. `orom bolee dvadcati let nazad; a takße pobudilo Verxika napisat~ obzor [24] svoih staryh rabot na fftu temu, kotorym my mnogo pol~zovalis~ pri napisanii fftogo doklada.

Zatem Cirel~son [20] vvel novyæ invariant, u¸tnost~, kotoryæ pozvolil dokazat~, qto veroØtnostnoe prostranstvo s fil~- tracieæ, svØzannoe s processom Uolxa (raznovidnost~¸ brounovskogo dvißeniØ so znaqeniØmi v zvezde, obrazovannoæ po kraæneæ mere tremØ poluprØmymi, ishodØwimi iz odnoæ toqki), takße ne izomorfno vinerovskomu. �ti idei v nastoØwee vremØ rasprostranØ¸tsØ sredi specialistov po teorii veroØtnosteæ, rezul~tatom qego ØvlØetsØ poØvlenie bol~xogo koliqestva rabot, o kotoryh my nemnogo pogovorim v konce doklada.

1. OboznaqeniØ i opredeleniØ

VeroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ sostoit iz mnoßestva Ω, vozrasta¸wego semeæstva F = (F_n)_n6_0, nazyvaemogo fil~tracieæ, σ-algebr podmnoßestv mnoßestva Ω i veroØtnostnoæ mery P, zadannoæ na σ-algebre F_0 (a sledovatel~no, i na vseh F_n)^1. My vsegda predpolagaem, qto σ-algebra F_0 (a sledovatel~no, i vse F_n) suwestvenno separabel~na, t.e. poroßdena, s toqnost~¸ do prenebreßimyh sobytiæ, sqetnym semeæstvom sluqaænyh veliqin ili daße odnoæ sluqaænoæ veliqinoæ. (Voobwe, kogda my govorim, qto σ-algebra ili fil~traciØ qem-to poroßdena, podrazumevaetsØ, qto ffto verno s toqnost~¸ do prenebreßimyh sobytiæ.)

Mnoßestvo −N igraet rol~ osi vremeni. DiskretnaØ, no ne vpolne uporØdoqennaØ struktura fftogo mnoßestva ØvlØetsØ prosteæxeæ iz struktur, v kotoryh mogut nabl¸dat~sØ ØvleniØ, otkrytye Verxikom. V teorii brounovskogo dvißeniØ vmesto −N rol~ osi vremeni budet igrat~ mnoßestvo R_+.

1V teorii veroØtnosteæ mera Ptradicionno zadaetsØ na tak nazyvaemoæ “ob¨eml¸weæ” σ-algebre, kotoraØ moßet byt~ grubee F0; nam budet dostatoqno ispol~zovat~ uprowennoe opredelenie.

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 239 Na intuitivnom urovne veroØtnostnoe prostranstvo s fil~- tracieæ opisyvaet ffvol¸ci¸ veroØtnosteæ vo vremeni po mere postupleniØ informacii. �ta ffvol¸ciØ sama ØvlØetsØ sluqaænoæ — v moment vremeni n veroØtnost~ sobytiØ E est~ sluqaænaØ veliqina, ravnaØ uslovnoæ veroØtnosti^2 P[E|F_n]; σ-algebra

F_n soderßit sobytiØ, veroØtnost~ kotoryh v moment vremeni n

moßet prinimat~ tol~ko ffkstremal~nye znaqeniØ 0 i 1, iskl¸- qaØ vse promeßutoqnye znaqeniØ; a “qernovaØ”, ne sluqaænaØ veroØtnost~ P predstavlØet soboæ sostoØnie naxih znaniæ — ili naxego neznaniØ — do naqala ffvol¸cii.

Esli (Ω, F, P) — veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, to mnoßestvo F_0/P, sostoØwee iz klassov ffkvivalentnosti sobytiæ iz F_0 otnositel~no ravenstva poqti navernoe, est~ (abstraktnaØ) σ-algebra s veroØtnostnoæ meroæ; izomorfizm meßdu dvumØ veroØtnostnymi prostranstvami s fil~tracieæ (Ω, F, P) i

(Ω̄, F̄,P̄) est~ biekciØ Ψ meßdu F_0/Pi F̄_0/P̄, sohranØ¸waØ struk-

turu σ-algebr s veroØtnostnoæ meroæ, takaØ, qto dlØ l¸bogo

n ∈ −N i l¸bogo E ∈ F_0 uslovie E ∈ F_n ⇐⇒ Ψ(E) ∈ F̄_n vypolnØ-

etsØ s toqnost~¸ do prenebreßimyh mnoßestv. Takim obrazom, ffti izomorfizmy prodolßa¸tsØ na prostranstva L^0(Ω, F, P) i

L^0(Ω̄, F̄,P̄) klassov ffkvivalentnosti sluqaænyh veliqin otnosi-

tel~no ravenstva p.n.

DlØ prostoty ograniqimsØ rassmotreniem naibolee fflementarnoæ iz situaciæ, izuqennyh Verxikom, a imenno veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ (Ω, F, P), udovletvorØ¸wego sledu¸wim dvum predpoloßeniØm^3:

AsimptotiqeskaØ grubost~: “ishodnaØ σ-algebra” F_{−∞} = ∩_nF_n ØvlØetsØ gruboæ (soderßit tol~ko sobytiØ veroØtnosti 0 i 1; drugaØ formulirovka: dlØ vsØkogo sobytiØ E vypolneno ravenstvo P[E|F_{−∞}] = P[E]).

Diadiqnost~: dlØ vsØkogo n 6 0 suwestvuet takaØ sluqaænaØ veliqina X_n, prinima¸waØ kaßdoe iz dvuh znaqeniæ −1 i 1 s veroØtnost~¸^1_2 i ne zavisØwaØ ot F_{n−1}, qto F_n est~ naimen~xaØ σ-algebra, soderßawaØ F_{n−1} i sobytiØ {X_n = −1} i {X_n = 1}.

2Tehniqeski uslovnu¸ veroØtnost~ P[E|Fn] moßno opredelit~ kak plotnost~ Radona–Nikodima mery F → P(E ∩ F ) na σ-algebre Fn otnositel~no ograniqeniØ mery Pna Fn.

3V sovokupnosti ffti predpoloßeniØ oznaqa¸t, qto F obladaet svoæstvom prognoziruemosti otnositel~no igry v orlØnku.

240 M. �MERI

Postavlennyæ Verxikom vopros formuliruetsØ sledu¸wim obrazom: dostatoqno li fftih dvuh usloviæ dlØ togo, qtoby oharakterizovat~ veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ

(Ω, F, P) s toqnost~¸ do izomorfizma? Oqevidnym primerom,

udovletvorØ¸wim fftim usloviØm, ØvlØetsØ estestvennoe prostranstvo igry v orlØnku; no suwestvu¸t li drugie?

ZamenØØ os~ vremeni −N na {0, 1, . . . , N } ili N, my poluqim analogiqnyæ i gorazdo bolee prostoæ vopros, otvet na kotoryæ budet poloßitelen prosto potomu, qto fil~traciØ F budet v fftom sluqae poroßdena processom X. No v sluqae, kogda os~ vremeni est~ −N, takoe rassußdenie ne prohodit. Rassmotrim, naprimer, process Y = (Y_n)_n6_0, poroßdennyæ igroæ v orlØnku (t.e. nezavisimye sluqaænye veliqiny Y_n, prinima¸wie znaqeniØ ±1 s veroØtnost~¸^1_2 ). Pust~ F — fil~traciØ, poroßdennaØ Y , i X_n = Y_{n−1}Y_n. Process X takße ØvlØetsØ igroæ v orlØnku, F i X udovletvorØ¸t privedennym vyxe usloviØm, odnako X ne poroßdaet F, poskol~ku sluqaænaØ veliqina Y_0, izmerimaØ otnositel~no F_0, ne zavisit ot processa X i, sledovatel~no, ne moßet byt~ funkcionalom ot sluqaænyh veliqin X_n.

V fftom primere, hotØ process X i ne poroßdaet σ-algebru F, veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ (Ω, F, P), poroßdennoe Y , tem ne menee izomorfno prostranstvu, poroßdennomu X, poskol~ku processy X i Y ime¸t odinakovye raspredeleniØ (oba ØvlØ¸tsØ igroæ v orlØnku). Privedem teper~ gorazdo bolee udivitel~nyæ primer, prinadleßawiæ Verxiku [24]. �to primer veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ (Ω, F, P), udovletvorØ¸wego dvum privedennym vyxe usloviØm, no ne poroßda¸wegosØ nikakoæ igroæ v orlØnku.

Primer. Rassmotrim posledovatel~nost~ (Mn)n60 sluqaænyh

veliqin, kaßdaØ iz kotoryh ravnomerno raspredelena na otrezke [0, 1], kotorye poluqa¸tsØ drug iz druga sledu¸wim obrazom. Pust~ nam izvestny znaqeniØ vseh M_m pri m 6 n. Qtoby poluqit~ M_{n+1}, podbrosim monetu i sohranim v desØtiqnoæ zapisi qisla M_n tol~ko qetnye ili neqetnye cifry v zavisimosti ot vypadeniØ orla ili rexki. V bolee nauqnyh terminah, M ØvlØetsØ stacionarnym markovskim processom s ravnomernym raspredeleniem na otrezke [0, 1] i perehodnymi veroØtnostØmi

0, d_1d_2d_3d_4d_5d_6. . . → { 0, d_1d_3d_5. . . s veroØtnost~¸^1_2 ,

0, d_2d_4d_6. . . s veroØtnost~¸^1_2 .

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 241 DlØ dannyh m 6 n 6 0 poloßim r = 2^{n−m} i M_m = 0, e_1e_2e_3e_4. . .; togda uslovnoe raspredelenie sluqaænoæ veliqiny M_n v moment vremeni m zadaetsØ sluqaænym vyborom odnogo iz r qisel

0, e_1e_{r+1}e_{2r+1}. . ., 0, e_2e_{r+2}e_{2r+2}. . . i tak dalee do 0, e_re_{2r} e_{3r}. . . s ve-

roØtnost~¸ 1/r. Poskol~ku ffti r qisel ØvlØ¸tsØ nezavisimymi sluqaænymi veliqinami s odinakovym ravnomernym raspredeleniem, iz zakona bol~xih qisel sleduet, qto ffto uslovnoe raspredelenie pri bol~xih r, t.e. pri m, stremØwemsØ k −∞, blizko k ravnomernomu, i asimptotiqeskaØ grubost~ sleduet iz markovskogo svoæstva. Diadiqeskiæ harakter fftogo primera oqeviden. ˚sno takße, qto igra v orlØnku, ispol~zovannaØ pri postroenii processa M , ne poroßdaet vsego prostranstva: naprimer, pervaØ cifra qisla M_0 ne zavisit ot fftoæ igry v orlØnku. Odnako gorazdo bolee tonkaØ zadaqa sostoit v tom, qtoby pokazat~, qto nikakaØ igra v orlØnku ne moßet porodit~ ffto veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ. Verxik vyvodit dokazatel~- stvo fftogo utverßdeniØ iz svoego “kriteriØ standartnosti” (i ocenok kombinatornogo haraktera). Qtoby sformulirovat~ fftot kriteriæ, nam ponadobitsØ neskol~ko opredeleniæ.

Opredelenie 1. Podfil~tracieæ fil~tracii F nazyvaetsØ

fil~traciØ E, takaØ, qto E_n ⊂ F_n pri l¸bom n ∈ −N.

GovorØt, qto fil~traciØ E pogrußena v veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ (Ω, F, P), esli E ØvlØetsØ podfil~tracieæ F i dlØ l¸bogo sobytiØ E ∈ E_0 i l¸bogo momenta vremeni

n ∈ −N uslovnye veroØtnosti P[E|E_n] i P[E|F_n] ravny (p.n.).

Opredelenie 2. Pust~ (Ω, E, P) i (^¯Ω,^¯F,^¯P) — dva veroØtnostnyh

prostranstva s fil~tracieæ. GovorØt, qto prostranstvo (Ω, E, P) pogrußaemo v (Ω̄, F̄,P̄), esli suwestvuet takaØ fil~traciØ Ē, pogrußennaØ v (Ω̄, F̄,P̄), qto veroØtnostnye prostranstva s fil~- tracieæ (Ω, E, P) i (Ω̄, Ē,P̄) izomorfny.

PonØtie pogrußaemosti formalizuet oqen~ prostu¸ ide¸, qasto neformal~no vyraßaemu¸ sledu¸wimi slovami: “PerehodØ pri neobhodimosti k bolee xirokomu prostranstvu, moßno predpoloßit~, qto...”.

Opredelenie 3. VeroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ

(Ω, F, P) nazyvaetsØ standartnym nepreryvnym prostranstvom,

esli suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ (U_n)_n6_0 nezavisimyh

242 M. �MERI sluqaænyh veliqin s nepreryvnymi^4 raspredeleniØmi, qto pri kaßdom n ∈ −N σ-algebra F_n poroßdena semeæstvom (U_m)_m6_n.

VeroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ (Ω, F, P) nazyvaetsØ standartnym, esli ono pogrußaemo v standartnoe nepreryvnoe prostranstvo.

Netrudno proverit~, qto l¸bye dva standartnyh nepreryvnyh prostranstva izomorfny (poskol~ku moßno vybrat~ sluqaænye veliqiny U_n, ravnomerno raspredelennye na otrezke [0, 1]); oqevidno, qto veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, izomorfnoe standartnomu, samo ØvlØetsØ standartnym; legko proverit~, qto veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, pogrußaemoe v standartnoe, samo ØvlØetsØ standartnym (poskol~ku ponØtie pogrußaemosti tranzitivno).

Esli (U_n)_n6_0 — posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin (neobØzatel~no s nepreryvnymi raspredeleniØmi) i F_n — σ-algebra, poroßdennaØ U_m pri m 6 n, to prostranstvo

(Ω, F, P) standartno. Takim obrazom, qtoby ustanovit~, qto pro-

stranstvo iz vyxeprivedennogo primera ne poroßdaetsØ nikakoæ igroæ v orlØnku, Verxiku bylo dostatoqno dokazat~, qto ono ne ØvlØetsØ standartnym. Niße my uvidim, kak ffto bylo sdelano.

Predloßenie 1. Pust~ (Ω, F, P) — standartnoe veroØtnostnoe

prostranstvo s fil~tracieæ, ν : −N → −N — vozrasta¸wee neograniqennoe otobraßenie i E — fil~traciØ, zadannaØ formuloæ E_n = F_{ν(n)}. Togda prostranstvo (Ω, E, P) standartno.

Dokazatel~stvo. DlØ qisla n, takogo, qto d = ν(n)−ν(n−1) > 2,

primenim izmerimu¸ v obe storony i sohranØ¸wu¸ meru Lebega biekci¸ meßdu [0, 1] i [0, 1]^d. �

Teorema o lakunarnom izomorfizme (teorema 3 niße) pokaßet, naskol~ko daleko ot istiny utverßdenie, obratnoe predloßeni¸ 1.

Sledu¸wee predloßenie pokazyvaet, qto standartnost~ est~ asimptotiqeskoe svoæstvo v okrestnosti n = −∞.

Predloßenie 2. Pust~ (Ω, F, P) — veroØtnostnoe prostran-

stvo s fil~tracieæ i m ∈ −N — fiksirovannyæ moment vremeni.

4T.e. P[Un = a] = 0 dlØ l¸bogo vewestvennogo a.

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 243

Poloßim F^{m]}n = F_{m∧n}. Esli prostranstvo (Ω, F^{m]}, P) standartno, to prostranstvo (Ω, F, P) takße standartno.

Dokazatel~stvo. Ne umalØØ obwnosti moßno sqitat~, qto su-

westvuet sluqaænyæ vektor (U_{m+1}, . . ., U_0), ne zavisØwiæ ot F_m i ravnomerno raspredelennyæ na [0, 1]^{|m|}. Togda dostatoqno poloßit~ G_n = F_n pri n 6 m i G_n = σ(F_m, U_{m+1}, . . ., U_n) pri m < n 6 0 i zametit~, qto prostranstvo (Ω, F, P) pogrußaemo v prostranstvo (Ω, G, P), kotoroe ØvlØetsØ standartnym. �

Zameqanie. Predloßenie 2 ostaetsØ v sile, esli zamenit~ fik-

sirovannyæ moment vremeni m na proizvol~nyæ moment ostanovki, t.e. taku¸ sluqaænu¸ veliqinu N so znaqeniØmi v −N (znaqenie −∞ zapreweno!), qto pri kaßdom n ∈ −N sobytie {N = n} prinadleßit σ-algebre F_n.

2. Kriteriæ Verxika

Preßde qem sformulirovat~ neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie standartnosti veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ, prinadleßawee Verxiku, neobhodimo vvesti neskol~ko ponØtiæ.

Esli (K, ρ) — kompaktnoe metriqeskoe prostranstvo, to mnoßestvo K^′ vseh veroØtnostnyh mer na K metrizuemo i kompaktno v slaboæ topologii (K^′ vkl¸qaetsØ v dvoæstvennoe prostranstvo k C(K)). �tu topologi¸ moßno opredelit~ pri pomowi metriki

ρ^′, zadavaemoæ formuloæ

ρ^′(μ, ν) = inf_λ ∫ K×K ρ(k_1, k_2)λ(dk_1, dk_2) = sup_f [∫ fdμ − ∫ fdν ] , gde infimum beretsØ po vsem veroØtnostnym meram λ na proizvedenii K ×K s marginal~nymi raspredeleniØmi μ i ν, a supremum — po vsem funkciØm f : K → R, takim, qto |f(k_1) − f(k_2)| 6

ρ(k_1, k_2) dlØ vseh k_1, k_2 ∈ K.

Pust~ (Ω, A, P) — veroØtnostnoe prostranstvo i (K, ρ) — kompaktnoe metriqeskoe prostranstvo. Oboznaqim qerez L(A, K) mnoßestvo vseh klassov ffkvivalentnosti otnositel~no mery P sluqaænyh veliqin na prostranstve (Ω, A) so znaqeniØmi v K. Esli B — σ-podalgebra v A, to uslovnoe raspredelenie sluqaænoæ veliqiny R ∈ L(A, K) otnositel~no σ-algebry B opredelØetsØ kak sluqaænaØ veliqina R^′ ∈ L(B, K^′), takaØ, qto dlØ kaßdogo borelevskogo mnoßestva G ⊂ K ravenstvo [R^′(ω)](G) = P[R ∈

244 M. �MERI

G|B](ω) vypolnØetsØ dlØ p.v. ω. Budem oboznaqat~ ffto uslovnoe

raspredelenie qerez L[R|B].

Esli teper~ dano veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ

(Ω, F, P) i kompaktnoe metriqeskoe prostranstvo (K, ρ), to dlØ

kaßdoæ sluqaænoæ veliqiny R ∈ L(F_0, K) moßno posledovatel~- no opredelit~ sluqaænye veliqiny

π_0R = R ∈ L(F_0, K),

π_{−1}R = L[π_0R|F_{−1}] ∈ L(F_{−1}, K^′),

π_{−2}R = L[π_{−1}R|F_{−2}] ∈ L(F_{−2}, K^{′′}) i t.d.

Oboznaqim qerez (K_n, ρ_n) n-¸ iteraci¸ prostranstva (K, ρ) otnositel~no preobrazovaniØ, perevodØwego (K, ρ) v (K^′, ρ^′). Takim obrazom, dlØ kaßdogo n 6 0 opredelena sluqaænaØ veliqina

π_nR ∈ L(F_n, K_n), kotoru¸ moßno nazvat~ iterirovannym prognozom sluqaænoæ veliqiny R v moment vremeni n.

Pri n < −1 fftot iterirovannyæ prognoz π_nR soderßit, voobwe govorØ, znaqitel~no bol~xe informacii, qem obyqnoe uslovnoe raspredelenie L[R|F_n]: poslednee ukazyvaet tol~ko sostoØnie v moment vremeni n prognoza otnositel~no znaqeniØ, prinimaemogo sluqaænoæ veliqinoæ R; v to vremØ kak π_nR soderßit takße predskazanie togo, kak sami ffti prognozy budut izmenØt~- sØ s teqeniem vremeni, i tak dalee vplot~ do n-go urovnØ. Qtoby proill¸strirovat~ ffto, rassmotrim, naprimer, tri nezavisimye (nepostoØnnye) sluqaænye veliqiny N , X_{−1} i X_0, gde N prinimaet znaqeniØ −1 i 0, a X_{−1} i X_0 ime¸t odinakovye raspredeleniØ. Predpoloßim, qto F_{−2} = σ(N ), F_{−1} = σ(N, X_{−1}) i

F_0 = σ(N, X_{−1}, X_0), i rassmotrim sluqaænu¸ veliqinu R = X_N .

SluqaænaØ veliqina L[R|F_{−2}], ØvlØ¸waØsØ konstantoæ, govorit tol~ko o tom, qto R ne zavisit ot F_{−2} i imeet to ße raspredelenie, qto X_{−1} i X_0. V to vremØ kak bolee informativnaØ veliqina π_{−2}R govorit o tom, qto pri N = −1 sluqaænaØ veliqina R budet polnost~¸ izvestna v moment vremeni −1, a pri

N = 0 sluqaænaØ veliqina R budet ewe absol¸tno neizvestna v

moment vremeni −1.

Teorema 1 (Kriteriæ Verxika). DlØ togo qtoby veroØtnost-

noe prostranstvo s fil~tracieæ (Ω, F, P) bylo standartnym, neobhodimo i dostatoqno, qtoby ono udovletvorØlo sledu¸wemu kriteri¸, v kotorom (K, ρ) est~ kompakt [0, 1] s obyqnoæ metri-

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 245

koæ. DlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny R ∈ L(F_0, K) suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ (μ_n)_n6_0, qto μ_n ∈ K_n pri l¸bom n i

E[ρn (πnR, μn)] stremitsØ k nul¸ pri n → −∞.

DlØ togo qtoby σ-algebra F_{−∞} byla gruboæ, neobhodimo i dostatoqno, qtoby uslovnye raspredeleniØ L[R|F_n] stanovilis~ determinirovannymi pri n → −∞. Kriteriæ Verxika, gorazdo bolee sil~noe uslovie, trebuet, qtoby iterirovannye prognozy

π_nR stanovilis~ determinirovannymi pri n → −∞.

ZameqaniØ. 1) Moßno sformulirovat~ kriteriæ Verxika, ne

ispol~zuØ Øvnym obrazom determinirovannu¸ posledovatel~- nost~ μ_n. Deæstvitel~no, pust~ X — sluqaænaØ veliqina so znaqeniØmi v (K, ρ). Oboznaqim qerez ξ ee raspredelenie, qerez ϕ funkci¸ k → E[ρ(X, k)] na K i nazovem razbrosom sluqaænoæ veliqiny X qislo

disp X = E[ϕ ∘ X] = ∫ ∫ K×K ρ(k_1, k_2)ξ(dk_1)ξ(dk_2).

Togda imeet mesto dvustoronnØØ ocenka

inf_{k∈K} E[ρ(X, k)] 6 disp X 6 2 inf_{k∈K} E[ρ(X, k)].

Takim obrazom, my poluqaem, qto kriteriæ Verxika ffkvivalenten sledu¸wemu uslovi¸: disp π_nR → 0 pri n → −∞ dlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny R ∈ L(F_0, K).

2) Kriteriæ ostaetsØ v sile, esli zamenit~ otrezok [0, 1] proizvol~nym beskoneqnym kompaktnym metriqeskim prostranstvom, a takße esli zamenit~ frazu “dlØ l¸boæ sluqaænoæ veliqiny R so znaqeniØmi v [0, 1]” na “dlØ l¸bogo prostranstva (K, ρ), gde K — koneqnoe mnoßestvo s metrikoæ ρ(k_1, k_2) =

δ_{{k1≠k2}}, i l¸boæ sluqaænoæ veliqiny R so znaqeniØmi v K”.

No Ø ne zna¸, poluqitsØ li ffkvivalentnoe uslovie, esli ograniqit~sØ rassmotreniem prostranstv K, sostoØwih tol~ko iz dvuh toqek, t.e. zamenit~ sluqaænye veliqiny R sobytiØmi iz σalgebry F_0. (�to uslovie zavedomo ffkvivalentno kriteri¸ Verxika, esli suwestvuet moment ostanovki N > −∞ i sluqaænaØ veliqina, izmerimaØ otnositel~no F_0, ne zavisØwaØ ot F_N i ime¸waØ nepreryvnoe raspredelenie; no, naprimer, v diadiqeskom sluqae prostranstvo ne udovletvorØet fftomu uslovi¸.)

246 M. �MERI

Neobhodimost~ kriteriØ Verxika (kotoraØ ispol~zuetsØ dlØ dokazatel~stva togo, qto prostranstvo iz vyxeprivedennogo primera ne ØvlØetsØ standartnym) netrudno proverit~ pri pomowi sledu¸wih treh rassußdeniæ:

a) Ustoæqivost~ otnositel~no pogrußeniæ. Esli fil~traciØ

F pogrußena v prostranstvo (Ω, G, P) i ffto prostranstvo udovletvorØet kriteri¸ Verxika, to prostranstvo (Ω, F, P) takße emu udovletvorØet. �to nemedlenno sleduet iz togo, qto pri pogrußenii iterirovannye prognozy π_nR sluqaænoæ veliqiny R, izmerimoæ otnositel~no F_0, vyqislennye v fil~traciØh F i G, sovpada¸t. Pofftomu dlØ togo qtoby pokazat~, qto l¸boe standartnoe prostranstvo udovletvorØet kriteri¸, dostatoqno dokazat~, qto emu udovletvorØet l¸boe prostranstvo, poroßdennoe processom (U_n)_n6_0, sostoØwim iz nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Takim obrazom, my prihodim k sluqa¸ F_n = σ(U_m , m 6 n).

b) Robastnost~ prognoza. Esli R i S — F_0-izmerimye slu-

qaænye veliqiny so znaqeniØmi v K = [0, 1], to, ispol~zuØ opredelenie metriki ρ^′, netrudno proverit~, qto vypolnØetsØ neravenstvo E[ρ_n (π_nR, π_nS)] 6 E[ρ(R, S)] (toqnee, process

(ρ_n(π_nR, π_nS))_n6_0 ØvlØetsØ submartingalom, no nam ffto ne pona-

dobitsØ). Pri dokazatel~stve togo, qto π_nR blizko k konstante pri dostatoqno malom n, ffto neravenstvo pozvolØet ograniqit~- sØ sluqaænymi veliqinami R iz plotnogo podmnoßestva mnoßestva L(F_0, K).

c) Prognoz funkcionala innovaciæ. V kaqestve plotnogo pod-

mnoßestva mnoßestva L(F_0, K) voz~mem mnoßestvo sluqaænyh veliqin vida f(U_{n+1}, . . ., U_0), gde n 6 0 i f : R^{|n|} → K — borelevskaØ funkciØ; ego plotnost~ sleduet iz klassiqeskoæ teoremy Duba o martingalah (I = N). Esli R — sluqaænaØ veliqina ukazannogo vida, to po indukcii nemedlenno poluqaem, qto pri kaßdom m ∈ {n, . . ., 0} iterirovannyæ prognoz π_mR imeet vid

g_m(U_{n+1}, . . ., U_m), gde g_m : R^{m−n} → K_m — borelevskaØ funkciØ

(imenno v fftom meste ispol~zuetsØ nezavisimost~ sluqaænyh veliqin U_l). V qastnosti, pri m = n my vidim, qto sluqaænaØ veliqina π_nR ØvlØetsØ konstantoæ. Sledovatel~no, ffto ße budet verno, esli zamenit~ n na proizvol~nyæ predxestvu¸wiæ moment vremeni. Neobhodimost~ kriteriØ ustanovlena.

Sloßnee dokazat~, qto kriteriæ Verxika ØvlØetsØ dostatoqnym usloviem standartnosti. My nametim tol~ko osnovnye xagi

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 247 fftogo dokazatel~stva. Podrobnosti mogut byt~ naædeny v obzore Verxika [24]; na bolee veroØtnostnom Øzyke oni izloßeny v [11]. Neskol~ko inoæ metod predloßen v rabote Fel~dmana i Smorodinskogo [13].

Pust~ v veroØtnostnom prostranstve s fil~tracieæ (Ω, A, P) zadany dve σ-podalgebry B i C, priqem C ⊂ B. Napomnim, qto dlØ togo qtoby suwestvovala sluqaænaØ veliqina X, izmerimaØ otnositel~no B, ime¸waØ nepreryvnoe raspredelenie, ne zavisØwaØ ot C i takaØ, qto C ∨ σ(X) = B (taku¸ sluqaænu¸ veliqinu my budem nazyvat~ dopolneniem k C v B), neobhodimo i dostatoqno, qtoby l¸baØ sluqaænaØ veliqina V , udovletvorØ¸- waØ uslovi¸ C ∨ σ(X) = B, imela nepreryvnoe raspredelenie. V fftom sluqae budem govorit~, qto σ-algebra B uslovno nepreryvna otnositel~no C. VeroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, v kotorom kaßdaØ σ-algebra F_n uslovno nepreryvna otnositel~- no F_{n−1}, budem nazyvat~ prostranstvom nepreryvnogo tipa. DlØ fftogo tipa prostranstv imeet mesto neravenstvo, v nekotorom rode obratnoe neravenstvu iz p. b) vyxe.

Lemma 1. Pust~ imeetsØ veroØtnostnoe prostranstvo s fil~-

tracieæ nepreryvnogo tipa, i pust~ R ∈ L(F_n, K) i L ∈ L(F_{n−1}, K^′) — stupenqatye sluqaænye veliqiny, priqem znaqeniØ (v K^′), prinimaemye veliqinoæ L, ØvlØ¸tsØ veroØtnostnymi merami (na K) s koneqnymi nositelØmi. Togda suwestvuet sluqaænaØ veliqina S ∈ L(F_n, K), udovletvorØ¸waØ usloviØm L[S|F_{n−1}] = L i E[ρ(R, S)] = E[ρ^′ (L[R|F_{n−1}], L)]. Dokazatel~stvo. Preßde vsego zametim, qto vvidu slaboæ kom-

paktnosti mnoßestva veroØtnostnyh mer na K × K infimum v opredelenii ρ^′(μ, ν) dostigaetsØ na nekotoroæ mere λ. Esli, krome togo, prostranstvo K koneqno, to ffta optimal~naØ mera λ moßet byt~ vybrana izmerimoæ funkcieæ pary (μ, ν).

Po predpoloßeni¸ suwestvuet takoe koneqnoe mnoßestvo H ⊂ K, qto znaqeniØ, prinimaemye veliqinoæ R, prinadleßat H, a znaqeniØ (v koneqnom qisle), prinimaemye veliqinoæ L, ØvlØ- ¸tsØ veroØtnostnymi merami s nositelØmi v H. PolagaØ μ =

L[R|F_{n−1}](ω) i ν = L(ω), poluqaem, qto dlØ poqti vseh ω suwe-

stvuet veroØtnostnaØ mera λ(ω) na H × H, izmerimaØ otnosi-

248 M. �MERI tel~no F_{n−1} kak funkciØ ot ω i udovletvorØ¸waØ usloviØm ∑ k∈H λ(ω, ·, k) = L[R|F_{n−1}](ω), ∑ h∈H λ(ω, h, ·) = L(ω) i ∑ (h,k)∈H×H ρ(h, k)λ(ω, h, k) = ρ^′(L[R|F_{n−1}](ω), L(ω)). Poloßim Σ(ω) = ∑ k∈h λ(ω, R(ω), k) = ∑ h∈H δ_{{R=h}}P[R = h|F_{n−1}]. Iz ravenstva

P[Σ = 0 i R = h |Fn−1] = P[R = h|Fn−1]δ{≖[R=h|F_{n�1}]=0} = 0

poluqaem, qto P[Σ = 0] = 0 i Σ > 0 p.n. Oboznaqim toqki mnoßestva H qerez k_1, . . ., k_p i poloßim

Q_j(ω) = λ(ω, R(ω), k_1) + . . . + λ(ω, R(ω), k_j) Σ(ω)

pri 0 6 j 6 p. �ti sluqaænye veliqiny izmerimy otnositel~no

F_{n−1} ∨ σ(R) i udovletvorØ¸t neravenstvam 0 = Q_0 6 Q_1 6 . . . 6 Q_p = 1. No poskol~ku R — stupenqataØ sluqaænaØ veliqina,

to σ-algebra F_n uslovno nepreryvna otnositel~no F_{n−1} ∨ σ(R). Sledovatel~no, suwestvuet dopolnenie X k F_{n−1}∨σ(R) v F_n, priqem sluqaænaØ veliqina X ravnomerno raspredelena na otrezke

[0, 1]. �to pozvolØet opredelit~ sluqaænu¸ veliqinu S, izmeri-

mu¸ otnositel~no F_n i prinima¸wu¸ znaqeniØ v mnoßestve H, formuloæ S(ω) = k_j ⇐⇒ Q_{j−1}(ω) < X(ω) 6 Q_j(ω), i my poluqaem P[S = k|Fn−1 ∨ σ(R)] =^{λ(ω, R(ω), k)}_{Σ(ω)} ; P[R = h i S = k|Fn−1 ∨ σ(R)] = δ{R=h}^{λ(ω, h, k)}P_{[R = h|Fn−1]}; P[R = h i S = k|Fn−1] = P[R = h|Fn−1]^{λ(ω, h, k)}P_{[R = h|Fn−1]} = λ(ω, h, k) (gde drob~ polagaetsØ ravnoæ nul¸, esli ee znamenatel~ obrawaetsØ v nul~). Sledovatel~no, uslovnoe raspredelenie pary

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 249

(R, S) otnositel~no σ-algebry F_{n−1} sovpadaet s λ. Ots¸da sle-

duet, s odnoæ storony, qto L[S|F_{n−1}] = L, a s drugoæ, qto E[ρ(R, S)|Fn−1] =^∑_{(h,k)∈H×H} ρ(h, k)λ(h, k) = ρ^′(L[S|Fn−1], L), otkuda E[ρ(R, S)] = E[ρ^′ (L[R|F_{n−1}], L)]. �

Poloßim K^∘_0 = K i dlØ proizvol~nogo n < 0 oboznaqim qerez K^∘_n mnoßestvo, soderßaweesØ v K_n i sostoØwee iz vseh veroØtnostnyh mer, sosredotoqennyh na koneqnyh naborah toqek iz K^∘_{n+1}. Legko proverit~, qto dlØ sluqaænoæ veliqiny R ∈

L(F_0, K) kaßdaØ iz |n| + 1 sluqaænyh veliqin π_nR, π_{n+1}R, . . ., π_0R

ØvlØetsØ stupenqatoæ togda i tol~ko togda, kogda veliqina π_nR stupenqataØ i prinimaet znaqeniØ iz K^∘_n. Budem nazyvat~ sluqaænye veliqiny R, oblada¸wie fftim svoæstvom, stupenqatymi do porØdka n. Ispol~zuØ ffti oboznaqeniØ i primenØØ lemmu 1 |n| raz, legko poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 2. V predpoloßenii, qto rassmatrivaemoe prostran-

stvo ØvlØetsØ prostranstvom nepreryvnogo tipa, pust~ n ∈ −N, R ∈ L(F_0, K) i L ∈ L(F_n, K^∘_n). Predpoloßim, krome togo, qto sluqaænaØ veliqina L stupenqataØ. Togda suwestvuet takaØ sluqaænaØ veliqina S ∈ L(F_0, K), stupenqataØ do porØdka n, qto π_nS = L i E[ρ(R, S)] = E[ρn (πnR, L)]. �to utverßdenie imeet mesto dlØ l¸bogo veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ nepreryvnogo tipa. Qtoby dokazat~ dostatoqnost~ kriteriØ Verxika, predpoloßim, qto uslovie kriteriØ vypolneno, i poprobuem ustanovit~, qto prostranstvo ØvlØetsØ standartnym. PogrußaØ (Ω, F, P), esli neobhodimo, v bolee gruboe prostranstvo, my dolßny postroit~ process, poroßda¸wiæ fil~traci¸ i sostoØwiæ iz nezavisimyh sluqaænyh veliqin. PerehodØ k proizvedeni¸, t.e. nezavisimomu ukrupneni¸ pri pomowi standartnogo nepreryvnogo veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ, i proverØØ, qto kriteriæ ustoæqiv otnositel~no takih proizvedeniæ, my svodim zadaqu k sluqa¸, kogda (Ω, F, P) ØvlØetsØ prostranstvom nepreryvnogo tipa.

Pust~ R ∈ L(F_0, K) i ε > 0. Po predpoloßeni¸ suwestvu¸t

n 6 0 i μ ∈ Kn, takie, qto E[ρn (πnR, μ)] < ε. Legko proverit~,

qto K^∘_n plotno v K_n. Pofftomu meru μ moßno vybrat~ iz K^∘_n. BerØ v lemme 2 postoØnnu¸ sluqaænu¸ veliqinu μ = L, poluqaem

250 M. �MERI sluqaænu¸ veliqinu S ∈ L(F_0, K), taku¸, qto π_nS determinirovana, π_{n+1}S, . . ., π_0S — stupenqatye i E[|S − R|] < ε. Poskol~- ku kaßdaØ iz veliqin π_lS ØvlØetsØ stupenqatoæ, to dlØ l¸bogo

l ∈ {n + 1, . . ., 0} suwestvuet dopolnenie X_l k F_{l−1} ∨ σ(π_lS) v F_l.

Opredelim fil~traci¸ E, berØ v kaqestve E_l grubu¸ σ-algebru pri l 6 n i E_l = σ(π_{n+1}S, X_{n+1}, π_{n+2}S, X_{n+2}, . . ., π_lS, X_l) pri l > n. Moßno dokazat~, qto F_n ∨ E_l = F_l dlØ vseh l > n, qto E_0 i F_n nezavisimy i, sledovatel~no, qto E pogrußena v (Ω, F, P). Pri

l ∈ {n + 1, . . ., 0} suwestvuet dopolnenie U_l k E_{l−1} v E_l. S neobho-

dimost~¸ U_l ØvlØetsØ takße dopolneniem k F_{l−1} v F_l. Poskol~ku sluqaænaØ veliqina S izmerima otnositel~no E_0, ona ØvlØetsØ borelevskoæ funkcieæ ot U_{n+1}, . . ., U_0. Takim obrazom, ustanovleno, qto sluqaænye veliqiny vida f(U_{n+1}, . . ., U_0), gde f — borelevskaØ funkciØ, n ∈ −N i kaßdoe U_l ØvlØetsØ dopolneniem k F_{l−1} v F_l, plotny v L^1.

Esli, krome togo, R — stupenqataØ sluqaænaØ veliqina so znaqeniØmi v koneqnom podmnoßestve F prostranstva K, to, zamenØØ f na g ∘ f, gde funkciØ g : K → F toßdestvenna na F i nepreryvna vo vseh toqkah prostranstva K, my poluqaem, qto suwestvuet sluqaænaØ veliqina S opisannogo vyxe vida, kotoraØ blizka k R v sil~nom smysle, t.e. P[S ≠ R] < ε.

Predpoloßim teper~, qto n ∈ −N, ε > 0, dopolneniØ

U_{n+1}, . . ., U_0 – kak vyxe i R ∈ L^1(F_0). V silu suwestvennoæ se-

parabel~nosti suwestvuet takaØ vozrasta¸waØ posledovatel~- nost~ (F^k_n )_k¿_0 suwestvenno koneqnyh σ-podalgebr v F_n, qto

∨_kF^k_n = F_n. Togda po teoreme Duba R approksimiruetsØ v L^1

sluqaænymi veliqinami vida ϕ(T, U_{n+1}, . . ., U_0), gde T — stupenqataØ funkciØ, izmerimaØ otnositel~no F_n. PrimenØØ poslednee zameqanie k T vmesto R i sdvinutoæ fil~tracii (F_m)_m6_n, poluqaem, qto suwestvuet takaØ sluqaænaØ veliqina T^′, izmerimaØ otnositel~no F_n, qto P[T^′ ≠ T ] < ε i T^′ imeet vid

T^′ = ψ(V_{m+1}, . . ., V_n), gde m < n i V_l est~ dopolnenie k F_{l−1} v F_l. Ots¸da sleduet, qto R approksimiruetsØ funkciØmi vida ϕ(ψ(V_{m+1}, . . ., V_n), U_{n+1}, . . ., U_0). Itogo: dlØ dannyh U_{n+1}, . . ., U_0 my

poluqaem plotnoe podmnoßestvo v L^1(F_0), rassmatrivaØ sluqaænye veliqiny iz L^1 vida h(V_{m+1}, . . ., V_n, U_{n+1}, . . ., U_0), gde h — borelevskaØ funkciØ, m < n i V_l ØvlØetsØ dopolneniem k F_{l−1} v F_l

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 251 pri m < l 6 n.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva rassmotrim integriruemu¸ sluqaænu¸ veliqinu R, poroßda¸wu¸ σ-algebru F_0. Naqnem s

n_0 = −1 i dopolneniØ U_0 k F_{−1} v F_0. Predyduwiæ fftap dokaza-

tel~stva pozvolØet xag za xagom postroit~ strogo ubyva¸wu¸ posledovatel~nost~ (n_k)_k¿_0 i dopolneniØ U_l k F_{l−1} v F_l, takie, qto dlØ kaßdogo k sluqaænaØ veliqina R nahoditsØ na rasstoØnii, ne prevoshodØwem 1/k, ot nekotorogo fflementa prostranstva

L^1(σ(U_l, n_k < l 6 0)). Ots¸da sleduet, qto sluqaænaØ veliqina

R izmerima otnositel~no predel~noæ σ-algebry σ(U_l, l ∈ −N); i σ-algebra F_0, poroßdennaØ sluqaænoæ veliqinoæ R, poroßdaetsØ takße sluqaænymi veliqinami U_l. Nakonec, fil~traciØ F^′, poroßdennaØ sluqaænymi veliqinami U_l, pogrußena v (Ω, F, P) i udovletvorØet uslovi¸ F^′_0 = F_0. �ti dva svoæstva vlekut

F^′ = F, otkuda sleduet standartnost~ prostranstva (Ω, F, P).

�

Kak bylo skazano vyxe, kriteriæ Verxika primenim na praktike, poskol~ku on pozvolØet proverit~, qto prostranstvo iz primera, privedennogo v §1, ne ØvlØetsØ standartnym. DrugaØ ne vydumannaØ special~no situaciØ, v kotoroæ kriteriæ demonstriruet svo¸ ffffektivnost~, ffto problema “T, T^{−1}”, rexennaØ D. Haæklen i K. Hoffmanom [15]: esli T — avtomorfizm veroØtnostnogo prostranstva (E, E, μ) i T imeet nenulevu¸ ffntropi¸, to markovskiæ process so znaqeniØmi v E, ime- ¸wiæ stacionarnoe raspredelenie μ i perehodnye veroØtnosti

p(x, ·) =^1_2 (δ_{T x} + δ_T �1_x), poroßdaet veroØtnostnoe prostranstvo s

fil~tracieæ, ne ØvlØ¸weesØ standartnym.

Privedem ewe odin rezul~tat v tom ße kl¸qe, takße zaimstvovannyæ iz raboty Verxika [24].

Teorema 2. Pust~ (Ω, F, P) — veroØtnostnoe prostranstvo s

fil~tracieæ. Predpoloßim, qto pri kaßdom n 6 0 σ-algebra F_n poroßdena σ-algebroæ F_{n−1} i sluqaænoæ veliqinoæ, ne zavisØweæ ot F_{n−1} i ime¸weæ libo nepreryvnoe raspredelenie, libo ravnomernoe raspredelenie na koneqnom mnoßestve. Togda prostranstvo (Ω, F, P) ØvlØetsØ standartnym, (esli i) tol~ko esli ono poroßdeno processom, sostoØwim iz nezavisimyh sluqaænyh veliqin.

Za dokazatel~stvom my otsylaem qitatelØ k rabote Verxika

252 M. �MERI [24]. Verxik privodit polnoe dokazatel~stvo tol~ko dlØ sluqaØ, kogda ni odna iz sluqaænyh veliqin ne imeet nepreryvnogo raspredeleniØ; odnako v obwem sluqae momenty vremeni n, dlØ kotoryh σ-algebra F_n dopuskaet nepreryvnu¸ sluqaænu¸ veliqinu, ne zavisØwu¸ ot F_{n−1}, legko obrabatyva¸tsØ pri pomowi teh ße rassußdeniæ, qto my ispol~zovali vyxe. Variant fftogo metoda predloßen Dß. Fel~dmanom i M. Smorodinskim ([13, teorema 3.2]).

V teoreme 2 nel~zØ opustit~ predpoloßenie o ravnomernosti raspredeleniæ. Oqen~ prostoæ kontrprimer dostavlØet stacionarnyæ markovskiæ process (X_n)_n6_0, prinima¸wiæ vsego dva znaqeniØ, takoæ, qto P[X_n = X_{n−1}] = p, gde p ∈]0, 1[ fiksirovano i otliqno ot^1_2 . Ispol~zuØ metod sparivaniØ iz kriteriØ N-u¸tnosti, o kotorom my pogovorim v konce doklada, legko poluqit~, qto veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, poroßdennoe X, ØvlØetsØ standartnym. Odnako ffto prostranstvo ne moßet byt~ poroßdeno processom, sostoØwim iz nezavisimyh sluqaænyh veliqin, tak kak edinstvennymi nevyroßdennymi sobytiØmi iz F_n, ne zavisØwimi ot F_{n−1}, ØvlØ¸tsØ sobytiØ

{X_n = X_{n−1}} i {X_n ≠ X_{n−1}} (imenno zdes~ ispol~zuetsØ ograni-

qenie p ≠^1_2 ) i σ-algebra, poroßdennaØ vsemi sobytiØmi takogo vida, ne zavisit ot sluqaænoæ veliqiny X_0 (moßno pomenØt~ mestami dve toqki prostranstva sostoØniæ) i, sledovatel~no, strogo soderßitsØ v F_0.

Na pervyæ vzglØd, teoriØ Verxika kaßetsØ udivitel~noæ, a suwestvovanie nestandartnyh prostranstv — neoßidannym. No privyknuv k fftomu faktu i osvoivxis~ s neskol~kimi primerami, stalkivaex~sØ so vtorym potrØseniem — teoremoæ o lakunarnom izomorfizme, soglasno kotoroæ nestandartnoe prostranstvo vsegda moßet byt~ prevraweno v standartnoe pri pomowi podhodØweæ zameny vremeni.

Teorema 3 (o lakunarnom izomorfizme). Pust~ (Ω, F, P) — ve-

roØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, priqem ishodnaØ σalgebra F_{−∞} ØvlØetsØ gruboæ. Togda suwestvuet strogo vozrasta¸wee otobraßenie ν : −N → −N, takoe, qto prostranstvo (Ω, G, P), gde G_n = F_{ν(n)}, standartno.

Dokazatel~stvo fftogo udivitel~nogo rezul~tata pohoße na vyxeprivedennoe dokazatel~stvo teoremy 1. V naxem rasporØ-

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 253 ßenii teper~ net mownogo usloviØ, predostavlØemogo kriteriem Verxika, no my znaem, qto vse martingaly shodØtsØ k −∞, i fftu shodimost~ moßno uskorit~, gruppiruØ postupa¸wu¸ informaci¸ v pakety, sootvetstvu¸wie intervalam ]ν(n−1), ν(n)[. Podrobnosti mogut byt~ naædeny v [24] ili [11].

3. Nestandartnye zameny mer

NaqinaØ s fftogo mesta my otkazyvaemsØ ot predpoloßeniØ, soglasno kotoromu os~ vremeni I vsegda est~ −N: my budem rassmatrivat~ takße sluqaæ I = R_+. V teh sluqaØh, kogda kontekst dopuskaet neodnoznaqnoe tolkovanie, my budem Øvno ukazyvat~, o kakoæ osi vremeni idet req~, govorØ o nepreryvnom vremeni, esli I = R_+, i o diskretnom vremeni, esli I = N. Momenty vremeni budut oboznaqat~sØ qerez m ili n v sluqae diskretnogo vremeni i qerez s ili t v sluqae nepreryvnogo vremeni.

Vinerovskim prostranstvom my budem nazyvat~ veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ (s nepreryvnym vremenem), poroßdennoe brounovskim dvißeniem.

V 1995 godu Dubins, Fel~dman, Smorodinskiæ i Cirel~son [8, 14] ispol~zovali kriteriæ Verxika dlØ postroeniØ na vinerovskom prostranstve veroØtnostnyh mer so strannymi svoæstvami. Ih konstrukciØ naqinaetsØ s beskoneqnoæ igry v orlØnku

(X_n)_n6_0 i poroßdennogo eæ veroØtnostnogo prostranstva s fil~-

tracieæ (Ω, F, P). Pri pomowi martingala plotnosteæ (D_n)_n6_0, ØvlØ¸wegosØ bloqno-markovskim (so vse bolee krupnymi blokami v okrestnosti −∞), im udalos~ opredelit~ taku¸ vero- Øtnostnu¸ meru Q, ffkvivalentnu¸ P i daße udovletvorØ¸wu¸ uslovi¸ 1−ε < dQ/dP= D_0 < 1+ε, qto prostranstvo (Ω, F, Q) tem ne menee ne ØvlØetsØ standartnym! PrimenennaØ imi konstrukciØ oqen~ sloßna i ne ØvlØetsØ Øvnoæ (“poskol~ku takoe-to mnoßestvo imeet nenulevu¸ meru, moßno vybrat~ v nem toqku...”); nesmotrØ na dve predprinØtye popytki [18] i [4] ee uproweniØ, dokazatel~stvo po-preßnemu ostaetsØ neudobovarimym. Naprotiv, perenos rezul~tata igry v orlØnku na brounovskoe dvißenie ne predstavlØet nikakoæ trudnosti. Esli imeetsØ brounovskoe dvißenie (B_t)_{t∈}⋛_+ s raspredeleniem P̄, to dostatoqno vybrat~ v R_+ strogo vozrasta¸wu¸ posledovatel~nost~ (t_n)_n6_0 i opredelit~ plotnost~ dQ̄/dP̄ kak ϕ(sgn(B_{tn} − B_{tn}�_1 ), n 6 0), gde ϕ — ffto funkciØ, zada¸waØ dQ/dPishodØ iz processa X_n igry v

254 M. �MERI orlØnku: D_0 = ϕ(X_n, n 6 0).

Istoriqeski, konstrukciØ Dubinsa–Fel~dmana–Smorodinskogo–Cirel~sona Øvilas~ pervym primerom, da¸wim (otricatel~nyæ) otvet na sledu¸wiæ vopros, postavlennyæ M. `orom [27] v 1979 godu. Nazovem slabo brounovskim veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ (Ω, F, P), v kotorom fil~traciØ F obladaet svoæstvom prognoziruemosti otnositel~no brounovskogo dvißeniØ. �to oznaqaet, qto σ-algebra F_0 grubaØ i vse martingaly ØvlØ¸tsØ stohastiqeskimi integralami otnositel~no fftogo brounovskogo dvißeniØ. PonØtie slabo brounovskogo prostranstva ØvlØetsØ analogom v nepreryvnom vremeni diadiqeskogo asimptotiqeski grubogo prostranstva s diskretnym vremenem. VsØkoe li slabo brounovskoe prostranstvo poroßdeno brounovskim dvißeniem?

Na samom dele, esli imet~ v svoem rasporØßenii teori¸ Verxika i interesovat~sØ tol~ko voprosom `ora, a ne zamenami mer, to rassußdenie o perenose igry v orlØnku na brounovskoe dvißenie legko privodit k gorazdo bolee prostym primeram.

A imenno, zadadim na veroØtnostnom prostranstve (Ω, A, P) dva nezavisimyh ob¨ekta: brounovskoe dvißenie (B_t)_t¿_0 i fil~- traci¸ s diskretnym vremenem F = (F_n)_n6_0, taku¸, qto prostranstvo (Ω, F, P) ne ØvlØetsØ standartnym, no pri fftom diadiqeskoe i asimptotiqeski gruboe (primer Verxika, privedennyæ vyxe pered opredeleniem standartnyh prostranstv, prekrasno podhodit pod ffti trebovaniØ). Suwestvu¸t sluqaænye veliqiny (X_n)_n6_0, takie, qto X_n ne zavisit ot F_{n−1}, prinimaet znaqeniØ 1 i −1 s odinakovoæ veroØtnost~¸^1_2 i F_n = F_{n−1} ∨ σ(X_n). Krome togo, zadadim v R_+ strogo vozrasta¸wu¸ posledovatel~- nost~ (t_n)_n6_0, stremØwu¸sØ k 0 pri n → −∞. Zametiv, qto mnoßestvo sluqaænyh veliqin X^′_n = X_n sgn(B_{tn} − B_{tn}�_1 ) ne zavisit ot B, opredelim novoe brounovskoe dvißenie (B^′_t)_t¿_0 formuloæ

B^′_t = B^′_tn�_1 + X^′_n(B_t − B_tn�_1 ),

esli t leßit v intervale I_n =]t_{n−1}, t_n[ pri n 6 0, i formuloæ

B^′_t = B^′_{t0} + (B_t − B_{t0} ), esli t ∈]t_0, +∞[. Zametim, qto znak pri-

raweniØ B^′_{tn} − B^′_{tn}�_1 sovpadaet s X_n. Pust~ B i B^′ — fil~tracii (s nepreryvnym vremenem), poroßdennye processami B i

B^′. Opredelim fil~traci¸ G s nepreryvnym vremenem formu-

loæ G_t = F_{n(t)} ∨ B^′_t, gde n(t) — naibol~xee n, pri kotorom t_n 6 t.

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 255 Zametim, qto G_t = F_n ∨ B^′_t dlØ l¸bogo n, pri kotorom t_n 6 t. Poskol~ku priraweniØ processa B^′ v intervale I_n ØvlØ¸tsØ funkcieæ ot X_n i priraweniæ processa B v I_n, oni ne zavisØt ot

F_{n−1} ∨ B_tn�_1 , a sledovatel~no, i ot G_tn�_1 . Tak kak po opredele-

ni¸ fil~tracii G

G_t = G_tn�_1 ∨ σ(B^′_s − B^′_tn�_1 , s ∈]t_{n−1}, t]) pri t ∈]t_{n−1}, t_n],

to process B^′ ØvlØetsØ brounovskim dvißeniem dlØ fil~tracii G. Poskol~ku, krome togo, σ-algebra G_{−∞} ⊂ F_{−∞} ∨ B_0 ØvlØetsØ gruboæ, to prostranstvo (Ω, G, P) obladaet svoæstvom prognoziruemosti otnositel~no processa B^′, a sledovatel~no, ØvlØetsØ slabo brounovskim. Odnako G ne moßet byt~ poroßdeno nikakim brounovskim dvißeniem (i daße nikakim processom, priraweniØ kotorogo na intervalah I_n vzaimno nezavisimy), poskol~ku fil~traciØ F s diskretnym vremenem, ne ØvlØ¸waØsØ standartnoæ, pogrußena v prostranstvo s diskretnym vremenem

(Ω, (G_tn)_n6_0, P), kotoroe, sledovatel~no, toße ne ØvlØetsØ stan-

dartnym.

Preßde qem zaverxit~ fftot paragraf, ukaßem ewe odin kontrprimer, zatragiva¸wiæ sledu¸wiæ blizkiæ vopros. Esli naqat~ s vinerovskogo prostranstva (Ω, F, P) i proizvodit~ dostatoqno regulØrnye zameny vremeni, budut li poluqat~- sØ prostranstva, izomorfnye ishodnomu? V rabote [9] predloßena konstrukciØ, naveØnnaØ ideØmi Dubinsa–Fel~dmana– Smorodinskogo–Cirel~sona, no gorazdo bolee prostaØ, qem ih zamena vremeni. �ta konstrukciØ pozvolØet postroit~ semeæstvo (T_t)_t¿_0 vremen ostanovki dlØ (Ω, F, P), oblada¸wee sledu¸wimi svoæstvami: kaßdaØ funkciØ t → T_t(ω) prinadleßit klassu C^∞, i ee proizvodnaØ dT_t/dt udovletvorØet neravenstvam

1 − ε < dT_t/dt < 1 + ε, no pri fftom fil~traciØ (F_Tt)_t¿_0, polu-

qa¸waØsØ zamenoæ vremeni, ne poroßdaetsØ nikakim brounovskim dvißeniem. �ta konstrukciØ takße realizuetsØ snaqala v diskretnom vremeni i tol~ko potom perenositsØ na brounovskoe dvißenie.

4. U¸tnost~ i troænye toqki

VernemsØ k voprosu `ora, upomØnutomu v predyduwem paragrafe. S 1988 goda M. Barlou, Dß. Pitman i M. `or [3] podozrevali, qto kontrprimerom ØvlØ¸tsØ processy Uolxa. �to

256 M. �MERI processy so slabo brounovskoæ fil~tracieæ, i upomØnutye avtory predpolagali, qto ona ne poroßdaetsØ brounovskim dvißeniem.

Prosteæxim processom Uolxa ØvlØetsØ podobie brounovskogo dvißeniØ so znaqeniØmi v zvezde T = {z ∈ C : z^3 ∈ R_+} s tremØ luqami. RasstoØnie fftogo processa ot naqala koordinat imeet to ße raspredelenie, qto i obyqnoe brounovskoe dvißenie; no ffkskursii ot naqala koordinat ne snabßa¸tsØ, kak obyqno, znakami ±1 nezavisimo drug ot druga, a vybira¸t svoe napravlenie iz treh luqeæ zvezdy, nezavisimo drug ot druga i ravnoveroØtno. IdeØ Barlou–Pitmana–`ora zakl¸qalas~ v tom, qto vybor iz treh vozmoßnosteæ (treh luqeæ), osuwestvlØemyæ processom v sluqaænye momenty vyhoda iz naqala koordinat, nevozmoßen v brounovskoæ fil~tracii. Toqnee, moßno opredelit~ klass sluqaænyh momentov, qestnyh vremen^5, tak, qto vse ffkskursii naqina¸tsØ tol~ko v takie momenty vremeni. Esli L — qestnoe vremØ, to ime¸tsØ dve σ-algebry F_L i F_{L+}, predstavlØ- ¸wie sootvetstvenno sobytiØ, izvestnye k momentu vremeni L i izvestnye srazu posle momenta vremeni L, priqem F_L ⊂ F_{L+}. Pust~ fil~traciØ F poroßdena processom Uolxa W . Oboznaqim qerez L qestnoe vremØ, ravnoe poslednemu momentu vremeni do 2001, kogda process W prohodil qerez naqalo koordinat. Togda σ-algebra F_{L+} dolßna soderßat~ sluqaænu¸ veliqinu, prinima¸wu¸ tri znaqeniØ (luq, vybrannyæ dlØ vyhoda iz naqala koordinat, t.e. tot, na kotorom leßit toqka W_{2001}) i ne zavisØwu¸ ot F_L. StrategiØ, predloßennaØ Barlou, Pitmanom i `orom, sostoØla v tom, qtoby dokazat~, qto dlØ proizvol~nogo qestnogo momenta vremeni L v fil~tracii F, poroßdennoæ brounovskim dvißeniem, F_{L+} poroßdena σ-algebroæ F_L i sluqaænoæ veliqinoæ, prinima¸weæ tol~ko dva znaqeniØ. �to svoæstvo, nazvannoe `orom [28] “gipotezoæ Barlou”, delalo by nevozmoßnym suwestvovanie v F_{L+} trehznaqnoæ sluqaænoæ veliqiny, ne zavisØweæ ot F_L, a sledovatel~no, i suwestvovanie processa Uolxa v F.

Znaqitel~naØ qast~ fftoæ programmy byla uspexno realizovana Cirel~sonom v 1996 godu. VvedØ principial~no novoe ponØtie u¸tnosti, on pokazal [20], qto processy Uolxa ne mogut

5�to v toqnosti koncy opcional~nyh mnoßestv.

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 257 byt~ pogrußeny v fil~traci¸, poroßdennu¸ brounovskim dvißeniem, daße neodnomernym ili beskoneqnomernym. Odno iz suwestvennyh novovvedeniæ ego podhoda sostoit v tom, qto on rabotaet ne s odnim processom Uolxa, kotoryæ predpoloßitel~no soderßitsØ v odnoæ brounovskoæ fil~tracii, a rassmatrivaet odnovremenno dve kopii fftoæ situacii, kotorye, s odnoæ storony, oqen~ blizki (uslovie (iv) opredeleniØ 6 niße), no v to ße vremØ i qut~-qut~ nezavisimy (uslovie (iii)).

Opredelenie 4. GovorØt, qto dve fil~tracii F i G (s diskret-

nym ili nepreryvnym vremenem), zadannye na odnom i tom ße veroØtnostnom prostranstve (Ω, A, P), sovmestno pogrußeny, esli obe oni pogrußeny v odnu i tu ße tret~¸ fil~traci¸.

Legko videt~, qto v fftom sluqae obe fil~tracii F i G pogrußeny v naimen~xu¸ fil~traci¸, soderßawu¸ ih obeih.

Opredelenie 5. GovorØt, qto dve fil~tracii F i G (s nepre-

ryvnym vremenem), zadannye na odnom i tom ße veroØtnostnom prostranstve (Ω, A, P) i sovmestno pogrußennye, razdeleny, esli suwestvuet takaØ konstanta c < 1, qto dlØ kaßdogo martingala M v fil~tracii F i kaßdogo martingala N v fil~tracii G vypolneno neravenstvo [M, N ]^2 6 c [M, M ][N, N ]. Bez konstanty c poslednee neravenstvo bylo by obyqnym neravenstvom Kunita–Vatanabe. Konstanta usilivaet ffto neravenstvo ravnomerno po vsem martingalam v fil~traciØh F i G. Zametim, qto uslovie sovmestnoæ pogrußennosti pridaet smysl ukazannoæ formule: vyqislenie kovariacii [M, N ] osuwestvlØetsØ v obweæ fil~tracii, v kotoru¸ pogrußeny F i G. My ispol~zuem ffto opredelenie tol~ko v sluqae, kogda vse martingaly v fil~traciØh F i G nepreryvny, — ffto imenno ta situaciØ, kotoru¸ rassmatrival Cirel~son, kogda on izobrel ponØtie u¸tnosti. V fftom sluqae ego moßno interpretirovat~ kak nekotoru¸ qastiqnu¸ nezavisimost~, priqem nastoØwaØ nezavisimost~ poluqaetsØ pri c = 0.

Opredelenie 6. GovorØt, qto veroØtnostnoe prostranstvo s

fil~tracieæ (Ω, F, P) (s nepreryvnym vremenem) u¸tno, esli dlØ

258 M. �MERI l¸boæ sluqaænoæ veliqiny R ∈ L^∞(Ω, F_∞, P) i l¸bogo ε > 0 suwestvuet veroØtnostnoe prostranstvo (Ω̄, Ā,P̄) s dvumØ fil~traciØmi F^′ i F^{′′}, takimi, qto

(i) tri veroØtnostnye prostranstva s fil~traciØmi (Ω, F, P),

(Ω̄, F^′,P̄) i (Ω̄, F^{′′},P̄) izomorfny;

(ii) fil~tracii F^′ i F^{′′} sovmestno pogrußeny; (iii) fil~tracii F^′ i F^{′′} razdeleny (konstanta razdeleniØ c

moßet, razumeetsØ, zaviset~ ot R i ε);

(iv) sluqaænye veliqiny R^′ ∈ L^∞(F^′_∞) i R^{′′} ∈ L^∞(F^{′′}_∞), polu-

qennye iz sluqaænoæ veliqiny R pri pomowi izomorfizmov iz p. (i), udovletvorØ¸t uslovi¸ Ē [|R^′ − R^{′′}|] < ε.

�to oznaqaet, qto moßno zastavit~ sosuwestvovat~ (ii) dve kopii (i) prostranstva, odnovremenno blizkie (iv) i nemnogo nezavisimye (iii). Priem Cirel~sona zakl¸qalsØ v tom, qtoby ustanovit~, qto veroØtnostnye prostranstva s fil~tracieæ, poroßdennye brounovskimi dvißeniØmi (vozmoßno, mnogomernymi), vsegda ØvlØ¸tsØ u¸tnymi, togda kak prostranstvo, poroßdennoe processom Uolxa, ne vsegda u¸tno. Iz fftogo budet sledovat~, qto process Uolxa ne moßet poroßdat~ to ße prostranstvo, qto i brounovskoe dvißenie. Toqnee, poskol~ku vsØkoe veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, pogrußennoe v u¸tnoe prostranstvo, samo ØvlØetsØ u¸tnym (ffto legko vytekaet iz opredeleniØ 6), to prostranstvo, poroßdennoe processom Uolxa, nepogrußaemo ni v kakoe prostranstvo, poroßdennoe brounovskim dvißeniem.

Takim obrazom, pervyæ fftap rassußdeniæ Cirel~sona sostoit v sledu¸wem.

Teorema 4. VeroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ, poro-

ßdennoe brounovskim dvißeniem, ØvlØetsØ u¸tnym.

Dokazatel~stvo. Voz~mem dve nezavisimye kopii B^0 i B^{π/2}

brounovskoæ obrazu¸weæ i rassmotrim veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ (Ω̄, F̄,P̄), poroßdennoe paroæ (B^0, B^{π/2}). DlØ kaßdogo vewestvennogo α process B^α = B^0 cos α + B^{π/2} sin α ØvlØetsØ brounovskim dvißeniem v (Ω̄, F̄,P̄). Takim obrazom, poroßdennaØ im fil~traciØ F^α pogrußena v ffto prostranstvo. Esli qislo α − β ne kratno π, to fil~tracii F^α i F^β razdeleny s konstantoæ c = cos^2(α−β) < 1, poskol~ku usilennoe neravenstvo Kunita–Vatanabe, vypolnennoe dlØ brounovskih dvißeniæ B^α i

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 259

B^β , rasprostranØetsØ na drugie martingaly s pomow~¸ metoda

prognoza.

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva ostaetsØ tol~ko ustanovit~, qto dlØ dannogo ograniqennogo funkcionala R^0 ot processa B^0 ego kopiØ R^α v fil~tracii F^α udovletvorØet uslovi¸ Ē[|R^α −

R^0|] < ε pri α, dostatoqno blizkih k 0 (no ne ravnyh nul¸, po-

skol~ku fil~tracii F^α i F^0 razdeleny). �to legko vytekaet iz sledu¸weæ krasivoæ teoremy, horoxo izvestnoæ sredi rossiæskih specialistov po teorii veroØtnosteæ kak “lemma Sluckogo”.

Esli posledovatel~nost~ (Z_p)_{p∈}▲odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin shoditsØ po veroØtnosti k predel~noæ veliqine Z_∞ i h — borelevskaØ funkciØ, to posledovatel~nost~ (h ∘ Z_p)_{p∈}▲ shoditsØ po veroØtnosti k h ∘ Z_∞. Deæstvitel~no, esli ne trebovat~ odinakovoæ raspredelennosti sluqaænyh veliqin Z_p, to ffto utverßdenie verno dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii h. Esli ße Z_p odinakovo raspredeleny, to mnoßestvo teh funkciæ h, dlØ kotoryh ono imeet mesto, zamknuto otnositel~no prostyh predelov posledovatel~nosteæ. �

Vtoroæ fftap dokazatel~stva formuliruetsØ stol~ ße prosto, kak i pervyæ, odnako ego realizaciØ trebuet znaqitel~no b&ol~xih usiliæ.

Teorema 5. Esli v veroØtnostnom prostranstve s fil~tracieæ

(Ω, F, P) suwestvuet process Uolxa (dlØ fil~tracii F), to ffto prostranstvo ne ØvlØetsØ u¸tnym.

�lementy dokazatel~stva. RassmatrivaØ dve kopii fil~tra-

cii F, sovmestno pogrußennye i razdelennye, my poluqaem dva processa Uolxa W^′ i W^{′′} v odnoæ i toæ ße fil~tracii. Preßde vsego Cirel~son dokazyvaet, qto momenty vremeni, v kotorye oba processa W^′ i W^{′′} nahodØtsØ v naqale koordinat, redki: izmerennoe v terminah lokal~nogo vremeni odnogo iz fftih processov, vremØ, provodimoe vtorym processom v naqale koordinat, ravno nul¸. �to ustanavlivaetsØ pri pomowi sravneniØ rexeniæ neravenstv v qastnyh proizvodnyh. Drugoe dokazatel~stvo (ispol~zu¸wee stohastiqeskiæ analiz) izloßeno v rabote [12]. Imenno v fftom meste ispol~zuetsØ uslovie razdelennosti.

Zatem Cirel~son rassmatrivaet rasstoØnie D_t = d(W^′_t , W^{′′}_t ), izmerennoe na zvezde T . Process D ØvlØetsØ submartingalom,

260 M. �MERI kompensator kotorogo vozrastaet tol~ko v teh toqkah, v kotoryh processy W^′ i W^{′′} prinima¸t ravnye znaqeniØ, libo ße, kogda hotØ by odin iz nih nahoditsØ v naqale koordinat. Rezul~tat predyduwego abzaca pozvolØet ocenit~ fftot kompensator snizu summoæ qlenov lokal~nyh vremen processov W^′ i W^{′′} v naqale koordinat, vyqislØemyh po otdel~nosti. Takim obrazom my poluqaem ocenku Ē[D_t] >^1_3 √ 2t/π (esli zamenit~ T zvezdoæ s r

luqami vmesto treh, kofffficient^1_3 zamenitsØ na^{r−2}_2 i teorema ostanetsØ v sile pri r > 2).

Nakonec, ffta nißnØØ ocenka, universal~naØ i ne zavisØwaØ, v qastnosti, ot konstanty razdeleniØ c, pokazyvaet, qto kompleksnye sluqaænye veliqiny W^′_t i W^{′′}_t ne ØvlØ¸tsØ blizkimi, qto protivoreqit uslovi¸ (iv) iz opredeleniØ 6. Pofftomu prostranstvo ne moßet byt~ u¸tnym. �

PrimenØØ analogiqnye metody k processam so znaqeniØmi v neskol~ko bolee obwih mnoßestvah T (“polumartingalampaukam”, t.e. nepreryvnym polumartingalam, kompensatory kotoryh sosredotoqeny na mnoßestve momentov vremeni, v kotorye process nahoditsØ v naqale koordinat), Cirel~son vyvodit, v predpoloßenii u¸tnosti, formulu dL_1 ∧ dL_2 ∧ dL_3 = 0, gde L_i — lokal~noe vremØ v naqale koordinat proekcii processa na i-æ luq. Pust~ teper~ U_1, U_2 i U_3 — tri ograniqennye poparno nepereseka¸wiesØ oblasti v R^d. BerØ v kaqestve polumartingalapauka process (G_1 ∘ B, G_2 ∘ B, G_3 ∘ B), gde G_i — funkciØ Grina v oblasti U_i, a B — brounovskoe dvißenie v R^d, on poluqaet sootnoxenie μ_1 ∧ μ_2 ∧ μ_3 = 0, gde μ_i — garmoniqeskaØ mera na granice oblasti U_i (vo vnutrennih terminah opredelen tol~ko klass ffkvivalentnosti mery μ_i). �tot rezul~tat, soglasno kotoromu v proizvol~noæ razmernosti d garmoniqeskie granicy ime- ¸t oqen~ malo troænyh toqek, byl vyskazan v kaqestve gipotezy K. Bixopom [5] v 1991 godu (v razmernosti d = 3 bylo izvestno tol~ko, qto kratnost~ toqek 6 4, a v bol~xih razmernostØh — qto kratnost~ 6 10). Poisk neveroØtnostnogo dokazatel~stva fftogo fakta, po slovam Cirel~sona [21], ØvlØetsØ vyzovom dlØ klassiqeskogo analiza!

Gipoteza Barlou byla polnost~¸ dokazana v rabote [2] (sm. takße bolee prostoe dokazatel~stvo v [6]) s ispol~zovaniem vvedennoæ Cirel~sonom tehniki, no so slegka vidoizmenennym opredeleniem u¸tnosti. IdeØ fftogo dokazatel~stva sostoit v

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 261 tom, qtoby, naqav s qestnogo momenta vremeni L, takogo, qto

F_{L+} ne poroßdaetsØ σ-algebroæ F_L i dvuznaqnoæ sluqaænoæ ve-

liqinoæ, postroit~ martingal so znaqeniØmi v T (“martingalpauk”), pokida¸wiæ naqalo koordinat v moment vremeni L, i zatem primenit~ k nemu rassußdeniØ, ispol~zovannye Cirel~- sonom dlØ processov Uolxa, qtoby dokazat~, qto prostranstvo ne moßet byt~ u¸tnym.

U¸tnost~ (ili, skoree, ee otsutstvie) byla takße ispol~zovana S. Vatanabe [26] dlØ dokazatel~stva togo, qto nekotoraØ diffuziØ na ploskosti, simmetriqnaØ otnositel~no mery Lebega i ime¸waØ nepreryvnye perehodnye veroØtnosti, kotoraØ byla vvedena Ikeda i Vatanabe v 1971 godu, takße ne moßet byt~ pogrußena v vinerovskoe prostranstvo. �tot process razvoraqivaetsØ na ploskosti brounovskim obrazom; pri popadanii na luqi zvezdy T on, takße brounovskim obrazom, dvißetsØ vdol~ luqa, no s gorazdo bol~xeæ skorost~¸ (upravlØemoæ lokal~nym vremenem sostavlØ¸weæ, normal~noæ k luqu); kogda process nahoditsØ v naqale koordinat, qto proishodit beskoneqnoe qislo raz, ego povedenie upravlØetsØ Øvnym raspredeleniem ffkskursiæ. Vatanabe dokazyvaet, qto v te momenty vremeni, kogda process pokidaet naqalo koordinat, gipoteza Barlou naruxaetsØ, otkuda sleduet iskomyæ rezul~tat.

V toæ ße stat~e Vatanabe pokazyvaet, qto “vØzkoe brounovskoe dvißenie” (vewestvennoe brounovskoe dvißenie, zamedlØ- ¸weesØ pri prohode qerez 0 takim obrazom, qtoby ego lokal~- noe vremØ sovpalo s obyqnym vremenem v 0) takße ne ØvlØetsØ u¸tnym. DlØ dokazatel~stva dostatoqno zametit~, qto s toqnost~¸ do zameny vremeni dva nezavisimyh vØzkih brounovskih dvißeniØ obrazu¸t diffuzi¸ rassmotrennogo vyxe tipa, dlØ kotoroæ zvezda (s qetyr~mØ luqami) obrazovana koordinatnymi osØmi.

Posledniæ rezul~tat byl takße nezavisimo poluqen Uorrenom [25], kotoryæ izuqal dve sovmestno pogrußennye kopii rassmatrivaemogo processa. (HotØ moØ doq~ i utverßdaet, qto neobØzatel~no izuqat~ matematiku, qtoby znat~, qto niqego vØzkoe ne moßet byt~ u¸tnym.)

My videli, qto dlØ dokazatel~stva gipotezy Barlou sleduet vidoizmenit~ opredelenie u¸tnosti. V zaverxenie privedem ewe odnu versi¸ fftogo ponØtiØ, kotoraØ proØsnØet svØz~ meßdu

262 M. �MERI kriteriem Verxika i u¸tnost~¸. VernemsØ k diskretnomu vremeni, kogda fil~tracii indeksiru¸tsØ mnoßestvom −N, i podpravim opredelenie 6, zameniv v nem, razumeetsØ, F_∞ na F_0, a takße uslovie (iii) na

(iii^′) suwestvuet takoe n ∈ −N, qto σ-algebry F^′_n i F^{′′}_n nezavisimy otnositel~no P̄.

Poluqennoe svoæstvo nazyvaetsØ N-u¸tnost~¸ (bukva N oznaqaet nezavisimost~). Ono bylo neØvno ispol~zovano Smorodinskim [19] kak neobhodimoe uslovie standartnosti veroØtnostnogo prostranstva s fil~tracieæ. �to neobhodimoe uslovie okazyvaetsØ takße i dostatoqnym [11]. Takim obrazom, ffto svoæstvo predstavlØet soboæ al~ternativu kriteri¸ Verxika (kotoryæ, vproqem, ispol~zuetsØ dlØ dokazatel~stva ego dostatoqnosti).

Preimuwestvo svoæstva N-u¸tnosti zakl¸qaetsØ v tom, qto vo mnogih sluqaØh primenit~ ego prowe, qem kriteriæ Verxika, poskol~ku dlØ fftogo ne nußno provodit~ vyqisleniØ v metriqeskom prostranstve, zavisØwem ot n. Ill¸stracieæ ØvlØetsØ primer, privedennyæ srazu posle teoremy 2. No krome togo, svoæstvo N-u¸tnosti daet novoe ponimanie standartnogo prostranstva blagodarØ svØzi, kotoru¸ ono ustanavlivaet s ponØtiem sparivaniØ. Metod sparivaniØ zakl¸qaetsØ v tom, qto rassmatriva¸t dve odnovremenno ffvol¸cioniru¸wie versii odnogo i togo ße processa s razliqnymi naqal~nymi usloviØmi i stara¸tsØ maksimizirovat~ veroØtnost~ ih vstreqi. On horoxo znakom specialistam po teorii veroØtnosteæ kak metod poluqeniØ ocenok po raspredeleni¸ (sm. monografi¸ Lindvalla [16] ili doklad D~Økonisa [7]). BrosaetsØ v glaza analogiØ s N-u¸tnost~¸: esli fil~traciØ F poroßdena processom X, to uslovie (iii^′) oznaqaet, qto do momenta vremeni n v proxlom imelos~ dve nezavisimyh kopii X^′ i X^{′′} processa X, uslovie

(ii) oznaqaet, qto posle momenta vremeni n oba processa prote-

ka¸t sovmestno, i, nakonec, uslovie (iv) oznaqaet, qto obe kopii dostavlØ¸t blizkie znaqeniØ nekomu funkcionalu ot X. V kaqestve primera, poØsnØ¸wego, qto moßet dat~ primenenie metoda sparivaniØ dlØ izuqeniØ fil~traciæ, sm. prinadleßawee Arnodonu [1] dokazatel~stvo togo fakta, qto brounovskoe dvißenie s beskoneqnym vremenem (os~¸ vremeni R) na d-mernom kompaktnom mnogoobrazii imeet d-mernu¸ brounovsku¸ fil~- traci¸, ili rabotu [10], v kotoroæ rassmotren bolee prostoæ

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 263 sluqaæ, kogda mnogoobrazie ØvlØetsØ sferoæ.

Mne kaßetsØ, qto horoxim stimulom dlØ buduwih rabot ØvlØetsØ poisk analoga teorii Verxika v nepreryvnom vremeni. Nußno ponØt~, qto imenno privodit k tomu, qto veroØtnostnoe prostranstvo s fil~tracieæ izomorfno ili ne izomorfno vinerovskomu (kotoroe dolßno byt~ analogom standartnogo diadiqeskogo prostranstva v nepreryvnom vremeni).

Ime¸wiæsØ progress v fftom otnoxenii — dvoØkiæ. S odnoæ storony, Cirel~son [22] i [23] vvodit i izuqaet vse bol~xee koliqestvo nepreryvnyh stohastiqeskih xumov, otliqnyh ot belogo xuma. S drugoæ storony, dokazatel~stva togo, qto dannaØ fil~traciØ poroßdena brounovskim dvißeniem, stanovØtsØ vse menee i menee konstruktivnymi (sm. rabotu M. Mal~rika [17]).

No skol~ by vpeqatlØ¸wimi ni byli prodvißeniØ poslednih let, predstoit proæti ewe znaqitel~nyæ put~. Vopros, postavlennyæ `orom dvadcat~ let nazad, ostaetsØ aktual~nym, esli ego utoqnit~ i pereformulirovat~ v svete segodnØxnih znaniæ:

Esli slabo brounovskoe prostranstvo s fil~tracieæ pogrußaemo v vinerovskoe prostranstvo, obØzatel~no li ono izomorfno vinerovskomu (t.e. poroßdeno brounovskim dvißeniem)?

Literatura

1. M. Arnaudon, La filtration du mouvement brownien indexé par Rdans une variété compacte. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 304–314.

2. M. Barlow, M. Émery, F. Knight, S. Song, M. Yor, Autour d’un théorème de Tsirelson sur les filtrations browniennes et non browniennes. — Séminaire de Probabilités XXXII, Lect. Notes Math. 1686 (1998), 264–305.

3. M. Barlow, J. Pitman, M. Yor, On Walsh’s Brownian motions. — Séminaire de Probabilités XXIII, Lect. Notes Math. 1372 (1989), 275–293.

4. S.Beghdadi-Sakrani, M.Émery, On certain probabilities equivalent to coin-tossing, d’après Schachermayer. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 240–256.

5. C. Bishop, A characterization of Poissonian domains. — Ark. Mat. 29 (1991), 1–24.

6. B. de Meyer, Une simplification de l’argument de Tsirelson sur le caractère non-brownien des processus de Walsh. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 217–220.

7. P. Diaconis, From shuffling cards to walking around the building: an introduction to modern Markov chain theory. — In: Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Doc. Math., Extra Vol. I (1998), pp. 187–204.

264 M. �MERI

8. L. Dubins, J. Feldman, M. Smorodinsky, B. Tsirelson, Decreasing sequences of σ-fields and a measure change for Brownian motion. — Ann. Prob. 24 (1996), 882–904.

9. M. Émery, W. Schachermayer, Brownian filtrations are not stable under equivalent time-changes. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 267–276.

10. M. Émery, W. Schachermayer, A remark on Tsirelson’s stochastic differential equation. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 291–303.

11. M.Émery, W.Schachermayer, On Vershik’s standardness criterion and Tsirelson’s notion of cosiness. — Séminaire de Probabilités XXXV, Lect. Notes Math. 1755 (2001), 265–305.

12. M. Émery, M. Yor, Sur un théorème de Tsirelson relatif à des mouvements browniens corrélés et à la nullité de certains temps locaux. — Séminaire de Probabilités XXXII, Lect. Notes Math. 1686 (1998), 306–312.

13. J. Feldman, M. Smorodinsky, Decreasing sequences of measurable partitions:

product type, standard, and prestandard. — Ergodic Theory and Dynamical Systems 20 (2000), 1079–1090.

14. J. Feldman, B. Tsirelson, Decreasing sequences of σ-fields and a measure change for Brownian motion. II. — Ann. Prob. 24 (1996), 905–911.

15. D. Heicklen, C. Hoffman, T, T �1 is not standard. — Ergodic Theory Dynam.

Systems 18 (1998), 875–878.

16. T. Lindvall, Lectures on the Coupling Method. John Wiley&Sons, New York, 1992. 17. M. Malric, Filtrations quotients de la filtration brownienne. — Séminaire de Probabilités XXXV, Lect. Notes Math. 1755 (2001), 260–264.

18. W. Schachermayer, On certain probabilities equivalent to Wiener measures, d’après Dubins, Feldman, Smorodinsky and Tsirelson. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 221–239.

19. M. Smorodinsky, Processes with no standard extension. — Israel J. Math. 107 (1998), 327–331.

20. B. Tsirelson, Triple points: From non-Brownian filtrations to harmonic measures.

— Geom. Funct. Anal 7 (1997), 1096–1142.

21. B. Tsirelson, Within and beyond the reach of Brownian innovation. — In: Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Doc. Math., Extra Vol. III (1998), pp. 311–320.

22. B. Tsirelson, Toward stochastic analysis beyond the white noise. Preprint;

http://math.tau.ac.il/∼tsirel/Research/Recent/toward.html.

23. B. Tsirelson, Noise sensitivity on continuous products: an answer to an old question of J. Feldman. Preprint; http://math.tau.ac.il/∼tsirel/Research/Recent /products.html.

24. A. M. Verxik, ApproksimaciØ v teorii mery. DoktorskaØ dissertaciØ, Leningrad, 1973. PererabotannaØ versiØ: TeoriØ ubyva¸wih posledovatel~nosteæ izmerimyh razbieniæ, Algebra i analiz 6, vyp. 4 (1994), 1–68.

25. J. Warren, On the joining of sticky Brownian motion. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 257–266.

VERO˚TNOSTNYE PROSTRANSTVA S FIL^TRACIE` 265

26. S. Watanabe, The existence of a multiple spider martingale in the natural filtration of a certain diffusion in the plane. — Séminaire de Probabilités XXXIII, Lect. Notes Math. 1709 (1999), 277–290.

27. M. Yor, Sur l’étude des martingales continues extrémales. — Stochastics 2 (1979), 191–196.

27. M. Yor, Some Aspects of Brownian Motion. Part II: Some Recent Martingale Problems. Birkhäuser, Basel, 1997.

Émery M. Espaces probabilisés filtrés: de la théorie de Vershik au mouvement brownien, via les idées de Tsirelson (Probability spaces with filtrations: from Vershik’s theory to the Brownian motion via Tsirelson’s ideas).

A Russian translation of the paper published in Séminaire Bourbaki, no. 882 (2000/2001). This paper is a survey of the recent literature on the probabilistic theory of filtrations related to the notion of standard filtration (due to Vershik) and cozy filtration (due to Tsirelson), as well as applications of these notions for construction of probability spaces with filtrations that can be thought to be Brownian, but are not.

Postupilo 17 fevralØ 2004 g.

C.N.R.S. et Université Louis Pasteur. I.R.M.A. (URA 7501 du C.N.R.S.) E-mail: emery@math.u-strasbg.fr