Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 307, 2004 g.

M. A. Krikun

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ BESKONEQNA˚ PLOSKA˚ TRIANGUL˚CI˚ I SV˚ZANNY` S NE` VETV˚WI`S˚ PROCESS

Vvedenie

BeskoneqnaØ ravnomerno raspredelennaØ ploskaØ triangulØciØ opredelØetsØ kak slabyæ predel ravnomernyh raspredeleniæ na kornevyh triangulØciØh sfery s N treugol~nikami pri N → ∞. Suwestvovanie fftogo predela bylo dokazano v [1]. V [2] bylo pokazano, qto plowad~ okrestnosti kornØ radiusa R rastet kak R^4, a dlina ee granicy kak R^2 s toqnost~¸ do polilogarifmiqeskogo mnoßitelØ. �to podtverßdaet predpoloßenie, izvestnoe iz fiziki, o tom, qto vnutrennØØ razmernost~ sluqaænoæ triangulØcii ravna qetyrem (sm., napr., [7]).

V dannoæ rabote my utoqnØem rezul~tat raboty [2], kasa¸- wiæsØ dliny granicy R-okrestnosti, i poluqaem toqnoe znaqenie predela ℓ(R)/R^2. DlØ predstavleniØ beskoneqnoæ triangulØcii my ispol~zuem konstrukci¸ “skeleta”, kotoraØ pozvolØet sopostavit~ profil¸ triangulØcii nekotoryæ kritiqeskiæ vetvØwiæsØ process s obrawennym vremenem i s beskoneqnym vtorym momentom. Ispol~zuØ ffto sopostavlenie, my ustanavlivaem novyæ fakt otnositel~no beskoneqnyh triangulØciæ: my pokazyvaem, qto vne R-okrestnosti suwestvuet kontur, otdelØ¸wiæ ee ot beskoneqnoæ qasti triangulØcii, takoæ, qto ego dlina rastet lineæno po R.

Stat~Ø sostoit iz pØti qasteæ i priloßeniØ. V pervom razdele da¸tsØ neobhodimye opredeleniØ i privodØtsØ nekotorye rezul~taty rabot [1, 2]. Osnovnye rezul~taty formuliru¸tsØ v konce pervogo razdela. Vo vtorom razdele opisyvaetsØ konstrukciØ “skeleta”. V tret~em razdele s pomow~¸ prØmyh vykladok vyqislØetsØ predel~noe raspredelenie ℓ(R)/R^2. V qetvertom razdele issleduetsØ svØz~ s vetvØwimsØ processom i

Issledovanie vypolneno pri podderßke RFFI, grant 02-01-00415. 141

142 M. A. KRIKUN dokazyvaetsØ suwestvovanie lineænogo kontura. V pØtom razdele obsußdaetsØ universal~nost~ poluqennogo rezul~tata i razrabotannoæ tehniki. Nekotorye dokazatel~stva tehniqeskogo haraktera dany v priloßenii.

1. Osnovnye rezul~taty

Napomnim vnaqale neskol~ko klassiqeskih opredeleniæ (sm. [3]). Ploskoæ kartoæ nazyvaetsØ vloßennyæ v sferu nepustoæ svØznyæ graf, razdelØ¸wiæ ploskost~ na oblasti, nazyvaemye granØmi, kaßdaØ iz kotoryh gomeomorfna disku. Kornevoæ ploskoæ kartoæ nazyvaetsØ ploskaØ karta, v kotoroæ vydelena gran~, rebro fftoæ grani i napravlenie vdol~ rebra. Oni nazyva¸tsØ sootvetstvenno kornevoæ gran~¸ i kornevym rebrom. Naqalo kornevogo rebra nazyvaetsØ kornevoæ verxinoæ. Ploskie karty rassmatriva¸tsØ s toqnost~¸ do gomeomorfizmov sfery.^1 DlØ kornevyh kart trebuetsØ, qtoby gomeomorfizm sohranØl koren~ (t.e. kornevye gran~, rebro i verxinu), vsledstvie qego gruppa avtomorfizmov kornevoæ karty vsegda trivial~na. Nigde dalee v stat~e vloßenie v sferu ne ispol~zuetsØ.^2

Stepen~¸ grani v ploskoæ karte nazyvaetsØ qislo reber, vstreqa¸wihsØ pri obhode fftoæ grani (pri fftom odno rebro moßet byt~ podsqitano dvaßdy). TriangulØcieæ nazyvaetsØ ploskaØ karta, v kotoroæ vse nekornevye grani ime¸t stepen~ tri; krome fftogo obyqno nakladyva¸tsØ dopolnitel~nye usloviØ, iskl¸qa¸wie nekotorye “nehoroxie” grafy. Niße my opredelim odin tip triangulØciæ, s naimen~ximi ograniqeniØmi na strukturu grafa; drugie tipy budut rassmotreny v poslednem razdele stat~i.

Napomnim snaqala odno opredelenie.

Verxina v svØznogo grafa G nazyvaetsØ toqkoæ soqleneniØ, esli graf G moßno predstavit~ v vide ob¨edineniØ dvuh grafov, kaßdyæ iz kotoryh soderßit hotØ by odno rebro i pereseqenie kotoryh sostoit iz edinstvennoæ verxiny v.

1Strogo govorØ, ploskaØ karta ffto klass ffkvivalentnosti vloßeniæ grafa v sferu po modul¸ gomeomorfizmov sfery.

2Moßno vovse iskl¸qit~ vloßenie v sferu iz opredeleniØ ploskoæ karty. DlØ fftogo sleduet opredelit~ kartu kak graf, u kotorogo v kaßdoæ verxine zadan cikliqeskiæ porØdok reber. V takom grafe moßno opredelit~ ponØtie grani; togda ploskie karty poluqa¸tsØ naloßeniem sootvetstvu- ¸wego usloviØ na ffælerovu harakteristiku i orientiruemost~.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 143

Opredelenie 1. Kornevoæ poqti-triangulØcieæ (KPT) nazyva-

etsØ kornevaØ ploskaØ karta, v kotoroæ vse nekornevye grani ØvlØ¸tsØ treugol~nikami i, krome togo, otsutstvu¸t toqki soqleneniØ.

KornevaØ poqti-triangulØciØ harakterizuetsØ qislom treugol~nikov N i qislom reber na granice m. V kaqestve special~nogo sluqaØ rassmatrivaetsØ karta, sostoØwaØ iz edinstvennogo rebra, vloßennogo v sferu; v fftom sluqae sqitaetsØ, qto N = 0, m = 2.

V sluqae m = 3 kornevaØ gran~ sama ØvlØetsØ treugol~nikom. TakaØ triangulØciØ nazyvaetsØ polnoæ triangulØcieæ sfery s N + 1 treugol~nikami. Analogiqno v sluqae m = 2, qtoby poluqit~ polnu¸ triangulØci¸ s N treugol~nikami, dostatoqno skleit~ rebra kornevoæ grani v odno.

Pereqislit~ vse KPT otnositel~no N i m pozvolØet sledu- ¸waØ formula:

C_0(N, m) =

2^{j+2}(2m + 3j − 1)!(2m − 3)! (j + 1)!(2m + 2j)!((m − 2)!)^2

, N = m + 2j; (1)

peremennu¸ j zdes~ moßno interpretirovat~ kak koliqestvo vnutrennih verxin triangulØcii minus odna verxina.

1.1. Prostranstvo triangulØciæ.

RasstoØniem meßdu verxinami v_1 i v_2 ploskoæ karty budem sqitat~ dlinu minimal~nogo puti iz v_1 v v_2, polagaØ pri fftom dlinu kaßdogo rebra ravnoæ edinice.

Opredelim xar radiusa R (R-xar) B_R v KPT kak podtriangulØci¸, sostoØwu¸ iz treugol~nikov, ime¸wih hotØ by odnu verxinu na rasstoØnii menee R ot kornevoæ granicy.

Pust~ T^∗_{<∞} – prostranstvo vseh KPT s metrikoæ

d_T (T_1, T_2) = inf { 1 R + 1 | | R : BR(T1) = BR(T2) } , a T^∗ – popolnenie fftogo prostranstva. Predel~nye toqki prostranstva T^∗, ne leßawie v T^∗_{<∞}, nazyva¸tsØ beskoneqnymi ploskimi triangulØciØmi. Beskoneqnu¸ triangulØci¸ moßno predstavit~ lokal~no koneqnym ploskim grafom (graf ØvlØetsØ lokal~no koneqnym, esli stepen~ kaßdoæ ego verxiny koneqna).

144 M. A. KRIKUN

V silu togo, qto stepeni verxin ne ograniqeny, prostranstvo T^∗ ne kompaktno. Naprimer, v nem moßno postroit~ beskoneqnu¸ posledovatel~nost~ razliqnyh triangulØciæ, skleivaØ dve triangulØcii n-ugol~nika iz n treugol~nikov (sm. ris. 1). RasstoØnie meßdu l¸bymi takimi triangulØciØmi budet ravno edinice, a znaqit, posledovatel~nost~ ne budet soderßat~ shodØweæsØ podposledovatel~nosti.

Ris. 1. TriangulØciØ, poluqennaØ skleivaniem dvuh n-ugol~nikov; vydelena kornevaØ gran~.

Prostranstvo T^∗ moßno predstavit~ v vide ob¨edineniØ

T^∗ = ∞⋃ m0=2

T (m_0),

gde T (m_0) – podprostranstvo triangulØciæ s dlinoæ kornevoæ granicy m_0. V dal~neæxem nam ponadobØtsØ lix~ ffti podprostranstva v otdel~nosti, i tam, gde ffto ne vyzovet nedorazumeniæ, my budem predpolagat~, qto m_0 ØvlØetsØ konstantoæ, i pisat~ prosto T vmesto T (m_0).

Metrika d_T poroßdaet slabu¸ topologi¸ v prostranstve mer na T = T (m_0). A imenno, vvedem sledu¸wee oprededelenie.

Opredelenie 2. Mera ρ na prostranstve T ØvlØetsØ predelom

posledovatel~nosti mer ρ_n, esli dlØ vsØkoæ ograniqennoæ nepreryvnoæ funkcii f : T → R suwestvuet predel lim_{n→∞} ∫ fdρ_n = ∫ fdρ. Pust~ τ_n – veroØtnostnaØ mera na T , zada¸waØ ravnomernoe raspredelenie na triangulØciØh s n treugol~nikami. Angel i Schramm [1] dokazali suwestvovanie slabogo predela posledovatel~nosti τ_n dlØ polnyh triangulØciæ sfery.

Teorema 1 (Angel, Schramm). DlØ m0 = 3 v prostranstve T =

T (3) suwestvuet veroØtnostnaØ mera τ s nositelem na beskoneqnyh ploskih triangulØciØh, takaØ, qto

lim τ_n = τ.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 145 SluqaænaØ veliqina so znaqeniØmi v T , raspredelenie kotoroæ opredeleno predel~noæ meroæ τ , nazyvaetsØ beskoneqnoæ ravnomerno raspredelennoæ ploskoæ triangulØcieæ. My budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ S(N, m_0) i S_∞(m_0) dlØ sluqaænyh triangulØciæ s raspredeleniØmi τ_n(m_0) i τ (m_0) sootvetstvenno.

1.2. Profil~.

Zamknutyæ koneqnyæ put~ bez samopereseqeniæ v triangulØcii nazyvaetsØ konturom. Kontur razdelØet triangulØci¸ na dve qasti. Esli odna iz qasteæ beskoneqna, a drugaØ koneqna i soderßit koren~, takoæ kontur nazyvaetsØ otdelØ¸wim beskoneqnost~.

Lemma 1. V beskoneqnoæ ravnomernoæ sluqaænoæ triangulØcii

s veroØtnost~¸ edinica suwestvuet otdelØ¸wiæ beskoneqnost~ kontur, takoæ, qto vse ego verxiny ime¸t vysotu v toqnosti R. Takoæ kontur ØvlØetsØ edinstvennym, esli dopolnitel~no potrebovat~, qtoby vse ego rebra prinadleßali granice xara B_R.

Pust~ ℓ(R) – dlina fftogo kontura. Posledovatel~nost~ ℓ(1), ℓ(2), . . . dlin konturov dlØ nekotoroæ triangulØcii nazyvaetsØ profilem fftoæ triangulØcii. Sledu¸wie tri teoremy sostavlØ- ¸t osnovnoæ rezul~tat dannoæ stat~i.

Teorema 2. Pust~ ℓ(R) – profil~ ravnomerno raspredelennoæ slu-

qaænoæ ploskoæ triangulØcii. Suwestvuet predel lim R→∞ ℓ(R) R^2 = ξ, gde ξ – sluqaænaØ veliqina s plotnost~¸

p_ξ(x) = 2 √ π e^{−t}t^{1/2}. Teorema 3. Posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin ℓ(R) obrazuet

markovsku¸ cep~, perehodnye veroØtnosti kotoroæ opredelØ¸tsØ sootnoxeniem P{ℓ(R) = k|ℓ(0) = l} = [t^k]F_0(t) [t^l]F_0(t) P{ζ̄(R) = l|ζ̄(0) = k}, gde F_0(t) = 2 √ 1 − t − 4 + 2 √ 1 − t,

146 M. A. KRIKUN a ζ̄ – kritiqeskiæ vetvØwiæsØ process s obrawennym vremenem i s osobym povedeniem vblizi nulØ (sm. toqnu¸ formulirovku v razdele 4.1).

Teorema 4. V beskoneqnoæ ravnomernoæ sluqaænoæ triangulØcii

dlØ vsØkogo R suwestvuet otdelØ¸wiæ beskoneqnost~ kontur lc(R), takoæ, qto vse ego verxiny ime¸t vysotu ne menee R, a matematiqeskoe oßidanie ego dliny lineæno po R pri R → ∞.

Krome togo, my poluqim al~ternativnoe dokazatel~stvo teoremy 1, kotoroe goditsØ dlØ proizvol~nogo podprostranstva T (m_0), a ne tol~ko dlØ m_0 = 3. �to obobwenie, odnako, ne ØvlØetsØ suwestvennym.

2. Predstavlenie beskoneqnoæ triangulØcii 2.1. Stroenie okrestnosti.

Rassmotrim podrobnee strukturu xara B_R(T ). V obwem sluqae ego granica imeet dve i bolee komponenty svØznosti, tak qto B_R(T ) moßno rassmatrivat~ kak triangulØci¸ sfery s neskol~kimi dyrkami. Obobwim opredelenie KPT na podobnogo roda triangulØcii.

Opredelenie 3. Mnogokornevoæ triangulØcieæ (MKT) tipa

(N , m_0, k; m_1, . . . , m_k) nazyvaetsØ ploskaØ kornevaØ karta, v kotoroæ

• stepen~ kornevoæ grani ravna m_0, • vydeleno k graneæ, pomeqennyh qislami 1, . . . , k; ffti grani sqita¸tsØ dyrkami v sfere, • dliny granic dyrok ravny m_1, . . . , m_k, • na granice kaßdoæ dyrki vydeleno rebro (dopolnitel~nyæ koren~) tak, qto ego napravlenie soglasovano s napravleniem kornevoæ grani, • ostal~nye N graneæ karty ØvlØ¸tsØ treugol~nikami, • otsutstvu¸t toqki soqleneniØ.

Opredelenie poluqilos~ dovol~no gromozdkim, pofftomu luqxe srazu dat~ nekotorye poØsneniØ. Dopolnitel~nye korni nußny, qtoby odnoznaqno opredelit~ operaci¸ zakleivaniØ dyrok diskami. DlØ sokraweniØ zapisi my budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ N (T ), m_0(T ), m_j (T ) dlØ parametrov triangulØcii T tipa

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 147 (N, m_0, k; m_1, . . . , m_k). Mnogokornevu¸ triangulØci¸ s k = 1 budem nazyvat~ cilindriqeskoæ i sqitat~, qto ee kornevaØ granica ØvlØetsØ nißneæ, a nekornevaØ – verhneæ. DlØ verxin kornevoæ granicy MKT vvedem standartnu¸ numeraci¸. Naqalu kornevogo rebra prisvoim nomer 0, ego koncu nomer 1, dalee v porØdke obhoda granicy.

Opredelenie 3 ne nalagaet nikakih ograniqeniæ na granicy triangulØcii. Tak, naprimer, dve granicy mogut imet~ obwee rebro, a triangulØciØ moßet ne imet~ ni odnogo treugol~nika (N (T ) = 0). Niße budet vydelen podklass triangulØciæ s bolee regulØrnoæ strukturoæ, no snaqala my opredelim operaci¸ dopolneniØ MKT do KPT.

Opredelenie 4. PodhodØwim naborom diskov dlØ triangulØcii

T tipa (N, m_0; m_1, . . . , m_k), k ¿ 1, nazyvaetsØ uporØdoqennyæ nabor triangulØciæ diska D_1, . . . , D_k, takoæ, qto m_0(D_j ) = m_j , j = 1, . . . , k. Prikleim kaßdyæ iz diskov D_j k sootvetstvu¸weæ granice m_j triangulØcii T tak, qtoby kornevoe rebro D_j sovpadalo s dopolnitel~nym kornevym rebrom na granice m_j. Poluqim triangulØci¸ T^′ tipa (N^′, m_0), N^′ = N + ∑ j N (D_j ). �tu operaci¸ nazovem dopolneniem do sfery i budem oboznaqat~ simvoliqeskim ravenstvom T^′ = T + (D_1, . . . , D_k).

Budem takße govorit~, qto T ØvlØetsØ okrestnost~¸ kornØ v S i oboznaqat~ ffto sootnoxenie T^{rn}⊂ S.

Opredelenie 5. TriangulØciØ T nazyvaetsØ ßestkoæ, esli dlØ

razliqnyh podhodØwih naborov diskov D_1, . . . , D_k ≠ D^′_1, . . . , D^′_k rezul~taty dopolneniØ do sfery otliqa¸tsØ: T + (D_1, . . . , D_k) ≠ T + (D^′_1, . . . , D^′_k).

Moßno pokazat~, qto xar B_R(S) ØvlØetsØ ßestkoæ triangulØcieæ (sm. [1]).

VernemsØ k formule (1) pereqisleniØ KPT otnositel~no N i m i rassmotrim sootvetstvu¸wu¸ proizvodØwu¸ funkci¸

U_0(x, y) = ∞∑ N=0 ∞∑ m=2 C_0(N, m)x^N y^{m−2} =

= y − x + (h − y) √_{x2} h2 − 4xy 2xy^2 . (2)

148 M. A. KRIKUN Zdes~ h = h(x) – rexenie uravneniØ x = h − 2h^3, (3) takoe, qto h(0) = 0. Bol~xinstvo veroØtnosteæ, poØvlØ¸wihsØ v dannoæ rabote, voznika¸t iz analiza osobennosteæ funkcii U_0(x, y) (detal~nyæ analiz funkcii U_0(x, y) sm. v [5]). Zafiksiruem y, |y| < y_0 = 1/ √ 6. Togda glavnymi osobennostØmi funkcii U_0(x, y) kak funkcii ot kompleksnoæ peremennoæ x ØvlØ¸tsØ toqki x = ±x_0, x_0 = √ 2/27. Vblizi fftih toqek moßno razloßit~ funkci¸ v rØd po polucelym stepenØm t = x_0 ∓ x: U_0(x, y) | |_{x=x0−t} = A(y) + A1(y)t + 6^{3/4} 3 B(y)t^{3/2} + O(t^2), U_0(x, y) | |_{x=−x0+t} = A(−y) + A1(−y)t + 6^{3/4} 3 B(−y)t^{3/2} + O(t^2), gde A(y) = 3 2 2 √ 1 − √ 6y + 1 ( √ 1 − √ 6y + 1)^2 , B(y) = 1 (1 − √ 6y)^{3/2}

, (4)

a kofffficient A_1(y) takße vyraßaetsØ qerez √ 1 − √ 6y, odnako ne igraet roli v dal~neæxih vykladkah. Oboznaqim kofffficienty razloßeniØ A(y) i B(y) v rØd po y kak a(m) = [y^{m−2}]A(y), b(m) = [y^{m−2}]B(y). Teper~ my moßem sformulirovat~ dve teoremy o predel~nom raspredelenii τ . �ti teoremy privedeny v [1] v drugih oboznaqeniØh; odnako v dannoæ rabote oni byli poluqeny nezavisimo. Dokazatel~stvo pomeweno v priloßenii.

Teorema 5. Pust~ T – ßestkaØ triangulØciØ tipa (n, m0, k; m1,

. . . , m_k). Suwestvuet predel lim N→∞ P{T^{rn}⊂ S(N, m_0)} = 1 b(m_0) a(m_1) · · · a(m_k) k∑ j=1 b(m_j ) a(m_j ) x^n_0 . (5)

V dal~neæxem my budem oboznaqat~ predel (5) kak P{T^{rn}⊂ S_∞(m_0)}. Otmetim, qto dlØ cilindriqeskoæ triangulØcii uravnenie (5) prevrawaetsØ v lim N→∞ P{T^{rn}⊂ S(N, m_0)} = b(m_1) b(m_0) x^n_0 . (6)

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 149

Teorema 6. Rassmotrim sluqaænu¸ triangulØci¸ S(N, m0) pri

uslovii T^{rn}⊂ S(N, m_0), gde T – triangulØciØ tipa (n, m_0, k; m_1, . . . , m_k). Pust~ S(N, m_0) = T +(D_1, . . . , D_k) i N_j = N (D_j ). Rassmotrim predel N → ∞. Togda s veroØtnost~¸ edinica maksimal~noe iz qisel N_j beskoneqno, togda kak ostal~nye koneqny: lim N→∞ P{N_j = max_{i=1,... ,k}(N_i)} = b(m_j ) a(m_j ) (^k∑ i=1 b(m_i) a(m_i) )_{−1} , i suwestvuet predel uslovnogo raspredeleniØ lim N→∞ P{N_i = n_i, i = 1, . . . , ^j, . . . , k|N_j = max(N_i)}. Teper~ moßno pereopredelit~ R-okrestnost~ kornØ tak, qtoby ona imela edinstvennu¸ nekornevu¸ granicu.

Opredelenie 6. Rassmotrim triangulØci¸ T i xar BR = BR(T ).

Pust~ D_1, . . . , D_k – nabor diskov, takoæ, qto B_R +(D_1, . . . , D_k) = T , i pust~ D_j – disk s maksimal~nym koliqestvom treugol~nikov. Okrestnost~¸ B̄_R radiusa R nazovem triangulØci¸, sostoØwu¸ iz vseh treugol~nikov triangulØcii T , ne prinadleßawih D_j : B̄_R = T \ D_j . �to opredelenie ne vpolne korrektno, poskol~ku ne predusmatrivaet sluqaØ, kogda dva i bolee iz diskov D_j oblada¸t maksimal~nym qislom treugol~nikov. Moßno kakim-libo obrazom doopredelit~ ego i v fftom sluqae, odnako dlØ nas vaßno, qto v silu teoremy 6 R-okrestnost~ opredelena odnoznaqno dlØ poqti vseh beskoneqnyh triangulØciæ.

Iz teoremy 6 takße sleduet utverßdenie lemmy 1. Needinstvennost~ otdelØ¸wego beskoneqnost~ kontura, leßawego na vysote R, v pervoæ qasti lemmy 1 proishodit iz suwestvu¸- wego proizvola v vybore puti pri prohoßdenii qerez nol~- treugol~nik (sm. opredelenie niße). Dopolnitel~noe uslovie snimaet fftot proizvol, poskol~ku s fftim usloviem iskomyæ kontur dolßen sovpadat~ s odnoæ iz komponent granicy xara B_R, a lix~ odna iz nih otdelØet beskoneqnost~.

2.2. Skelet.

DlØ otdel~nogo treugol~nika v triangulØcii T rassmotrim rasstoØnie ot ego verxin do kornevoæ granicy. Poskol~ku dlØ

150 M. A. KRIKUN dvuh sosednih verxin ffta veliqina otliqaetsØ ne bolee qem na edinicu, kaßdyæ treugol~nik moßno otnesti k odnomu iz treh tipov: (R, R, R + 1), (R, R, R − 1), (R, R, R), nazyvaemyh sootvetstvenno pl¸s-, minus- i nol~-treugol~nikami. Budem sqitat~ pl¸s-treugol~niki napravlennymi vverh, a minus-treugol~niki – napravlennymi vniz. Sootvetstvenno, dlØ pl¸s-treugol~nikov (minus-treugol~nikov) estestvennym obrazom moßno opredelit~ nißnee (verhnee) i bokovye rebra. Soglasno opredeleni¸ xara B_R, ego granica sostoit iz verhnih reber minus-treugol~nikov; ffto verno takße dlØ R-okrestnosti B̄_R.

Rassmotrim teper~ beskoneqnu¸ triangulØci¸ S i posledovatel~nost~ okrestnosteæ B̄_1, . . . , B̄_R. Vsledstvie teoremy 6, B̄_1 ⊂ . . . ⊂ B̄_R (takoe sootnoxenie ne vypolnØetsØ v obwem sluqae dlØ koneqnoæ triangulØcii S).

Opredelenie 7. Sloem LR = LR(S) nazyvaetsØ podtriangulØ-

ciØ v S, sostoØwaØ iz treugol~nikov, vhodØwih v B̄_R, no ne vhodØwih v B̄_{R−1}.^3 Budem takße govorit~, qto triangulØciØ T , rassmatrivaemaØ v otdel~nosti, ØvlØetsØ dopustimym sloem, esli T = L_R(S) dlØ nekotoryh S i R.

Pereqislim nekotorye svoæstva sloØ, vyteka¸wie neposredstvenno iz opredeleniØ.

• L – cilindriqeskaØ triangulØciØ, v kotoroæ vse verxiny verhneæ granicy udaleny ot nißneæ granicy na rasstoØnie 1;

• kaßdoe rebro verhneæ granicy ØvlØetsØ verhnim rebrom minus-treugol~nika s verxinoæ na nißneæ granice;

• meßdu dvumØ takimi posledovatel~nymi minus-treugol~nikami soderßitsØ nekotoraØ triangulØciØ diska, kotoraØ imeet rovno odnu verxinu na verhneæ i ne menee odnoæ verxiny na nißneæ granice.

�ti svoæstva sledu¸t neposredstvenno iz opredeleniØ sloØ.

Opredelenie 8. Xablonom sloØ dlØ sloØ L nazyvaetsØ mno-

gokornevaØ triangulØciØ, ØvlØ¸waØsØ podtriangulØcieæ sloØ i

3Qtoby tak opredelennyæ sloæ moßno bylo sqitat~ mnogokornevoæ triangulØcieæ soglasno opredeleni¸ 3, nußno zadat~ dopolnitel~noe kornevoe rebro na ego verhneæ granice. �to budet sdelano dalee.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 151 sostoØwaØ iz verhneæ granicy, nißneæ granicy i vseh minustreugol~nikov s rebrom na verhneæ granice.

Granicy meßdu posledovatel~nymi minus-treugol~nikami nazyva¸tsØ gnezdami xablona. V sluqae, esli dva posledovatel~nyh treugol~nika ime¸t obwee rebro, budem sqitat~, qto meßdu nimi soderßitsØ gnezdo s graniceæ dliny dva.

Gnezdo i treugol~nik sprava ot nego nazyva¸tsØ associirovannymi. V kaqestve dopolnitel~nogo kornØ na granice gnezda vybiraetsØ rebro, obwee dlØ gnezda i associirovannogo treugol~nika. V kaqestve dopolnitel~nogo kornØ na verhneæ granice vybiraetsØ verhnee rebro minus-treugol~nika, associirovannogo s gnezdom, soderßawim kornevoe rebro nißneæ granicy.^4

Ris. 2. Xablon sloØ. Pokazany gnezda dliny 4, 4, 2, 3 i 3.

Kaßdomu slo¸ sootvetstvuet rovno odin xablon sloØ. Sloæ moßet byt~ poluqen iz xablona putem zapolneniØ gnezd proizvol~nym podhodØwim naborom diskov (analogiqno opredeleni¸ 4, za iskl¸qeniem togo, qto verhnØØ granica ostaetsØ otkrytoæ), i, naoborot, za edinstvennym iskl¸qeniem kaßdyæ podhodØwiæ nabor diskov pozvolØet poluqit~ sloæ iz xablona sloØ.

Lemma 2. Pust~ P – xablon sloØ s verhneæ graniceæ dliny k i k

gnezdami l_1, . . . , l_k, i pust~ D_1, . . . , D_k – podhodØwiæ nabor diskov (m_0(D_j ) = l_j).

Prikleim kaßdyæ disk k sootvetstvu¸wemu gnezdu tak, qtoby koren~ diska sovpadal s dopolnitel~nym kornem na granice gnezda. Togda poluqennaØ triangulØciØ ØvlØetsØ dopustimym sloem

4Toqno tak ße sleduet opredelit~ dopolnitel~nyæ koren~ na verhneæ granice v opredelenii 7.

152 M. A. KRIKUN za iskl¸qeniem sledu¸wego sluqaØ:

1) vse l_1, . . . , l_k krome l_j ravny dvum;

2) disk D_j soderßit rebro meßdu toqkami 0 i 2 kornevoæ granicy. (E)

Ris. 3. Xablon sloØ, popada¸wiæ pod iskl¸qenie (E).

Dokazatel~stvo. Proverim, qto L = P +(D1, . . . , Dk) udovletvo-

rØet opredeleni¸ MKT. Pri fftom suwestvenno tol~ko poslednee uslovie, trebu¸wee otsutstviØ toqek soqleneniØ.

V ploskoæ triangulØcii s neskol~kimi granicami toqka soqleneniØ moßet vozniknut~ dvumØ sposobami: libo odna iz granic ØvlØetsØ samokasa¸weæsØ, t.e. nekotoraØ verxina pri obhode granicy vstreqaetsØ dvaßdy, libo suwestvuet petlØ – rebro s naqalom i koncom v odnoæ verxine.

VerhnØØ i nißnØØ granicy xablona ne ØvlØ¸tsØ samokasa¸- wimisØ. Pri vkleivanii diskov D_1, . . . , D_k nikakie dve verxiny ne skleiva¸tsØ vmeste, tak qto granicy osta¸tsØ nesamokasa¸- wimisØ. OstaetsØ proverit~ otsutstvie petel~.

PetlØ poØvlØetsØ, tol~ko esli granica nekotorogo gnezda samokasaetsØ v nekotoroæ verxine v = v^′ i v ffto gnezdo vkleivaetsØ disk tak, qto koncy nekotorogo vnutrennego rebra diska skleiva¸tsØ s v i v^′. A ffto v toqnosti sluqaæ, opisannyæ iskl¸qeniem (E).

Lemma 3. Rassmotrim proizvol~nu¸ posledovatel~nost~ dopu-

stimyh sloev L_1, . . . , L_R, taku¸, qto m_1(L_i) = m_0(L_{i+1}). SkleivaØ posledovatel~no ffti sloi, my poluqim triangulØci¸ bez petel~.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo analogiqno dokazatel~stvu

predyduweæ lemmy. Nußno proverit~, qto pri dobavlenii sloØ

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 153 L_j k cilindriqeskoæ triangulØcii T_{j−1} = L_1 + . . . + L_{j−1} ne voznikaet toqek soqleneniØ. �to deæstvitel~no tak, poskol~ku i L_j , i T_{j−1} ne soderßat toqek soqleneniØ, a skleiva¸tsØ oni kak minimum v dvuh toqkah, tak qto v triangulØcii T_j = T_{j−1} + L_j toqki soqleneniØ takße otsutstvu¸t.

Sledstvie. DlØ vsØkogo dopustimogo sloØ L i dlØ vsØkogo R naæ-

detsØ triangulØciØ S, takaØ, qto L = L_R(S).

Opredelenie 9. Pust~^¯BR – R-okrestnost~ kornØ v triangulØ-

cii T . Skeletom fftoæ okrestnosti nazyvaetsØ podtriangulØciØ skel(B_R), sostoØwaØ iz vseh minus-treugol~nikov s verhnim rebrom na granice odnoæ iz okrestnosteæ B̄_1(T ), . . . , B̄_R(T ).

Pust~ L_1, . . . , L_R – posledovatel~nost~ sloev, sootvetstvu¸- waØ B̄_R, i pust~ P_1, . . . , P_R – xablony sloev (L_j sootvetstvuet P_j, j = 1, . . . , R). Togda

skel(B̄_R) = P_1 + . . . + P_k.

Skelet ØvlØetsØ mnogokornevoæ triangulØcieæ; dopolnitel~nye korni opredelØ¸tsØ xablonami sloev.

Ustanovim sootvetstvie meßdu skeletami i traektoriØmi vetvØwegosØ processa (sm. ris. 4). DlØ skeleta skel(B̄_R) skaßem, qto • kontur meßdu dvumØ posledovatel~nymi sloØmi ØvlØetsØ pokoleniem vetvØwegosØ processa;

• rebra, obrazu¸wie fftot kontur, ØvlØ¸tsØ qasticami; • rebra, prinadleßawie nißneæ qasti granicy gnezda, ØvlØ- ¸tsØ potomkami verhnego rebra minus-treugol~nika, associirovannogo s fftim gnezdom.

My rassmotrim ffto sootvetstvie detal~no v razdele 4.

Ris. 4. Skelet i traektoriØ vetvØwegosØ processa.

154 M. A. KRIKUN

2.3. Pereqislenie triangulØciæ s zadannym skeletom.

KonstrukciØ skeleta i teorema 5 pozvolØ¸t vyqislit~ vero- Øtnost~ togo, qto R-okrestnost~ B̄_R v beskoneqnoæ triangulØcii S imeet zadannyæ skelet K. DlØ fftogo sleduet kaßdoæ triangulØcii iz mnoßestva skel^{−1}(K) = {T ∈ T : skel(B_R(T )) = K} prisvoit~ ee veroØtnost~ v sootvetstvii s formuloæ (6) i prosummirovat~ po skel^{−1}(K): Z(K) = ∑ T ∈skel�1(K)

b(m_1) b(m_0) x^{n(T )}_0 .

(Moßno rassmotret~ i bolee obwiæ sluqaæ, zameniv x_0 na x.)

Poskol~ku m_0 i m_1 opredeleny skeletom K i, sledovatel~no, odinakovy dlØ vseh triangulØciæ T ∈ skel^{−1}(K), Z(K) = b(m_1) b(m_0) ∑ T ∈skel�1(K)

x^{n(T )}_0 .

Dalee, kaßdaØ triangulØciØ T ∈ skel^{−1}(K) moßet byt~ poluqena iz skeleta K zakleivaniem ego gnezd podhodØwim naborom diskov, priqem diski v raznyh gnezdah mogut byt~ vybrany nezavisimo.

Pust~ gnezda skeleta K kakim-libo obrazom zanumerovany i ime¸t dliny l_1, . . . , l_q. Esli vremenno ne prinimat~ vo vnimanie iskl¸qenie (E), moßno sqitat~, qto kaßdoe gnezdo moßno zapolnit~ l¸boæ triangulØcieæ s sootvetstvu¸weæ dlinoæ granicy. Togda summu Z(K) moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ po vsem gnezdam, v kotorom gnezdu j pripisan mnoßitel~ ∞∑ n=0 C_0(n, l_j)x^{n+1}_0 = x_0[y^{lj −2}]U_0(x_0, y)

(dopolnitel~nyæ mnoßitel~ x_0 otnositsØ k associirovannomu treugol~niku): Z(K) = b(m_1) b(m_0) q∏ j=1 x_0[y^{lj −2}]U_0(x_0, y). (7)

V bolee obwem sluqae, t.e. s uqetom iskl¸qeniØ (E), nekotorye qleny v fftom proizvedenii sleduet izmenit~, qto ØvlØetsØ neprostoæ zadaqeæ dlØ proizvol~nogo skeleta. V sledu¸wih dvuh qastØh my podoædem k fftomu voprosu dvumØ sposobami.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 155 V razdele 3 my postroim summu, podobnu¸ Z(K), pozvolØ¸- wu¸ pereqislit~ vse sloi otnositel~no dlin granic i qisla treugol~nikov. Zatem my rasxirim ee na sluqaæ proizvol~nogo radiusa R-okrestnosti i dokaßem teoremu 2 ob asimptotike dliny verhneæ granicy.

V razdele 4 my podrobnee rassmotrim svØz~ meßdu skeletom i vetvØwimsØ processom. �tot podhod vedet k menee sloßnym vykladkam, no ne pozvolØet poluqit~ toqnyh rezul~tatov. Osnovnym rezul~tatom fftogo razdela ØvlØetsØ teorema 4 o suwestvovanii lineænogo kontura.

3. PrØmoæ podhod 3.1. Summa po sloØm kak lineænyæ operator.

Summa Z(K) ne uqityvaet iskl¸qeniØ (E) i, sledovatel~- no, ne moßet ispol~zovat~sØ dlØ poluqeniØ toqnyh rezul~tatov. Odnako tot ße podhod pozvolØet toqno vyqislit~ summu, pereqislØ¸wu¸ vse sloi otnositel~no dlin granic i qisla treugol~- nikov.

Lemma 4. Pust~ l = l(L) i k = k(L) oboznaqa¸t dlinu nißneæ i

verhneæ granic sloØ L, a n = n(L) – qislo treugol~nikov v L.

Voz~mem funkci¸ F (t), dopuska¸wu¸ razloßenie v rØd

F (t) = ∞∑ j=0 c_jt^j . Togda moßno vyqislit~ summu po vsem sloØm L ∈ Λ ∑ L c_{k−2}x^ny^{l−2} = (A(x)F )(y),

gde A(x) ffto lineænyæ operator, opredelØemyæ sootnoxeniem

(A(x)F )(y) = 1 y u(x, y)u^′(x, y)F (u(x, y))− − 1 y ( u(x, y) + yu^′(x, y) ) u^′(x, 0)F (u(x, 0)), (8) u(x, y) = xU_0(x, y), u^′(x, y) =^∂_{∂y} xU_0(x, y). Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo v celom pohoße na priveden-

noe v p. 2.3 rassußdenie otnositel~no Z(K), odnako est~ dva

156 M. A. KRIKUN momenta, na kotorye sleduet obratit~ vnimanie: ffto uqet poloßeniØ kornØ i iskl¸qeniØ (E).

Pust~ P – xablon sloØ s verhneæ graniceæ k i nißneæ graniceæ l. Zanumeruem gnezda fftogo xablona naqinaØ s gnezda, soderßawego kornevoe rebro (nißneæ granicy). Pust~ gnezda ime¸t granicy dliny l_1, . . . , l_k. Togda (l_1 − 2) + . . . + (l_k − 2) = l i, v sootvetstvii s opredeleniem xablona sloØ, l_1 ¿ 3, poskol~ku pervoe gnezdo obØzatel~no imeet hotØ by odno rebro na nißneæ granice. Pri zadannyh l_1, . . . , l_k koren~ moßet nahodit~sØ v odnoæ iz (l_1 − 2) poziciæ na nißneæ granice; sledovatel~no, qtoby zadat~ xablon sloØ, nußno vmeste s l_1, . . . , l_k ukazat~ ewe i fftu pozici¸.

Pri perevode na Øzyk proizvodØwih funkciæ ffto daet pervyæ qlen v pravoæ qasti formuly (8): ∑ L c_{k−2}x^ny^{l−2} = y^{−2} ∞∑ k=2 ∑ l1¿3; l2,... ,l_k ¿2 c_{k−2}(l_1 − 2)y^{l1−2}[t^{l1−2}]u(x, t)×

× k∏ j=2 y^{lj −2}[t^{lj −2}]u(x, t) = y^{−1}u^′(x, y)u(x, y)F (u(x, y)). (9) PravaØ qast~ formuly (9) vkl¸qaet nekotorye sloi, zaprewennye iskl¸qeniem (E); sledovatel~no, nußno vyqest~ iz nee nekiæ korrektiru¸wiæ qlen.

Qtoby xablon sloØ P popadal pod iskl¸qenie (E), on dolßen imet~ gnezda l_2 = . . . = l_k = 2, a qtoby sootvetstvu¸wiæ fftomu xablonu sloæ L popadal pod iskl¸qenie (E), triangulØciØ diska, vkleivaemaØ v pervoe gnezdo (l_1), dolßna soderßat~ rebro meßdu verxinami 0 i 2 kornevoæ granicy (0 − 2-rebro). DlØ pereqisleniØ takih triangulØciæ nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 5. Pust~ D(N, m, l) – qislo triangulØciæ diska tipa

(N, m + l, 0), soderßawih rebro meßdu verxinami 0 i l kornevoæ granicy (ffto moßet byt~ i rebro granicy, esli m = 1 ili l = 1). Togda W (x, y, z) = ∑ N¿0 ∑ m,l¿1^{D(N, m, l)x} N y^{m−1}z^{l−1} = U_0(x, y)U_0(x, z) U_0(x, 0) . (10)

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 157 Dokazatel~stvo privedeno v priloßenii.

Qislo triangulØciæ diska s graniceæ m, soderßawih 0 − 2- rebro, opredelØetsØ kofffficientom [y^{m−3}z]W (x, y, z). Qtoby ispravit~ formulu (9), nußno vyqest~ iz nee summu po vsem zaprewennym sloØm, ∑ L:(E) c_{k−2}x^ny^{l−2} =

= ∞∑ k=2 c_{k−2} ∑ l1¿3^{(l1 − 2)xy} l1−4[tl1−3z]W (x, t, z) ( xU_0(x, 0) )_{k−1} . (11)

Zdes~ potrebu¸tsØ dva promeßutoqnyh ravenstva: ∞∑ k=2 c_{k−2} ( xU_0(x, 0) )_{k−1} = u(x, 0)F (u(x, 0)),

[t^{l1−3}z]W (x, t, z) = U^′_0(x, 0) U_0(x, 0)

[t^{l1−3}]U_0(x, t) = u^′(x, 0) u(x, 0) [t^{l1−3}]U_0(x, t), posle qego moßno vernut~sØ k (11): . . . = u^′(x, 0)F (u(x, 0)) ∑ l1¿3^{(l1 − 2)y} l1 −4[tl1−3]u(x, t) =

= u^′(x, 0)F (u(x, 0))y^{−1} ∂ ∂y (yu(x, y)) = = y^{−1} ( u(x, y) + yu^′(x, y) ) u^′(x, 0)F (u(x, 0)). (12)

VyqitaØ (12) iz (9), poluqim (8), qto i trebovalos~.

Kak sledstvie lemmy 4 i lemmy 5 poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 6. Pust~ l i k – dliny nißneæ i verhneæ granic R-

okrestnosti B̄_R, i pust~ n – qislo treugol~nikov v B̄_R.

Voz~mem funkci¸ F (t), dopuska¸wu¸ razloßenie v rØd

F (t) = ∞∑ j=0 c_jt^j . Togda moßno vyqislit~ summu po vsem R-okrestnostØm ∑ B̄_R c_{k−2}x^ny^{l−2} = (A^R(x)F )(y).

158 M. A. KRIKUN

Qtoby prodemonstrirovat~ primenenie lemmy 6, vyqislim matematiqeskoe oßidanie dliny verhneæ granicy k pri fiksirovannoæ nißneæ granice l i pri zadannom R. Po teoreme 5 E(k|l) = ∑ B_R (l)

k P(B_R) = ∑ B_R(l) k b(k) b(l) x^n_0 ,

gde summirovanie vedetsØ po vsem sloØm s nißneæ graniceæ l. PrimenØØ lemmu 6, poluqim E(k|l) = 1 b(l) [y^{l−2}](A^R_0 f_1)(t),

gde A_0 = A(x_0),

f_1(y) = ∞∑ k=2 kb(k)y^k = ∞∑ k=2 ky^k[t^{k−2}]B(t) = 1 y ∂ ∂y (y^2B(y)).

Podobnym obrazom moßno postroit~ funkci¸ F dlØ vyqisleniØ momentov E(k^2|l), E(k^3|l) i t.d.

Vaßnyæ fakt: summa veroØtnosteæ po vsem sloØm s fiksirovannoæ dlinoæ nißneæ granicy l ravna edinice dlØ vseh l. S ego pomow~¸ moßno dokazat~, qto mera τ na prostranstve triangulØciæ T ØvlØetsØ veroØtnostnoæ, i poluqit~ takim obrazom al~ternativnoe dokazatel~stvo teoremy 1.

Lemma 7._∑ B_R P{B_R^{rn}⊂ S(m_0)} = 1. (13)

Dokazatel~stvo. Pust~ f0(y) = B(y) = (1 −^√6 y)^{− 3}2 . My hotim

pokazat~, qto ∑ B_R P{B_R^{rn}⊂ S(m_0)} = ∑ B_R b(m_1(B_R)) b(m_0) x^{n(BR)} 0 = [t^{l−2}](A^R_0 f_0)(t) [t^{l−2}f_0(t)]

= 1.

�to sleduet iz ravenstva A^R_0 f_0 = f_0, kotoroe v svo¸ oqered~ sleduet iz ravenstva A_0f_0 = f_0. Proverka poslednego ravenstva delaetsØ naprØmu¸, no trebuet gromozdkih vykladok, kotorye my opustim.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 159

3.2. Iteracii lineænogo operatora.

Qtoby poluqit~ asimptotiku momentov sluqaænoæ veliqiny ℓ(R) pri R → ∞, nußno umet~ vyqislØt~ A^R_0 . DlØ naqala sdelaem zamenu peremennoæ w = √ 1 − √ 6y. (14) Pri perehode v novu¸ sistemu koordinat funkciØ f(y) prevrawaetsØ v funkci¸ g(w), opredelØemu¸ uravneniem f(y) = g(w), a operator A_0 prevrawaetsØ v operator B, takoæ, qto dlØ vseh f i y (A_0f)(y) = (Bg)(w).

Operator B deæstvuet na g sledu¸wim obrazom:

(B(g))(w) =

(2w + 1)g (_w 1+w ) (1 + w)^5(1 − w^2) − 1 8 (w + 2)g

(_1 2 ) (1 + w)^2(1 − w^2) . Razloßim ego na dve qasti, B = B_1 − B_2, gde

B_1(g)(w) =

(2w + 1)g (_w 1+w ) (1 + w)^5(1 − w^2) − 3 32 g (_1 2 ) w^3(1 − w^2) ,

B_2(g)(w) = 1 8 (w + 2)g

(_1 2 ) (1 + w)^2(1 − w^2) − 3 32 g (_1 2 ) w^3(1 − w^2) . Smysl fftogo razloßeniØ v tom, qto poluqennye qasti B_1 i B_2 ØvlØ¸tsØ iteriruemymi, t.e. moßno zapisat~ prostu¸ formulu dlØ k-æ iteracii kaßdogo iz fftih operatorov. Pust~ g(w) = G(w) w^3(1 − w^2) ; togda

B^k_1(g)(w) = G (_w kw+1 ) w^3(1 − w^2) − G (_1 k+1 ) w^3(1 − w^2) ,

B^k_1(g)(1) = − G^′ (_1 k+1 ) 2(k + 1)^2

, (15)

160 M. A. KRIKUN B_2(g)(w) = ϕ(w)g (1 2 ) , ϕ(w) = 1 8 (w + 2) (1 + w)^2(1 − w^2) − 3 32 1 w^3(1 − w^2) . (16)

Qtoby vyqislit~ k-¸ iteraci¸ operatora B, vvedem proizvodØwie operatory

M = M(z) = ∞∑ k=0 z^kB^k, M_1 = M_1(z) = ∞∑ k=0 z^kB^k_1 , i ispol~zuem toßdestvo M = M_1 + zM_1B_2M.

Togda M(g)(w) = M_1(g)(w) + zM_1(ϕ)(w) · M(g) ( 1 2 ) , (17) qto pri w = 1/2 daet

M(g) ( 1 2 ) = M_1(g)(^1_2 ) 1 − zM_1(ϕ)(^1_2 )

. (18)

PodstavlØØ (18) v (17), poluqim M(g)(w) = M_1(g)(w) + M_1(g) ( 1 2 ) θ(z, w), (19) θ(z, w) = zM_1(ϕ)(w) 1 − zM_1(ϕ)(^1_2 ) . Moßno poluqit~ bolee prostoe vyraßenie dlØ θ(z, w). Pri zamene peremennoæ y → w funkciØ f_0(y) = (1 − √ 6y)^{−3/2} perehodit v g_0(w) = 1/w^3. Podstavim g_0 v (19); togda, poskol~ku A_0 sohranØet f_0, a B sohranØet g_0, poluqim

M(g_0)(w) = g(w) 1 − z ; sledovatel~no, θ(z, w) = M_1(g_0)(w) −^{g0(w)}_{1−z} M_1(g_0)(^1_2 ) . Podytoßim provedennye vyqisleniØ sledu¸weæ lemmoæ.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 161

Lemma 8.

M(g)(1) = M_1(g)(1) − M_1(g) ( 1 2 ) H_1(z) − 1_{1−z} H_2(z) , gde H_1(z) = 1 z ∞∑ k=0 z^k (k + 1)^3

, H_2(z) = 32 3 ∞∑ k=0 ( 1 (k + 1)^2 − 1 (k + 2)^2 ) z^k. Pereædem teper~ k vyqisleni¸ predel~nogo raspredeleniØ sluqaænoæ veliqiny ℓ(R); dlØ fftogo, ispol~zuØ lemmu 8, vyqislim asimptotiku ee momentov. Vnaqale sleduet skonstruirovat~ funkcii f_j (y).

Lemma 9.

f_j (y) = ∞∑ k=0 k^jb(k)y^k = (2j + 1)!!

2^j 1 w^{2j+3}

P_j(w^2),

gde P_j – mnogoqlen, takoæ, qto P_j(0) = 1.

Dokazatel~stvo. Po indukcii

f_0(y) = B(y) = g_0(w).

Poskol~ku f_{j+1}(y) = y^d_{dy} f_j (y) i, v sootvetstvii s (14),^{∂w}_{∂y} = −^{√6}_{2w} , to f_{j+1}(y) =

(2j + 1)!!

2^j ( 1 − w2 √ 6 ) d dw ( 1 w^{2j+3}

P_j(w^2) )( − √ 6 2w ) = = (2j + 1)!!

2^j

( 2j + 3 2 P (w^2) w^{2j+5} − P^′(w^2) w^{2j+3} ) (1 − w^2) = = (2j + 3)!!

2^{j+1} 1 w^{2j+5}

P_{j+1}(w^2), gde P_{j+1}(w) = ( P_j(w) − 2wP^′(w) 2j + 3 ) (1 − w), P_{j+1}(0) = 1.

Lemma dokazana.

162 M. A. KRIKUN

Lemma 10. Pust~

g_j (w) = 1 w^{2j+3} . Togda M(g_j)(1) =

(2j)!

(1 − z)^{2j+1} + O ( 1 (1 − z)^{2j+2} ) , (20)

[z^R]M(g_j )(1) = R^{2j} + O(R^{2j−1}). (21)

Dokazatel~stvo. Pust~

G_j(w) =

1 − w^2 w^{2j} . Togda, v sootvetstvii s (15),

B^k_1(g_j)(1) = − G^′_j (_1 k+1 ) 2(k + 1)^2

= j(k + 1)^{2j−1} − (j − 1)(k + 1)^{2j−3},

B^k_1 (g_j) ( 1 2 ) = 32 3 G ( 1 (k + 2) ) − 32 3 G ( 1 (k + 1) ) = = 32 3 ( (k + 2)^{2j} − (k + 2)^{2j−2} − (k + 1)^{2j} + (k + 1)^{2j−2} ) . Pust~

s_j (z) = ∞∑ k=0 (k + 1)^jz^k.

Togda

s_0(z) = 1 1 − z , s_{j+1}(z) = d dz zs_j (z) = zs^′_j (z) + s_j (z);

sledovatel~no, pri z → 1

s_j (z) = z^j d^j dz^j s_0(z) + . . . = j! (1 − z)^{j+1} + O ( 1 (1 − z)^j ) , M_1(g_j)(1) = js_{2j−1}(z) − (j − 1)s_{2j−3}(z) ≈

(2j)!

2(1 − z)^{2j} , M_1(g_j ) ( 1 2 ) = 32 3 ( 1 z − 1 ) ( s_{2j}(z) − s_{2j−2}(z) ) ≈ 32 3 (2j)!

(1 − z)^{2j} .

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 163 Ispol~zuØ lemmu 8, poluqim (20):

M(g_j )(1) ≈

(2j)!

2(1 − z)^{2j} − 32 3 (2j)!

(1 − z)^{2j} ζ(3) −^1_{1−z} 32 3 ≈ (2j)!

(1 − z)^{2j+1} . Iz poslednego vyraßeniØ neposredstvenno sleduet (21). Lemma dokazana.

Pereædem teper~ k dokazatel~stvu teoremy 2. Po lemme 10

E ℓ(R)^j = (A^R_0 f_j )(0) = (B^Rg_j)(1) =

(2j + 1)!!

2^j

R^{2j} + O(R^{2j−1}), i suwestvuet predel lim R→∞ E ( ℓ(R) R^2 )_j = E ξ^j =

(2j + 1)!!

2^j . ProizvodØwaØ funkciØ momentov sluqaænoæ veliqiny ξ ravna ∞∑ j=0 E ξ^j (−s)^j j! = 1 (1 + s)^{3/2} . PrimenØØ obratnoe preobrazovanie Laplasa, naædem plotnost~

p_ξ(x) = 2 √ π e^{−x}x^{1/2}. Teorema 2 dokazana.

4. VetvØwiæsØ process 4.1. Modificirovannyæ vetvØwiæsØ process.

Teper~ my moßem formal~no opredelit~ vetvØwiæsØ process so special~nym povedeniem vblizi nulØ ζ̄, figuriru¸wiæ v formulirovke teoremy 3.

Pust~ ζ – vetvØwiæsØ process s proizvodØweæ funkcieæ

ϕ(t) = 1 − 1 ( 1 + 1 √ 1 − t )_2 . (22)

�tot process ØvlØetsØ kritiqeskim, imeet beskoneqnyæ vtoroæ moment, i veroØtnost~ ego nevyroßdeniØ v k-m pokolenii v toqnosti ravna Q(k) = 1 (k + 1)^2 .

164 M. A. KRIKUN Udivitel~nyæ fakt otnositel~no funkcii ϕ(t) sostoit v tom, qto udaetsØ v Øvnom vide vypisat~ ee iteracii: r-Ø iteraciØ funkcii ϕ(t) ravna

ϕ_r(t) = 1 − 1 ( r + 1 √ 1 − t )_2 . (23)

Qerez X_R oboznaqim mnoßestvo traektoriæ fftogo vetvØwegosØ processa na vremenn&om intervale [0, R] s proizvol~nymi naqal~nym i koneqnym sostoØniØmi. Kaßdyæ fflement mnoßestva X_R predstavlØet soboæ les ploskih kornevyh derev~ev vysoty ne bolee R.

DlØ kaßdoæ traektorii x ∈ X veroØtnost~ ω(x) dlØ x byt~ traektorieæ processa ζ na [0, R] moßno predstavit~ kak proizvedenie po vsem verxinam v x krome R-go pokoleniØ: ω(x) = ∏ v∈x,h(v)<R [t^{desc(v)}]ϕ(t), (24)

gde desc(v) oboznaqaet koliqestvo potomkov verxiny v.

Vvedem izmenennu¸ proizvodØwu¸ funkci¸ ϕ̄:

ϕ̄(t) = ϕ(t) − 1 6 tϕ(t) + 1 6 . (25)

Modificirovannyæ vetvØwiæsØ process ζ̄ opredelØetsØ sledu¸- wim obrazom. Kaßdoæ traektorii x ∈ X_R prisvoim ves ω̄(x). DlØ fftogo, esli v traektorii x ∈ X_R nekotoroe pokolenie poroßdaetsØ edinstvennoæ verxinoæ v, zamenim v sootvetstvu¸wem mnoßitele proizvedeniØ (24) ϕ na ϕ̄. Qtoby poluqennaØ sistema vesov ω̄ opredelØla veroØtnostnoe raspredelenie na traektoriØh s fiksirovannym naqal~nym sostoØniem, nußno vdobavok skorrektirovat~ veroØtnost~ vyroßdeniØ, a imenno, perehod k → 0 dolßen imet~ veroØtnost~ ϕ̄(0)ϕ^{k−1}(0) vmesto ϕ^k(0).

Vvedennye izmeneniØ v toqnosti otraßa¸t iskl¸qenie (E). Otmetim, qto process ζ̄ ne ØvlØetsØ vetvØwimsØ processom. Bolee togo, potomstvo dvuh qastic processa ζ̄ ne ØvlØetsØ nezavisimym, tak kak uslovie na nasledovanie pokoleniØ ot edinstvennogo predka ne ØvlØetsØ, v nekotorom smysle, “lokal~nym”.

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 165

4.2. Dokazatel~stvo teoremy 3.

SravnivaØ (24) s (7), legko zametit~, qto oba vyraßeniØ prisvaiva¸t traektoriØm vetvØwegosØ processa nekotoryæ ves, opredelØemyæ koliqestvom potomkov v kaßdoæ verxine dereva. Mnoßiteli, pripisyvaemye verxine s d potomkami, v (24) i v (7) sovpada¸t, za tem iskl¸qeniem, qto funkciØ ϕ normirovana tak, qtoby udovletvorØt~ osnovnomu uslovi¸ dlØ proizvodØweæ funkcii veroØtnostnogo raspredeleniØ. A imenno,

[t^d]ϕ(t) = y^{d−1}_0 [y^d]x_0U_0(x_0, y),

qto sleduet iz toßdestva

ϕ(t) = y^{−1}_0 x_0U_0(x_0, y_0t)

(qtoby ubedit~sØ v istinnosti fftogo toßdestva, sleduet ispol~zovat~ vyraßenie (2) dlØ U_0 i zametit~, qto, soglasno (3), h(x_0) =^{1√}_6 = y_0; dal~neæxaØ proverka trivial~na).

Qtoby pokazat~ korrektnost~ takoæ perenormirovki, voz~mem traektori¸ x i posadim mnoßitel~ y_0 vverhu i y^{−1}_0 vnizu kaßdogo rebra. Verxina v pri fftom poluqit mnoßitel~ y^{d−1}_0 , tak qto dlØ traektorii x ∈ X_R s naqal~nym (verhnim) sostoØniem k i koneqnym (nißnim) sostoØniem l poluqim ∏ v∈x,h(x)<R x_0[y^d(v)]U_0(x_0, y) = y^{l−k}_0 ∏ v∈x,h(x)<R [t^d(v)]ϕ(t). (26)

Netrudno proverit~, qto modifikaciØ ϕ̄ otraßaet primenenie iskl¸qeniØ (E):

[t^d]ϕ̄(t) = y^{d−1}_0 [y^d] ( x_0U_0(x_0, y) − [z]x_0W (x_0, y, z) )

(sm. dokazatel~stvo lemmy 3).

Drugim vaßnym otliqiem meßdu prØmym podhodom v razdele 3 dannoæ stat~i i ispol~zovaniem vetvØwihsØ processov ØvlØetsØ raspoloßenie naqala koordinat. V skelete (rassmatrivaemom kak mnogokornevaØ triangulØciØ) koren~ nißneæ granicy moßet byt~ raspoloßen proizvol~no, togda kak dopolnitel~nyæ koren~ na verhneæ granice odnoznaqno opredelØetsØ pravilami perenosa kornØ (sm. opredelenie 8 xablona sloØ i ris. 4). V sluqae

166 M. A. KRIKUN vetvØwegosØ processa, naprotiv, dlØ traektorii (rassmatrivaemoæ kak les ploskih derev~ev) predpolagaetsØ nekotoryæ porØdok verxin v naqal~nyæ moment vremeni, i fftot porØdok induciruet porØdok verxin vo vseh sledu¸wih pokoleniØh vkl¸qaØ poslednee.

Pust~ Y_1 – mnoßestvo vseh razliqnyh skeletov-traektoriæ s kornem, ukazannym tol~ko na nißneæ granice, Y_2 – s kornem tol~- ko na verhneæ granice, i Y_{12} – s dvumØ nezavisimo vybrannymi kornØmi na obeih granicah. DlØ fflementa y_1 ∈ Y_1 s verhneæ graniceæ dliny k naædetsØ rovno k sootvetstvu¸wih fflementov v Y_{12}. DlØ fflementa y_2 ∈ Y_2 s nißneæ graniceæ dliny l naædetsØ rovno l sootvetstvu¸wih fflementov v Y_{12}. Znaqit, dlØ vsØkoæ funkcii f, opredelennoæ na skeletah-traektoriØh i ne zavisØweæ ot poloßeniØ kornØ, vypolnØetsØ ravenstvo ∑ y∈Y1 f(y) = ∑ y∈Y12 k(y)f(y) = ∑ y∈Y1 k(y) l(y) f(y). (27)

Sledovatel~no, iz (7), (26) i (27) poluqim

P{m_1(B_R) = k|m_0(B_R) = l} = b(k)y^{−k}_0 /k b(l)y^{−l}_0 /l P{ζ̄(0) = l|ζ̄(−R) = k}. Qtoby zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 3, ostaetsØ zametit~, qto ∞∑ k=0 b(k)y^{−k}_0 t^k/k = t∫ 0 B(y^{−1}_0 θ) dθ θ = 2 √ 1 − t − 4 + 2 √ 1 − t = F_0(t).

4.3. Lineænyæ kontur.

Teorema 2 imeet sledu¸wiæ smysl: esli vzØt~ kontur v triangulØcii, leßawiæ na rasstoØnii R ot kornevoæ granicy, tak, qtoby on otdelØl koren~ triangulØcii ot beskoneqnosti, fftot kontur budet imet~ dlinu porØdka R^2. Zakonomerno voznikaet vopros: qto budet, esli oslabit~ usloviØ i rassmatrivat~ kontury, leßawie ne bliße qem na rasstoØnii R ot kornevoæ granicy? OkazyvaetsØ, v fftom sluqae moßno naæti kontur suwestvenno koroqe, s dlinoæ porØdka R.

OsnovnaØ ideØ v dokazatel~stve suwestvovaniØ lineænogo kontura sostoit v podsqete qisla obwih predkov. Na ris. 5

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 167 pokazano, kakim obrazom zigzagoobraznyæ put~, prohodØwiæ po neskol~kim urovnØm, moßet okazat~sØ koroqe puti, celikom leßawego v odnom urovne. My budem stroit~ podobnyæ zigzagoobraznyæ put~ sledu¸wim obrazom. Vyberem neskol~ko posledovatel~nyh reber, ime¸wih obwego predka v smysle ris. 4, i postroim komponentu puti tak, qtoby ona podnimalas~ ot pervogo iz vybrannyh reber do fftogo obwego predka, a zatem spuskalas~ k poslednemu rebru, ogibaØ sootvetstvu¸wee podderevo.

Ris. 5. Otrezok zigzagoobraznogo puti (vydelen ßirnym).

Voz~mem r-æ sloæ triangulØcii s n = xr^2 rebrami i sootvetstvu¸wee emu (−r)-e pokolenie vetvØwegosØ processa. Podsqitaem koliqestvo predkov dlØ verxin (−r)-go pokoleniØ v (−2r)-m pokolenii. Esli ffto qislo ostaetsØ ograniqennym s rostom r, to suwestvuet zigzagoobraznyæ put~ meßdu r-m i (2r)-m urovnØmi, sostoØwiæ iz koneqnogo qisla komponent dliny r kaßdaØ, kotoryæ i budet iskomym lineænym konturom.

DlØ ocenki my budem ispol~zovat~ nemodificirovannyæ vetvØwiæsØ process ζ. Tak kak dlØ vsØkoæ traektorii x ee neizmenennyæ ves prevoshodit izmenennyæ, ω(x) ¿ ω̄(x), to srednee znaqenie l¸boæ poloßitel~noæ funkcii otnositel~no ω ØvlØetsØ ocenkoæ sverhu dlØ sootvetstvu¸wego srednego otnositel~- no ω̄.

DlØ skeleta-traektorii x vysoty r oboznaqim qerez anc(x) qislo qastic v moment (−r) (verhnØØ granica), ime¸wih potomkov v moment 0 (nißnØØ granica). VypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo: ∑ x:k(x)=k ω(x)t^lz^{anc(x)} = ( z(ϕ_r(t) − ϕ_r(0)) + ϕ_r(0) )_k . Sledovatel~no, srednee qislo predkov (−r)-go pokoleniØ v (−2r)-m pokolenii pri uslovii, qto (−r)-e pokolenie soderßit

168 M. A. KRIKUN n qastic, est~ [t^n]F^{(r)}_{anc}(t) [t^n]F_0(t) , gde F^{(r)}_{anc}(t) = ∂ ∂z F_0 ( z(ϕ_r (t) − ϕ_r(0)) + ϕ_r(0) )| |_{z=1} =

= F^′_0(ϕ_r(t))(ϕ_r (t) − ϕ_r(0)).

Ispol~zuØ formulu (23) i uqityvaØ, qto F^′_0(t) = t(1 − t)^{−3/2}, poluqim

F^{(r)}_{anc} = ϕ_r(t) (1 − ϕ_r(t))^{3/2}

(ϕ_r(t) − ϕ_r(0)) = = 1 (r + 1)^2

(1 − t)^{−3/2} + 3r (r + 1)^2

(1 − t)^{−1}+ + 2(r^2 − r − 1) (r + 1)^2

(1 − t)^{−1/2} − 2r r + 1 + 1 r + (1 − t)^{−1/2} .

[t^n]F^{(r)}_{anc} = 1 (r + 1)^2

Γ(n + 1/2) √ πn! + 3r (r + 1)^2 + + 2(r^2 − r − 1)

(r + 1)^2

Γ(n + 3/2) √ πn! + [t^n] 1 r + (1 − t)^{−1/2} . Zdes~ potrebu¸tsØ promeßutoqnye vykladki: 1 r + (1 − t)^{−1/2} = r − (1 − t)^{−1/2} r^2 − (1 − t)^{−1} = = ( r − ∞∑ j=0 Γ(j +^1_2 ) √ πj! t^j )( 1 r^2 − 1 + ∞∑ j=1 r^{2j−2} (r^2 − 1)^{j+1} t^j ) ,

[t^n] 1 r + (1 − t)^{−1/2} 6 r^{2n−1} (r^2 − 1)^{n+1} ≈ e^x r^3 ; [t^n]F_0(t) =

2(n − 1)Γ(n −^1_2 ) √ πn! = 2 π n^{−1/2} + O(n^{−3/2}).

I, nakonec,

[t^n]F^{(r)}_{anc} [t^n]F_0(t) = 1 (r + 1)^2

4n^2 − 1 4(n − 1) + 3r (r + 1)^2

( 2(n − 1)Γ(n − 1_2 ) √ πn! )_{−1} +

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 169 + 2(r^2 − r − 1)

(r + 1)^2 2n − 1 4(n − 1) + [t^n]^1

r+(1−t)�1^/2

[t^n]F_0(t) ≈ ≈ x + 3 √ π 2 √ x + 1 + O ( 1 r ) . Soglasno teoreme 2, qislo reber na r-m urovne skeleta ravno priblizitel~no ξr^2; sledovatel~no, matematiqeskoe oßidanie dliny lineænogo kontura ne prevoshodit r E ( ξ + 3 √ π 2 ξ^{1/2} + 1 ) < 10r pri bol~xih r. Teorema 4 dokazana.

5. Universal~nost~

Zdes~ my kratko obsudim universal~nost~ konstrukcii skeleta i podhoda s ispol~zovaniem vetvØwihsØ processov.

V [1, 2] rassmatrivalis~ dva tipa triangulØciæ: kornevye poqti-triangulØcii i strogie poqti-triangulØcii, gde dopolnitel~no k usloviØm opredeleniØ 1 trebuetsØ otsutstvie dvoænyh reber. DlØ triangulØciæ oboih tipov suwestvuet predel ravnomernyh raspredeleniæ v smysle teoremy 1 i suwestvu- ¸t odinakovogo porØdka ocenki na plowad~ i dlinu granicy R-okrestnosti: R^4 i R^2 sootvetstvenno.

My do sih por rassmatrivali tol~ko kornevye poqti-trian-gulØcii. Odnako konstrukciØ skeleta primenima i k strogim poqti-triangulØciØm; bolee togo, v sluqae strogih poqti-tri-angulØciæ voznikaet tot ße bazovyæ vetvØwiæsØ process ζ.

Gipoteza 1. Suwestvu¸t modifikaciØ^¯ζ2 processa ζ i funkciØ

F_2, takie, qto dlØ strogih poqti-triangulØciæ vypolnØetsØ analog teoremy 3.

Analog iskl¸qeniØ (E) formuliruetsØ tak. Sloæ, poluqennyæ iz xablona s gnezdami l_1, . . . , l_k i diskov D_1, . . . , D_k, ØvlØetsØ “zaprewennym”, esli vse gnezda krome odnogo ime¸t dlinu 2 ili 1) vse l_1, . . . , l_k ravny 2 krome l_{j1} i l_{j2} ;

2) oba diska D_{j1} i D_{j2} soderßat rebro meßdu verxinami

0 i 2 kornevoæ granicy. (E2)

170 M. A. KRIKUN V kaqestve sledu¸wego xaga v usilenii trebovaniæ na strukturu triangulØcii sleduet rassmatrivat~ triangulØcii, v kotoryh krome petel~ i dvoænyh reber zapreweny razdelØ¸wie treugol~niki. RazdelØ¸wim treugol~nikom nazyvaetsØ treugol~- nik, soderßawiæ hotØ by odnu verxinu kak vnutri, tak i vovne. Odnako dlØ takih triangulØciæ iskl¸qenie stanovitsØ nelokal~nym otnositel~no sloØ, tak kak razdelØ¸wiæ treugol~nik moßet byt~ raspoloßen v dvuh sloØh, i razrabotannaØ v dannoæ stat~e tehnika naprØmu¸ ne primenima.

Vozmoßno, udastsØ primenit~ konstrukci¸ skeleta v sluqae kart s netreugol~nymi granØmi, naprimer kvadrangulØciæ ili smexannyh kart, odnako ffto potrebuet bolee sloßnoæ modeli vetvØwegosØ processa, naprimer s neskol~kimi tipami qastic.

Priloßenie Dokazatel~stvo teoremy 5. Poskol~ku triangulØciØ T ØvlØ-

etsØ ßestkoæ, P{B^{rn}⊂ S_N } = ∑ N1+...+N_k=N−n C(N1, m1) · · · C(Nk, mk) C(N, m_0) =

= [x^{N−n}] ( u_{m1} (x) · · · u_{mk} (x) ) [x^N ]u_{m0} (x) , gde u_m(x) = [y^{m−2}]U_0(x, y).

Povedenie proizvedeniØ u_{m1} (x) · · · u_{mk} (x) vblizi osobennosteæ opredelØetsØ qlenom t^{3/2} v razloßenii u_{m1} (x) · · · u_{mk} (x) | |_{x=±(x0−t)} =

= (±1)^{m1+···+mk} k∏ j=1 a(m_j ) [ 1+ k∑ j=1 a_1(m_j ) a(m_j ) t + 6^{3/4} 3 k∑ j=1 b(m_j ) a(m_j ) t^{3/2} ] +O(t^2).

Poskol~ku neobhodimo uqityvat~ obe osobennosti x = ±x_0, poluqim [x^{N−n}]u_{m1} (x) · · · u_{mk} (x) = = 2 3 6^{3/4} k∏ j=1 a(m_j ) · k∑ j=1 c(m_j ) a(m_j )

[x^{N−n}](x_0 − x)^{3/2} ( 1 + O(N^{−1/2} ) , (28)

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 171 esli tol~ko N −n = m_1+· · ·+m_k mod 2. �to uslovie vypolnØetsØ, tak kak vsegda n = m_0 + m_1 + · · · + m_k mod 2 i N = m_0 mod 2. Analogiqno

[x^N ]u_{m0} (x) = 2 3 6^{3/4}b(m_0)[x^N ](x − x_0)^{3/2} ( 1 + O(N^{−1/2}) ) . (29)

Utverßdenie teoremy poluqaetsØ kak otnoxenie (28) k (29). Teorema 5 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 6. Bez ograniqeniØ obwnosti polo-

ßim j = 1. Imeem

P{N_1 = max_{i=1,... ,k}(N_i)} = ∑_{N1 ,... ,Nk} N1¿N_2 ,... ,N_k C(N^1, m^1) · · · C(N^k, m^k) ∑ N1,... ,N_k C(N1, m1) · · · C(Nk, mk) . DlØ l¸bogo celogo M > 0 lim N→∞ P{N_1 = max_{i=1,... ,k}(N_i)} ¿ lim_{N→∞} P{N_2 + . . . + N_k 6 M } = = ∑ N2+...+N_k 6M C(N_2, m_2) · · · C(N_k, m_k) lim_{N→∞} [x^{N−n−(N2+...+Nk )}]u_{m1} (x) [x^{N−n}]u_{m1} (x) · · · u_{mk} (x) =

= ∑ N2+...+N_k 6M C(N_2, m_2) · · · C(N_k, m_k) b(m_1)x^{N2+...+Nk} 0 ∏_k i=1 a(m_i) · ∑_k i=1 b(m_i ) a(m_i) . (30)

V predele M → ∞ poluqim lim N→∞ P{N_1 = max_{i=1,... ,k}(N_i)} ¿

¿^{b(m1)} ∏_k i=1 a(m_i) · ∑_k i=1 b(m_i) a(m_i ) lim M→∞ ∑ N2+...+N_k 6M k∏ i=2 C(N_i, m_i)x^i_0 ¿

¿^{b(m1)} ∏_k i=1 a(m_i) · ∑_k i=1 b(m_i) a(m_i ) lim M→∞ k∏ i=2 u_{mi} (x_0) =

= b(m_1) ∏_k i=2 a(m_i) ∏_k i=1 a(m_i) · ∑_k i=1 b(m_i) a(m_i ) = b(m_1) a(m_1) (^k∑ i=1 b(m_i) a(m_i) )_{−1} . (31)

Znaqit, dlØ vsØkogo j = 1, . . . , k lim N→∞ P{N_j = max_{i=1,... ,k}(N_i)} ¿ b(m_j ) a(m_j ) (^k∑ i=1 b(m_i) a(m_i) )_{−1} . (32)

172 M. A. KRIKUN Poskol~ku summa pravyh qasteæ neravenstva (32) dlØ j = 1, . . . , k ravnØetsØ 1, neravenstvo moßno zamenit~ na strogoe ravenstvo, qto daet pervoe utverßdenie teoremy.

Iz (30), (31) sleduet lim N→∞ P{N_1 = max_{i=1,... ,k}(N_i)} = lim_{M→∞} lim_{N→∞} P{N_2 + . . . + N_k 6 M },

a predel uslovnogo raspredeleniØ (N_2, . . . , N_k|N_1 = max) imeet proizvodØwu¸ funkci¸ lim N→∞ E(t^{N2}_2 · · · t^{Nk}_k |N_1 = max_{i=1,··· ,k} N_i) = k∏ i=2 u_{mk} (x_0t_i) u_{mk} (x_0)

. (33)

Sledovatel~no, suwestvuet predel raspredeleniØ (N_2, . . . , N_k|N_1 = max_{i=1,... ,k} N_i), priqem sluqaænye veliqiny N_2, . . . , N_k asimptotiqeski nezavisimy. Teorema 6 dokazana.

Dokazatel~stvo lemmy 5. Pust~ T – odna iz triangulØciæ,

vhodØwih v D(N, m, l), t.e. triangulØciØ s rebrom meßdu verxinami 0 i l kornevoæ granicy (0 − l-rebrom). Razreßem T vdol~ fftogo rebra na dve qasti, T_1 i T_2; v sluqae, esli 0 − l-reber neskol~ko, vyberem kraænee (sm. ris. 6). Togda T_1 imeet tip (N_1, l + 1, 0) i ne soderßit rebra, parallel~nogo kornevomu (t.e. rebra s temi ße koncami), a T_2 imeet tip (N_2, m+1, 0) i ØvlØetsØ triangulØcieæ obwego vida.

Ris. 6. Razrezanie triangulØcii po 0 � l-rebru.

Pust~ R(N, m) – qislo triangulØciæ tipa (N, m, 0), ne soderßawih rebra, parallel~nogo kornevomu, a R(x, y) – sootvetstvu- ¸waØ proizvodØwaØ funkciØ R(x, y) = ∑ N¿0 ∑ m¿2^{R(N, m)x} N y^{m−2}. Togda W (x, y, z) = U_0(x, y)R(x, z). (34)

RAVNOMERNO RASPREDELENNA˚ TRIANGUL˚CI˚ 173 Po opredeleni¸, funkciØ W (x, y, z) simmetriqna po (y, z) i W (x, y, 0) = U_0(x, y); sledovatel~no,

U_0(x, y) = U_0(x, 0)R(x, y). (35)

Iz (34), (35) nemedlenno sleduet utverßdenie lemmy: W (x, y, z) = U_0(x, y)U_0(x, z) U_0(x, 0) .

Literatura

1. O. Angel, O. Schramm, Uniform infinite planar triangulations, arXiv:math.

PR/0207153 (2002).

2. O. Angel, Growth and percolation on the uniform random infinite planar triangulation, arXiv:math.PR/0208123 (2002).

3. ˚. Gul~den, D. Dßekson, Pereqislitel~naØ kombinatorika. Nauka, M., 1990.

4. W. Tutte, A census of planar triangulations. — Canad. J. Math. 14 (1962), 21–38. 5. M. Krikun, V. A. Malyshev, Random boundary of a planar map. — In: Trends in Mathematics. Mathematics and Computer Science II (D. Gardy, A. Mokkadem, eds.), Birkhauser, 2002, pp. 83–93.

6. B. L. Richmond, N. C. Wormald, Almost all maps are asymmetric. — J. Combin.

Theory B 63, No. 1 (1995), 1–7.

7. J. Ambjorn, Y. Watabiki, Scaling in quantum gravity. — Nucl. Phys. B 445, No. 1 (1995), 129–142.

8. U. Tatt, TeoriØ grafov. Mir, M., 1988.

Krikun M. A. Uniform infinite planar triangulation and related branching process.

We consider the uniform infinite planar triangulation, which is the weak limit of the uniform distributions on finite rooted sphere triangulations with a given number of triangles N as N → ∞. The main question we study is the asymptotic behaviour of the triangulation profile, which we define as follows. Take a ball of radius R in an infinite triangulation. One of its boundary components separates this ball from the infinite part of the triangulation. We denote the length of this component by ℓ(R) and call the sequence ℓ(R), R = 1, 2, . . ., the triangulation profile.

We prove that the ratio ℓ(R)/R^2 converges to a nondegenerate random variable. We establish a connection between the triangulation profile and a certain time-reversed critical branching process. We also show that

174 M. A. KRIKUN there exists a contour of length linear in R that lies outside the R-ball and separates the R-ball from the infinite part of the triangulation.

Postupilo 9 ØnvarØ 2004 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: krikun@lbss.math.msu.su