Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 307, 2004 g.

K. P. Kohas~

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ NIL^POTENTNYH GRUPP STUPENI 2 I TEORI˚ ORBIT

V fftoæ zametke my opisyvaem faktorpredstavleniØ diskretnyh nil~potentnyh grupp stupeni 2 s 2-delimym centrom v duhe teorii orbit. Osnovy metoda orbit dlØ sluqaØ koneqnyh grupp opisany v [6]. My dokazyvaem, qto mnogie standartnye utverßdeniØ teorii orbit osta¸tsØ v sile dlØ sluqaØ koneqnyh i sqetnyh diskretnyh nil~potentnyh grupp. V sluqae sqetnyh grupp my pred¨ØvlØem konstrukci¸ faktorpredstavleniØ po orbite, dokazyvaem, qto kaßdoe faktorpredstavlenie gruppy (toqnee, kaßdyæ sled) poluqaetsØ pri pomowi fftoæ konstrukcii iz podhodØweæ orbity, i dokazyvaem teoremu o razloßenii predstavleniØ, sootvetstvu¸wego orbite, v prØmoæ integral pri sußenii ego na podgruppu.

Avtor blagodaren A. M. Verxiku za vnimanie k rabote i pro- Øvlennoe terpenie.

1. Metod orbit dlØ koneqnyh nil~potentnyh grupp stupeni 2.

Opredelenie 1.1. Budem govorit~, qto G — nil~potentnaØ

gruppa stupeni 2, esli ona predstavlØet soboæ central~noe rasxirenie abelevoæ gruppy, t. e. esli suwestvuet korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ 0 → C → G → A → 0, (1) gde A i C — abelevy gruppy i C est~ centr gruppy G.

Opredelenie 1.2. Kol~co Li — ffto abeleva gruppa a, na koto-

roæ zadana biadditivnaØ kososimmetriqeskaØ operaciØ [·, ·], udovletvorØ¸waØ toßdestvu ˚kobi. Kol~co Li nazyvaetsØ kommutativnym, esli kommutator [·, ·] toßdestvenno raven nul¸.

Rabota podderßana grantom RFFI 02-01-00093 i grantom Prezidenta RF dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol NX-2251.2003.1. 120

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 121

Opredelenie 1.3. Budem govorit~, qto g — nil~potentnoe kol~-

co Li stupeni 2, esli ono predstavlØet soboæ central~noe rasxirenie kommutativnogo kol~ca Li, t. e. esli suwestvuet korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~

0 → c → g → a → 0, (2)

gde a i c — kommutativnye kol~ca Li i c est~ centr kol~ca g.

V rabote [6] opredeleny vzaimno obratnye funktory iz kategorii nil~potentnyh grupp stupeni 2 v kategori¸ nil~potentnyh kolec Li stupeni 2 i obratno. Nil~potentnoæ gruppe G stavitsØ v sootvetstvie kol~co Li g, dlØ kotorogo abelevy gruppy a, c iz (2) sovpada¸t sootvetstvenno s abelevymi gruppami A, C iz (1) (tem samym B i b sovpada¸t kak mnoßestva). Vse konstrukcii rabota¸t v sluqae, kogda centr gruppy G 2-delimyæ. My privodim neobhodimye utverßdeniØ iz [6].

Pust~ g^∗ oboznaqaet gruppu kompleksnyh additivnyh harakterov additivnoæ gruppy kol~ca Li g.

Lemma 1.1 ([6]). Pust~ G — koneqnaØ ili sqetnaØ nil~potent-

naØ gruppa stupeni 2 s 2-delimym centrom.

1) DlØ l¸byh g_1, g_2 ∈ G

g^{−1}_1 = −g_1, (3)

g_1 · g_2 = g_1 + g_2 +

[g_1, g_2] 2 , (4)

g_1 · g_2 · g^{−1}_1 = g_2 + [g_1, g_2] . (5)

2) Koprisoedinennoe predstavlenie gruppy G zadaetsØ formuloæ ( Ad^∗(b)χ ) (l) = χ(l − [b, l]). (6) 3) Pust~ Ω — proizvol~naØ orbita koprisoedinennogo predstavleniØ, χ_1, χ_2 ∈ Ω. Togda stabilizatory toqek χ_1 i χ_2 sovpada¸t i ∀b ∈ Stab(χ_1) = Stab(χ_2) χ_1(b) = χ_2(b). Pri fftom

Stab(χ) = {b ∈ g | χ([b, g]) = 1}. (7)

4) V sluqae, esli gruppa G koneqna, kaßdoæ orbite Ω koprisoedinennogo predstavleniØ sootvetstvuet (kompleksnoe) predstavlenie τ (Ω) razmernosti n = dim τ (Ω) = √ #Ω s harakterom

char τ (Ω) = { nχ(b), b ∈ Stab(χ), 0 v ostal~nyh sluqaØh. (8)

122 K. P. KOHAS^

Zdes~ χ ∈ Ω — proizvol~naØ toqka na orbite.

DlØ kaßdogo haraktera χ ∈ g^∗ oboznaqim qerez Ω(χ) orbitu koprisoedinennogo predstavleniØ haraktera χ. Nam ponadobitsØ sledu¸waØ tehniqeskaØ lemma.

Lemma 1.2. Pust~ G — koneqnaØ ili sqetnaØ nil~potentnaØ

gruppa stupeni 2 s 2-delimym centrom; G_0 — ee podgruppa; g i g_0 — sootvetstvu¸wie kol~ca Li; P — estestvennaØ proekciØ g^∗ na g^∗_0; Ω — orbita koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy G, S = Stab(χ), χ ∈ Ω, — stabilizator toqek orbity Ω v gruppe G. Togda

1) stabilizatory v G_0 vseh toqek vida P (χ), χ ∈ Ω, odinakovy dlØ vseh toqek χ;

2) haraktery χ ∈ Ω sovpada¸t na mnoßestve S ∩ G_0; 3) esli G_0 — koneqnaØ gruppa, to orbity gruppy G_0, sostavlØ¸wie mnoßestvo P (Ω), soderßat odinakovoe qislo toqek, a sootvetstvu¸wie im predstavleniØ ime¸t odinakovye razmernosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ S0(χ) = Stab(P (χ)) — stabilizator ha-

raktera P (χ) v gruppe G_0. Po lemme 1.1.3 stabilizator S_0(χ) sostoit iz teh i tol~ko teh fflementov G_0, dlØ kotoryh χ([b, g_0]) = 1. Poskol~ku my imeem delo s kol~com Li stupeni 2, to v silu (6) znaqeniØ harakterov, leßawih na odnoæ orbite gruppy G, sovpada¸t na centre i, v qastnosti, na prostranstve [b, g_0], otkuda srazu sleduet, qto mnoßestvo S_0(χ) ne zavisit ot vybora χ, qto i utverßdaetsØ v pervom punkte lemmy.

Bolee togo, znaqeniØ harakterov, leßawih na odnoæ orbite gruppy G, sovpada¸t daße na stabilizatore S (v silu (7)). Ots¸da my srazu poluqaem vtoroe utverßdenie lemmy.

DlØ dokazatel~stva tret~ego utverßdeniØ zametim, qto odinakovyæ razmer orbit — ffto sledstvie p. 1, a sovpadenie razmernosteæ sleduet iz ravenstva dim τ (Ω) = √ #Ω lemmy 1.1.4. �

Osnovnym rezul~tatom fftogo paragrafa ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema, voshodØwØØ k [1].

Teorema 1.1. Pust~ G — koneqnaØ nil~potentnaØ gruppa stupe-

ni 2 s 2-delimym centrom, G_0 — ee koneqnaØ podgruppa, g i g_0 — sootvetstvu¸wie kol~ca Li, P — estestvennaØ proekciØ g^∗ na g^∗_0.

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 123 1) Esli T = τ (Ω) — neprivodimoe predstavlenie gruppy G, sootvetstvu¸wee orbite Ω ⊂ g^∗, to predstavlenie T_0 = T |_{G0} podgruppy G_0 razlagaetsØ v prØmu¸ summu predstavleniæ, sootvetstvu¸wih tem orbitam v g^∗_0, kotorye soderßatsØ v P (Ω):

τ (Ω) = n kn_0 ∑ Ω_0⊂P (Ω)

⊕ τ (Ω_0) ; (9)

zdes~ k — ffto qislo orbit koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy G_0 vo mnoßestve P (Ω)^1.

2) Esli T_0 — neprivodimoe predstavlenie podgruppy G_0, sootvetstvu¸wee orbite Ω_0 koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy G_0, to predstavlenie ind^G_0 T_0 razlagaetsØ v prØmu¸ summu predstavleniæ gruppy G, sootvetstvu¸wih tem orbitam v g^∗, kotorye pereseka¸tsØ s P^{−1}(Ω_0).

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ χ ∈ Ω — proizvol~naØ toqka orbi-

ty. ProekciØ P (χ) — ffto prosto sußenie haraktera χ na g_0. Pust~ S = Stab χ — stabilizator haraktera χ v gruppe G,

S_0(χ) = Stab(P (χ)) — stabilizator haraktera P (χ) v gruppe G_0.

Pust~ n = dim T , n_0 — razmernost~ predstavleniØ podgruppy G_0, sootvetstvu¸wego harakteru P (χ) (v silu lemmy 1.2.3 ffta veliqina odinakova dlØ vseh χ).

Utverßdenie teoremy proverim podsqetom harakterov, a imenno, ustanovim, qto

char T (g) = 1 nn_0 ∑ ν∈Ω char P (ν)(g) (10)

dlØ vseh g ∈ g_0 (napomnim, qto G_0 i g_0 sovpada¸t kak mnoßestva).

Po lemme 1.1.4 my znaem, qto

char T_0(g) = { nχ(g), g ∈ S ∩ G_0, 0 v ostal~nyh sluqaØh.

(11)

Iz opisaniØ stabilizatora (7) Øsno, qto

S(χ) ∩ G_0 ⊆ S_0(χ) .

�to vloßenie, voobwe govorØ, sobstvennoe (sm. primer 3.1).

1KaßetsØ, k = #S0/(S “ G0).

124 K. P. KOHAS^

V sluqae, esli S ∩ G_0 = S_0, ravenstvo (10) oqevidno: ego levaØ qast~ zadaetsØ ravenstvom (11), a pravaØ po lemmam 1.2.2 i 1.1.4 ravna {_1 nn0 n^2n_0χ(g), g ∈ S_0, 0, g ∉ S_0; zdes~ n^2 — ffto qislo toqek orbity Ω.

V sluqae S ∩ G_0 $ S_0 dlØ g ∈ S ∩ G_0 ravenstvo (10) ustanavlivaetsØ analogiqno. Esli ße g ∈ S_0 \ (S ∩ G_0), to ∑ ν∈Ω char P (ν)(g) = 1 |S| ∑ b∈G χ(g − [b, g]) = 1 |S| χ(g) ∑ b∈G χ([b, −g]) = 0 ;

zdes~ poslednee ravenstvo vypolneno v silu togo, qto pri g ∈

S_0 \ (S ∩ G_0) sußenie haraktera χ na prostranstvo [g, g] ne ravno

ediniqnomu harakteru. Nakonec, pri g ∉ S_0 obe qasti rassmatrivaemoæ summy ravny nul¸.

Proverim, qto razloßenie (10) moßno zapisat~ v vide “teoremy vetvleniØ” (9). Deæstvitel~no, dlØ χ_0 ∈ P (Ω) imeem

#P^{−1}(χ_0) =^{n2}_{kn20} ; sledovatel~no,

char τ (Ω) = 1 nn_0 ∑ ν∈Ω char P (ν) = 1 nn_0 ∑ ν0∈P (Ω) n^2 kn^2_0 char ν_0 =

= n kn_0 · n^2 kn^2_0 ∑ Ω_0⊂P (Ω)

n^2_0 char τ (Ω_0) = n kn_0 ∑ Ω_0⊂P (Ω)

char τ (Ω_0) .

Pervoe utverßdenie teoremy dokazano.

2) Pust~ R — neprivodimoe predstavlenie gruppy G, sootvetstvu¸wee harakteru χ ∈ Ω. Pust~ n_χ = dim R, n_0 = dim T_0.

Po teoreme dvoæstvennosti Frobeniusa kratnost~ vhoßdeniØ R v ind^G_0 T_0 ravna kratnosti, s kotoroæ T_0 vhodit v R|_{G0} ; v silu (9) ffta kratnost~ ravna^{nχ}_{kχn0} , gde k_χ — ffto qislo orbit, na kotorye raspadaetsØ orbita Ω pri sußenii na G_0. V qastnosti, ffta kratnost~ ne ravna nul¸ lix~ dlØ teh orbit Ω, dlØ kotoryh

Ω ∩ P^{−1}(Ω_0) ≠ ?. Sledovatel~no,

char ind^G_0 T_0 = ∑ Ω:Ω∩P �^1 (Ω_0)≠? n_χ k_χn_0 char τ (Ω) = ∑ χ∈P �1_{(Ω0)} 1 n_χn_0 char τ (χ) .

Vtoroe utverßdenie teoremy dokazano. �

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 125

2. Orbity i faktorpredstavleniØ.

V [6, teorema 5.8] pokazano, qto dlØ koneqnoæ nil~potentnoæ gruppy G stupeni 2 inducirovanie so stabilizatora orbity daet izotipiqeskoe predstavlenie gruppy G, sootvetstvu¸wee dvustoronnemu idealu gruppovoæ algebry C (G). Inymi slovami, rezul~tat inducirovaniØ est~ v fftom sluqae faktor tipa I_n. V fftom razdele my dokazyvaem teoremu, obobwa¸wu¸ ffto nabl¸denie. Poskol~ku stabilizator toqki orbity soderßit centr gruppy G, to faktorprostranstvo G/S_Ω (ili, esli ugodno, samu orbitu) moßno rassmatrivat~ i kak levoe, i kak pravoe odnorodnoe prostranstvo gruppy G. My proverim, qto “inducirovanie sleva” i “inducirovanie sprava” pozvolØ¸t opredelit~ v prostranstve inducirovannogo predstavleniØ paru kommutiru¸wih deæstviæ gruppy G, qto moßno interpretirovat~ kak predstavlenie dublØ G × G. �to predstavlenie okazyvaetsØ neprivodimym i ØvlØetsØ koneqnym faktorpredstavleniem gruppy G.

Rassmotrim proizvol~nyæ harakter χ kol~ca Li g, ego orbitu Ω v koprisoedinennom predstavlenii i stabilizator S_Ω. Po opredeleni¸ stabilizatora dlØ l¸bogo s ∈ S_Ω imeem pri vseh

g ∈ G ravenstvo χ(g) = χ(g − [s, g]) . (12) Tak kak χ rassmatrivaetsØ kak additivnyæ harakter kol~ca Li, napisannoe ravenstvo prosto oznaqaet, qto

[s, g] ∈ ker χ. (13)

Pofftomu harakter χ ØvlØetsØ odnomernym predstavleniem kol~- ca Li s_Ω. Kak mnoßestva s_Ω i S_Ω sovpada¸t. V silu fftih nabl¸deniæ i ravenstva (4), my zakl¸qaem, qto predstavleniem gruppy S_Ω, opredelØemym harakterom χ, ØvlØetsØ v toqnosti fftot harakter χ, rassmatrivaemyæ kak otobraßenie S_Ω → C .

Pust~ X = G/S_Ω. L¸boæ fflement g ∈ G moßno zapisat~ kak paru

g = (g_1, g_2), gde g_1 ∈ X, g_2 ∈ S_Ω . (14)

Posmotrim, kak vyglØdit predstavlenie ind^G_{SΩ} χ v fftih koordinatah. Po opredeleni¸, ffto predstavlenie zadano v prostranstve ℓ^2(X). Zametim odnako, qto v silu sootnoxeniæ (4), (13), deæstviØ S_Ω na X levymi i pravymi sdvigami ne razliqa¸tsØ

126 K. P. KOHAS^ predstavleniem χ. Pofftomu my imeem vozmoßnost~ inducirovat~ dvumØ sposobami.

Pervyæ sposob — inducirovanie sprava. Prostranstvo, v kotorom deæstvuet predstavlenie, — ffto mnoßestvo funkciæ

f ∈ ℓ^2(G), udovletvorØ¸wih uslovi¸ simmetrii f(hg) = χ(h)f(g) dlØ vseh h ∈ S_Ω, g ∈ G , (15)

a sami operatory predstavleniØ deæstvu¸t po formule

(T^R(g_0)f)(g) = f(gg_0) .

Vtoroæ sposob — inducirovanie sleva. Prostranstvo, v kotorom deæstvuet predstavlenie, — ffto mnoßestvo funkciæ f ∈

ℓ^2(G), udovletvorØ¸wih uslovi¸ simmetrii f(gh) = χ(h)f(g) dlØ vseh h ∈ S_Ω, g ∈ G , (16)

a operatory predstavleniØ deæstvu¸t po formule

(T^L(g_0)f)(g) = f(g^{−1}_0 g) .

UsloviØ (15), (16) pozvolØ¸t realizovat~ oba predstavleniØ v prostranstve ℓ^2(X):

(T_L(g)f)(x) = χ(s_L)f(x − g_1) , (17) (T_R(g)f)(x) = χ(s_R)f(x + g_1) , (18)

gde f ∈ ℓ^2(X), pl¸s oboznaqaet gruppovu¸ operaci¸ v X, a fflementy s_R = s_R(g, x) ∈ S_Ω i s_L = s_L(g, x) ∈ S_Ω opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ

x · g = s_R · (x + g_1) , (19) g^{−1} · x = (x − g_1) · s_L . (20)

Lemma 2.1. Opredelennye vyxe predstavleniØ TR i TL gruppy G

vzaimno kommutiru¸t.

Dokazatel~stvo. Proverim, qto ffti predstavleniØ kommutiru-

¸t drug s drugom:

(T_R(h)T_L(g)f)(x) = T_R(h)χ(s_L(g, x))f(x − g_1) = = χ(s_R(h, x))χ(s_L(g, x + h_1))f(x − g_1 + h_1) , (T_L(g)T_R(h)f)(x) = T_L(g)χ(s_R(h, x))f(x + h_1) = = χ(s_L(g, x))χ(s_R(h, x − g_1))f(x − g_1 + h_1) .

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 127 Pokaßem, qto χ(s_L(h, x) + s_R(g, x + h_1)) = χ(s_R(g, x) + s_L(h, x − g_1)). Deæstvitel~no, po formulam (19), (3), (4)

s_R(h, x) + s_L(g, x + h_1) = xh(x + h_1)^{−1} +(x + h_1 − g_1)^{−1}g^{−1}(x + h_1) =

= h − h_1 +^1_2 [x, h] −^1_2 [x + h, x + h_1]+

+ g_1 − g −^1_2 [g, x + h_1] −^1_2 [x − g_1 + h_1, x − g + h_1] ,

s_L(g, x) + s_R(h, x − g_1) = (x − g_1)^{−1}g^{−1}x+(x − g_1)h(x − g_1 + h_1)^{−1} =

= g_1 − g −^1_2 [g, x] −^1_2 [x − g_1, x − g]+

+ h − h_1 +^1_2 [x − g_1, h] −^1_2 [x − g_1 + h, x − g_1 + h_1].

Ots¸da poluqaem, qto v kol~ce Li

s_R(h, x) + s_L(g, x + h_1) − s_L(g, x) − s_R(h, x − g_1) = [g_1 − g, h] + [g, h − h_1] ,

a poskol~ku h − h_1, g − g_1 ∈ S_Ω, ffta raznost~ leßit v Ødre haraktera χ . �

Opredelenie 2.1. Pust~ G — proizvol~naØ nil~potentnaØ grup-

pa stupeni 2 s 2-delimym centrom, Ω — orbita koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy G, χ ∈ Ω — proizvol~naØ toqka orbity, S_Ω — stabilizator toqki χ, X = G/S_Ω. Togda predstavlenie gruppy G × G v prostranstve ℓ^2(X), deæstvu¸wee po formule (π(g, h)f)(x) = (T_L(g)T_R(h)f)(x) , budem nazyvat~ predstavleniem gruppy G × G, inducirovannym s predstavleniØ χ, i oboznaqat~ π_Ω = ind^{G×G}_{SΩ} χ.

Zameqanie 2.1 Kak pokazyvaet primer iz razdela 3.3, uße dlØ

nil~potentnyh grupp stupeni 3 predstavleniØ T^L i T^R, postroennye analogiqno, ne ØvlØ¸tsØ kommutiru¸wimi.

Teorema 2.1. Pust~ G — proizvol~naØ sqetnaØ nil~potentnaØ

gruppa stupeni 2 s 2-delimym centrom, Ω — orbita koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy G, χ ∈ Ω — proizvol~naØ toqka orbity, S_Ω — stabilizator toqki χ. Togda predstavlenie π_Ω = ind^{G×G}_{SΩ} χ gruppy G×G neprivodimo i tem samym opredelØet nekotoroe faktorpredstavlenie gruppy G. �to predstavlenie — tipa II_1 ili I_n so sledom

Tr_{πΩ} (g) = { χ(g), g ∈ S_Ω, 0, g ∉ S_Ω. (21)

128 K. P. KOHAS^

Zameqanie 2.2 Sootvetstvie “orbita ←→ predstavlenie” ne

ØvlØetsØ vzaimno odnoznaqnym, kak pokazyvaet primer sqetnoæ gruppy Geæzenberga iz sledu¸wego paragrafa.

Dokazatel~stvo. Klassiqeskim primerom faktora II1 ØvlØetsØ

regulØrnoe predstavlenie sqetnoæ gruppy s beskoneqnymi klassami soprØßennyh fflementov (sm. [3]). My provodim rassußdenie, analogiqnoe postroeni¸ fftogo primera.

Rassmotrim bazis e_x, x ∈ X, prostranstva ℓ^2(X), poroßdennyæ δ-funkciØmi v fflementah gruppy X. Opixem kommutanty predstavleniæ T_L, T_R v terminah matriqnyh fflementov.

Pust~ A = (A_{x,y})_{x,y∈X} ∈ (T_L(G))^′, B = (B_{x,y})_{x,y∈X} ∈ (T_R(G))^′, gde xtrih oboznaqaet vzØtie kommutanta. VypisyvaØ uravneniØ

AT_L(g) = T_L(g)A, BT_R(g) = T_R(g)B qerez matriqnye fflementy,

poluqaem sledu¸wie sootnoxeniØ na matriqnye fflementy A_{x,y}, B_{x,y}: χ(s_L(g, x))A_{x,y} = χ(s_R(g, y))A_{x−g1 ,y−g1} , χ(s_R(g, x))B_{x,y} = χ(s_R(g, y))B_{x+g1 ,y+g1} . Zametim, qto dlØ dlØ fflementov g vida g = (z, 0)

s_R(g, x) = x · z · (x + z)^{−1} = (x + z +^1_2 [x, z]) · (−z − x) =^1_2 [x, z] .

Analogiqno s_L(g, x) =^1_2 [x, z]. PolagaØ v pervom sootnoxenii g =

(−z, 0), x = 0, a vo vtorom — g = (z, 0), x = 0, poluqaem ravenstva

A_{z,y+z} = χ(^1_2 [z, y])A_{0,y} , (22) B_{z,y+z} = χ(−^1_2 [z, y])B_{0,y}, y, z ∈ X . (23) Proverim, qto vsØkie matricy A i B, podqinØ¸wiesØ fftim sootnoxeniØm, kommutiru¸t: (AB)_{x,y} = ∑ u A_{x,u}B_{u,y} = ∑ u A_{0,u−x}B_{0,y−u}χ(^1_2 [x, u − x])χ(−^1_2 [u, y − u]), (BA)_{x,y} = ∑ v B_{x,v}A_{v,y} = ∑ v B_{0,v−x}A_{0,y−v}χ(−^1_2 [x, v − x])χ(^1_2 [v, y − v]). Esli u − x = y − v, to y − u = v − x i proizvedeniØ A_{0,u−x}B_{0,y−u} i B_{0,v−x}A_{0,y−v}, prisutstvu¸wie v fftih summah, sovpada¸t. Sovpadenie kofffficientov pri fftih proizvedeniØh sleduet iz ravenstva [x, u − x] − [u, y − u] + [x, v − x] − [v, y − v] = [x + y, u + v] ,

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 129 v kotorom pravaØ qast~ ravna nul¸, esli u − x = y − v.

My proverili sootnoxeniØ (T_R)^{′′} ⊃ (T_L)^′, (T_L)^{′′} ⊃ (T_R)^′. Vmeste s sootnoxeniØmi (T_R)^′ ⊃ T_L, (T_L)^′ ⊃ T_R, ustanovlennymi v lemme 2.1, oni da¸t nam ravenstva (T_R)^{′′} = (T_L)^′, (T_R)^′ = (T_L)^{′′}.

Naædem pereseqenie (T_R)^′∩(T_R)^{′′}. Pust~ A ∈ (T_R)^′∩(T_R)^{′′}. Pust~

A_{0,y} ≠ 0 pri nekotorom y ∈ X. Esli y ≠ 0, to v silu sootnoxe-

niæ (22), (23) χ(^1_2 [z, y]) = χ(−^1_2 [z, y]) pri vseh z ∈ X, inymi slovami, [z, y] ∈ ker χ pri vseh z ∈ X. No togda y dolßen leßat~ v stabilizatore S_Ω, qto nevozmoßno. Esli ße y = 0, to v silu sootnoxeniØ (22) matrica A kratna ediniqnoæ. Takim obrazom, pereseqenie (T_R)^′ ∩ (T_R)^{′′} sostoit tol~ko iz matric kratnyh ediniqnoæ. Itak, T_L, T_R — para vzaimno kommutiru¸wih faktorpredstavleniæ gruppy G.

Proverim teper~, qto formula (21) deæstvitel~no zadaet sled v faktore T_L. To, qto formula (21) zadaet lineænu¸ central~- nu¸ funkci¸, oqevidno. Po formule (18) my vidim, qto diagonal~nye fflementy matricy operatora T_L(g) ravny v toqnosti

Tr_{πΩ} (g). �

3. PriloßeniØ k gruppam Geæzenberga i drugim gruppam.

Pust~ F — sqetnoe pole harakteristiki p ≠ 2. Pust~ H — trehmernaØ gruppa Geæzenberga nad polem F , t. e. gruppa matric vida H = {(_{1 k m} 0 1 ℓ 0 0 1 ) , k, ℓ, m ∈ F } . Pust~ H_q — analogiqnaØ (koneqnaØ) gruppa nad koneqnym polem

F_q, q = p^n. My budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ

ee obrazu¸wih: x_a =

(_{1 a 0}

0 1 0 0 0 1 ) , y_a =

(_{1 0 0}

0 1 a 0 0 1 ) , z_a =

(_{1 0 a}

0 1 0 0 0 1 ) . 3.1. “KlassiqeskaØ” teoriØ orbit gruppy Geæzenberga.

DlØ sluqaØ gruppy Geæzenberga nad koneqnym polem opisanie orbit koprisoedinennogo predstavleniØ, opredelennogo v §1, praktiqeski ne otliqaetsØ ot opisaniØ orbit klassiqeskoæ gruppy Geæzenberga.

Kol~co Li h_q koneqnoæ gruppy Geæzenberga H_q predstavlØet soboæ mnoßestvo verhnetreugol~nyh matric vida A = 0 k m 0 0 ℓ 0 0 0 , k, ℓ, m ∈ F_q, (24)

130 K. P. KOHAS^ s additivnoæ operacieæ pokoordinatnogo sloßeniØ i obyqnoæ matriqnoæ skobkoæ Li. Dvoæstvennoe prostranstvo h^∗_q — prostranstvo harakterov additivnoæ gruppy — predstavlØet soboæ mnoßestvo nißnetreugol~nyh matric vida B = 0 0 0 α 0 0 ρ β 0 , α, β, ρ ∈ ^F_q , s estestvennoæ operacieæ sparivaniØ ⟨B, A⟩ = Tr BA, gde pod proizvedeniem haraktera i fflementa polØ ponimaetsØ kompleksnoe qislo, ravnoe znaqeni¸ haraktera na dannom fflemente polØ.

Koprisoedinennoe predstavlenie zadaetsØ formuloæ (6). V naxem sluqae ono imeet vid

Ad^∗(g)

0 0 0 α 0 0 ρ β 0 = 0 0 0 α − ρ(y·) 0 0 ρ β + ρ(x·) 0 ,

gde g = 1 x z 0 1 y 0 0 1

(25)

(dlØ umnoßeniØ harakterov my ispol~zuem additivnu¸ zapis~). Orbity fftogo predstavleniØ ime¸t vid

Ω_ρ =

0 0 0 ∗ 0 0 ρ ∗ 0 , ρ ∈ ^F_q, ρ ≠ 1, i Ω_{α,β} =

0 0 0 α 0 0 0 β 0 , α, β ∈ ^F_q . Obwiæ recept poluqeniØ predstavleniØ po orbite dlØ nil~potentnoæ gruppy G stupeni 2 sostoit v sledu¸wem. Zafiksiruem proizvol~nu¸ toqku χ na dannoæ orbite. Naædem maksimal~nu¸ podalgebru h v kol~ce Li g, kotoraØ udovletvorØet svoæstvu ⟨χ, [x, y]⟩ = 0 pri vseh x, y ∈ h . Oqevidno, qto kaßdaØ takaØ podalgebra soderßit centr kol~ca Li g (i daße stabilizator S_Ω). Tak kak my imeem delo s nil~potentnoæ gruppoæ stupeni 2, to v estestvennom smysle opredelena

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 131 gruppa H = exp h — kak mnoßestvo ona sovpadaet s h (sm. formulu Kempbella–Hausdorfa (4)). Funkcional χ zadaet odnomernoe predstavlenie kol~ca Li h i gruppy H. Inducirovanie s fftogo predstavleniØ daet nam predstavlenie gruppy G, sootvetstvu¸- wee orbite.

V sluqae gruppy Geæzenberga H_qn poluqaem, qto orbite Ω_ρ sootvetstvuet q-mernoe predstavlenie T_ρ (induciruem s podgruppy, zadannoæ usloviem k = 0, sm. (24)), a odnotoqeqnoæ orbite

Ω_{α,β} — odnomernoe predstavlenie T_{α,β} (induciruem s centra).

PredstavleniØ T_ρ, T_{α,β} obrazu¸t polnyæ spisok neprivodimyh unitarnyh predstavleniæ gruppy ([2, 6]).

V kaqestve primera primenim teori¸ orbit dlØ dokazatel~- stva sledu¸weæ lemmy ([2]).

Lemma 3.1. Matrica kratnosteæ ograniqeniæ predstavleniæ

H_qn na H_q imeet vid Tα,β Tγ

Tα_n,β_n 1, esli (αn, βn) | | (F_q�F_q ) = (α, β), 0, esli (αn, βn) | | (F_q�F_q ) 6 = (α, β) 0

Tγ_n qn�2_, esli_{γn}^|_{Fq = 1,} 0, esli γn | |_{Fq} 6= 1 qn�1_, esli_{γn}^|_{Fq = γ,} 0, esli γn | |_{Fq} 6= γ

Dokazatel~stvo. Iz formuly (25) Øsno, qto pri proekcii h^∗_qn

na h^∗_q orbita Ω_{ρn} pri ρ_n|_{hq} ≢ 1 celikom proektiruetsØ na orbitu Ω_ρ, gde ρ = ρ_n|_{hq} . Po formule (9) kratnost~, s kotoroæ predstavlenie T_ρ vhodit v T_{ρn} |_{Hq} , ravna q^n/q = q^{n−1}.

Pri ρ_n|_{hq} ≡ 1 proekciØ orbity Ω_{ρn} raspadaetsØ v ob¨edinenie odnotoqeqnyh orbit Ω_{α,β}. Po formule (9) kratnost~, s kotoroæ predstavlenie T_{α,β} vhodit v T_{ρn} |_{Hq} , ravna q^n/q^2 = q^{n−2}.

Nakonec, proekcieæ odnotoqeqnoæ orbity Ω_{αn,βn} ØvlØetsØ orbita Ω_{α,β}, gde α = α_n|_{hq} , β = β_n|_{hq} . �

Primer 3.1. Netrudno videt~, qto dlØ gruppy Hq stabiliza-

torom orbity vida Ω_γ slußit centr gruppy, a stabilizatorom

132 K. P. KOHAS^ orbity vida Ω_{α,β} — vsØ gruppa H_q. Pust~ γ_n — additivnyæ harakter polØ F_qn , dlØ kotorogo γ_n|_{Fq} ≡ 1. Togda v oboznaqeniØh teoremy 1.1

S(γ_n) ∩ H_q $ S(1) ,

poskol~ku v levoæ qasti stoit centr gruppy H_q, a v pravoæ — gruppa H_q celikom.

3.2. TeoriØ orbit gruppy Geæzenberga nad sqetnym polem.

Opredelenie 3.1 ([2]). Zafiksiruem proizvol~nyæ netrivial~-

nyæ additivnyæ harakter ρ ∈ ^F polØ F . Zadadim pri pomowi haraktera ρ additivnoe deæstvie F na ^F (strogo govorØ, ego sledovalo by oboznaqit~ “+_ρ”), a imenno, dlØ β ∈ ^F , x ∈ F harakter β + x zadadim po formule

(β + x)(t) = β(t) + ρ(xt) pri vseh t ∈ F . (26)

DlØ l¸bogo x ∈ F haraktery β i β + x budem nazyvat~ ρffkvivalentnymi.

DlØ gruppy Geæzenberga nad sqetnym polem F (esli harakteristika polØ ne ravna 2) koprisoedinennoe predstavlenie i soputstvu¸wie ob¨ekty opredelØ¸tsØ tak ße, kak i v §1. Koprisoedinennoe predstavlenie zadaetsØ formuloæ (25). Prostranstvo harakterov sqetnogo polØ F nesqetno i ne moßet byt~ otoßdestvleno s polem. Pofftomu mnoßestvo orbit parametrizuetsØ tremØ parametrami (ρ, α, β), ρ ∈ ^F , α, β ∈ ^F /F (faktorizaciØ po additivnomu deæstvi¸ (26)).

Primenim konstrukci¸ faktorpredstavleniØ po orbite, opisannu¸ v §2. Stabilizator orbity Ω_γ — ffto centr gruppy. InduciruØ, poluqaem dva kommutiru¸wih predstavleniØ (17), (18) v L^2(F × F ): TL(xa)f (x, y) = γ(�ay)f (x�a, y), TR(xa)f (x, y) = f (x+a, y), (27) TL(ya)f (x, y) =f (x, y�a), TR(ya)f (x, y) = γ(bx)f (x, y+b). (28) V zametke [2] my opisali faktorpredstavleniØ grupp Geæzenberga nad sqetnym polem harakteristiki p. �to opisanie imeet sledu¸wiæ vid.

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 133 Pust~ ρ ∈ ^F — netrivial~nyæ additivnyæ harakter polØ F .

Oboznaqim qerez B_ρ mnoßestvo par ρ-ffkvivalentnyh harakterov polØ F . Kak mnoßestvo B_ρ = ^F × F . Vvedem na B_ρ meru, ØvlØ¸- wu¸sØ proizvedeniem mer Haara na ^F i F^+.

Teorema 3.1 ([2]). 1) Predstavlenie πρ, deæstvu¸wee v pro-

stranstve L^2(B_ρ) sledu¸wim obrazom: (π_ρ(x_a)f)(α, β) = f(α + a, β), (π_ρ(y_a)f)(α, β) = α(a)f(α, β), (π_ρ(z_a)f)(α, β) = ρ(a)f(α, β), (29)

ØvlØetsØ faktorpredstavleniem tipa II_1. Sled fftogo predstavleniØ zadaetsØ formuloæ

Tr_ρ(g) = δ_{x,0} · δ_{y,0} · ρ(z), gde g = (_{1 x z} 0 1 y 0 0 1 ) . 2) π_ρ, ρ ∈ ^F , ρ ≠ 1, — polnyæ spisok neodnomernyh koneqnyh faktorpredstavleniæ gruppy H.

Lemma 3.2. PredstavleniØ TL i TR, opredelennye formula-

mi (27)–(28), zada¸t faktorpredstavlenie gruppy H, unitarno ffkvivalentnoe predstavleni¸ π_γ .

Dokazatel~stvo. PeremennaØ y prinadleßit pol¸ F , kotoroe

my seæqas rassmatrivaem kak sqetnu¸ additivnu¸ gruppu. DvoæstvennaØ gruppa ^F nesqetna i kompaktna. Vypolnim preobrazovanie Fur~e po y. My poluqim prostranstvo L^2(F × ^F ) i predstavlenie T_R(x_a)f(x, β) = f(x + a, β) , T_R(y_a)f(x, β) = β(a)γ(ax)f(x, β) . VvodØ pereoboznaqenie f(x, β) → f(β + x, β), poluqaem formuly T_R(x_a)f(α, β) = f(α + a, β) , T_R(y_a)f(α, β) = α(a)f(α, β) , gde α = β + x, kotorye ffkvivalentny formulam (29). � Takim obrazom, vse faktorpredstavleniØ gruppy Geæzenberga nad sqetnym polem mogut byt~ poluqeny s pomow~¸ metoda orbit.

134 K. P. KOHAS^

3.3. Nil~potentnye gruppy stupeni 3.

Zdes~ my ograniqimsØ odnim otricatel~nym rezul~tatom, kotoryæ pokazyvaet, qto konstrukciØ faktorpredstavleniØ po orbite iz §2, voobwe govorØ, ne rabotaet dlØ nil~potentnyh grupp stupeni 3.

Primer 3.2 Pust~ G — nil~potentnaØ gruppa vewestvennyh

verhnetreugol~nyh matric s edinicami na glavnoæ diagonali: G = {(x, y, z, u, v, s)} = {(_{1 x u s} 0 1 y v 0 0 1 z 0 0 0 1 )} . Pust~ g^∗ — prostranstvo, dual~noe k ee algebre Li. Otoßdestvim g^∗ s prostranstvom nißnetreugol~nyh matric (α, β, γ, δ, ϵ, ϕ) = (_{0 0 0 0}

α 0 0 0 δ β 0 0 ϕ ϵ γ 0 ) . V g^∗ deæstvuet koprisoedinennoe predstavlenie gruppy G po pravilu ( Ad^∗(x, y, z, u, v, s) ) (α, β, γ, δ, ϵ, ϕ) = = (α − yδ − vϕ + yzϕ, β + xδ − zϵ − xzϕ, γ + yϵ + uϕ, δ − zϕ, ϵ + xϕ, ϕ). Zafiksiruem ϕ ≠ 0, β ≠ 0 i rassmotrim orbitu koprisoedinennogo predstavleniØ toqki λ = (0, β, 0, 0, 0, ϕ). �ta orbita qetyrehmerna, ee stabilizator S i odnomernoe predstavlenie stabilizatora, sootvetstvu¸wee toqke λ, ime¸t vid S = {(y, s)} = {(_{1 0 0 s}

0 1 y 0 0 0 1 0 0 0 0 1 )} , χ_λ(y, s) = e^{i(ϕs+βy)} . PredstavleniØ T^L, T^R gruppy G, poluqennye inducirovaniem s

χ_λ po formulam (17), (18), ne kommutiru¸t.

4. Kraænie toqki mnoßestva poloßitel~no opredelennyh funkciæ.

Pust~ M (G) oboznaqaet mnoßestvo poloßitel~no opredelennyh funkciæ φ na gruppe G, postoØnnyh na klassah soprØßennyh fflementov i takih, qto φ(e) = 1. Izvestno, qto mnoßestvo

M (G) — vypuklyæ kompakt.

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 135 Opisanie mnoßestva M (G) dlØ sluqaØ, kogda G — algebraiqeskaØ nil~potentnaØ gruppa nad diskretnym polem harakteristiki 0, dano v rabote S. V. Smirnova [4]. Ono imeet sledu¸wiæ vid.

Teorema ([4]). Pust~ H — algebraiqeskiæ normal~nyæ delitel~

gruppy G; C — centr faktorgruppy G/H; p — estestvennaØ proekciØ G na G/H. Oboznaqim qerez π harakter gruppy C, ne obrawa¸wiæsØ v 1 ni na kakoæ odnoparametriqeskoæ podgruppe fftoæ gruppy. Togda funkciØ, zadannaØ formuloæ φ(g) = { π ( p(g) ) , esli p(g) ∈ C , 0, esli p(g) /∈ C , ØvlØetsØ kraæneæ toqkoæ mnoßestva M (G). Obratno, vsØkaØ kraænØØ toqka mnoßestva M (G) moßet byt~ poluqena takoæ konstrukcieæ.

Utverßdenie fftoæ teoremy ostaetsØ vernym dlØ proizvol~- noæ diskretnoæ nil~potentnoæ gruppy stupeni 2, esli vmesto slov “odnoparametriqeskaØ podgruppa” qitat~ prosto “podgruppa” (i podhodØwim obrazom izbavit~sØ v dokazatel~stve ot ispol~zovaniØ algebr Li). Toqnoe utverßdenie my sformuliruem niße, no snaqala privedem paru tehniqeskih lemm, naveØnnyh rabotoæ [4].

Lemma 4.1. Pust~ f — poloßitel~no opredelennaØ funkciØ na

diskretnoæ gruppe G. Pust~ H — maksimal~naØ normal~naØ podgruppa v G, dlØ kotoroæ f|_H ≡ 1. Togda f postoØnna na klassah smeßnosti po H.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim predstavlenie π gruppy G s ci-

kliqeskim vektorom ξ, ‖ξ‖ = 1, sootvetstvu¸wee funkcii f. Togda f(g) = (π(g)ξ, ξ) pri vseh g ∈ G. Poskol~ku pri h ∈ H 1 = f(h) = (π(h)ξ, ξ) , to π(h)ξ = ξ pri vseh h ∈ H. Togda pri vseh g ∈ G, h ∈ H f(g) = (π(g)ξ, ξ) = (π(g)π(h)ξ, ξ) = f(gh) . �

136 K. P. KOHAS^

Lemma 4.2. Pust~ G — proizvol~naØ topologiqeskaØ gruppa, C —

ee centr, f — poloßitel~no opredelennaØ funkciØ na G, posto- ØnnaØ na klassah soprØßennyh fflementov, f(e) = 1. Pust~ g ∈ G — takoæ fflement, qto pri vseh c ∈ C fflementy gc i g soprØßeny. Togda funkciØ f(c) − |f(g)|^2 poloßitel~no opredelena na C.

Dokazatel~stvo. V opredelenii poloßitel~no opredelennoæ

funkcii rassmotrim nabor fflementov gruppy c_1, c_2, . . . , c_n ∈ C, g, g, . . . , g (n raz) i kompleksnyh qisel α_1, . . . , α_n, β_1, . . . , β_n: n∑ j,k=1 f(c^{−1}_j c_k)α_kα_j + n∑ j,k=1 f(c^{−1}_j g)β_k α_j+

+ n∑ j,k=1 f(g^{−1}c_k)α_kβ_j + n∑ j,k=1 f(e)β_k β_j ≥ 0 . Vospol~zuemsØ tem, qto f postoØnna na klassah soprØßennyh fflementov, a fflementy c^{−1}_j g i g, a takße g^{−1}c_k i g^{−1} soprØßeny. Krome togo, f(g^{−1}) = f(g), f(e) = 1. Togda my moßem perepisat~ neravenstvo v vide n∑ j,k=1 f(c^{−1}_j c_k)α_kα_j + f(g) n∑ j,k=1 β_kα_j + f(g) n∑ j,k=1 α_kβ_j + n∑ j,k=1 β_kβ_j ≥ 0 . Pust~ arg f(g) = θ. ZamenØØ vse α_ℓ na e^{−iθ}α_ℓ, a vse β_ℓ na e^{−2iθ}β_ℓ, poluqaem neravenstvo n∑ j,k=1 f(c^{−1}_j c_k)α_kα_j + |f(g)| n∑ j,k=1 β_kα_j + |f(g)| n∑ j,k=1 α_kβ_j + n∑ j,k=1 β_kβ_j ≥ 0 . Teper~ poloßim β_i = tα_i pri vseh i, gde t — vewestvennyæ parametr: n∑ j,k=1 f(c^{−1}_j c_k)α_kα_j + 2t|f(g)| n∑ j,k=1 α_kα_j + t^2 n∑ j,k=1 α_kα_j ≥ 0 . Pered nami neotricatel~nyæ kvadratnyæ trehqlen otnositel~- no t. Utverßdenie o tom, qto ego diskriminant nepoloßitelen, est~ v toqnosti utverßdenie lemmy. �

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 137

Teorema 4.1. Pust~ G — diskretnaØ nil~potentnaØ gruppa stu-

peni 2, H — normal~nyæ delitel~ G; C — centr faktorgruppy G/H; p — estestvennaØ proekciØ G na G/H. Oboznaqim qerez π harakter gruppy C, ne obrawa¸wiæsØ v 1 ni na kakoæ netrivial~- noæ podgruppe fftoæ gruppy. Togda funkciØ, zadannaØ formuloæ φ(g) = { π ( p(g) ) , esli p(g) ∈ C , 0, esli p(g) /∈ C , ØvlØetsØ kraæneæ toqkoæ mnoßestva M (G). Obratno, vsØkaØ kraænØØ toqka mnoßestva M (G) moßet byt~ poluqena takoæ konstrukcieæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ f — kraænØØ toqka mnoßestva M (G),

H — maksimal~naØ normal~naØ podgruppa v G, dlØ kotoroæ

f|_H ≡ 1. Pust~ C — centr gruppy G_1 = G/H. Po lemme 4.1 my

moßem rassmatrivat~ f kak poloßitel~no opredelennu¸ funkci¸ na gruppe G_1, pri fftom f nevyroßdena na C. Po [7, lemma 14] sußenie f na C ØvlØetsØ harakterom gruppy C. Dokaßem, qto f sosredotoqena na C. Dopustim, qto f(a) ≠ 0, a ∈ G_1 \ C. Vyberem proizvol~nyæ fflement b ∈ G_1, dlØ kotorogo c = a^{−1}b^{−1}ab ∈ C,

c ≠ 1 (takoæ fflement b obØzatel~no naædetsØ, tak kak a /∈ C). Ras-

smotrim v G_1 podgruppu G_2, poroßdennu¸ a i b; pust~ C_2 ⊂ C — ee centr. Zametim, qto fflementy a i ac soprØßeny v G_2, a poskol~ku C_2 poroßden fflementom c, to a i ac_1 soprØßeny pri l¸- bom c_1 ∈ C. Po lemme 4.2 funkciØ f(c) − |f(a)|^2 poloßitel~no opredelena na C_2, qto nevozmoßno, poskol~ku sußenie f na C_2 — ffto nekotoryæ netrivial~nyæ harakter gruppy C_2. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto f sosredotoqena na C, otkuda i sleduet utverßdenie teoremy. �

Teper~ my moßem dat~ drugoe opisanie mnoßestva M (G) dlØ grupp s 2-delimym centrom — na Øzyke orbit.

Teorema 4.2. Pust~ G — proizvol~naØ sqetnaØ nil~potentnaØ

gruppa stupeni 2 s 2-delimym centrom. KaßdaØ funkciØ φ(g) = Tr_{πΩ} (g) (sm. (21)) ØvlØetsØ kraæneæ toqkoæ mnoßestva M (G). KaßdaØ kraænØØ toqka mnoßestva M (G) imeet takoæ vid.

Dokazatel~stvo. Proverim, qto kaßdaØ funkciØ φ(g) = Trπ_Ω (g),

gde Ω — nekotoraØ orbita koprisoedinennogo predstavleniØ gruppy G, ØvlØetsØ kraæneæ toqkoæ mnoßestva M (G). Poloßim

N_Ω = S_Ω ∩ ker φ = { g : φ(g) = 1, φ([g, G]) = 1 } .

138 K. P. KOHAS^ Podgruppa N_Ω ØvlØetsØ normal~noæ v G. Deæstvitel~no, xgx^{−1} =

g + [x, g], pofftomu dlØ g ∈ N_Ω my imeem ravenstva φ(xgx^{−1}) = 1, φ([xgx^{−1}, G]) = 1, t. e. xgx^{−1} ∈ N_Ω.

Voz~mem v kaqestve podgruppy H iz teoremy 4.1 podgruppu

N_Ω. My uße otmeqali, qto otobraßenie π_Ω ØvlØetsØ ne tol~ko

additivnym harakterom kol~ca Li, no i harakterom gruppy S_Ω. Togda Øsno, qto π_Ω — nevyroßdennyæ harakter gruppy S_Ω/N_Ω. Nam ostaetsØ proverit~, qto S_Ω/N_Ω — centr gruppy G/N_Ω, t. e. qto xgx^{−1} ∈ g + N_Ω togda i tol~ko togda, kogda g ∈ S_Ω. �to tak, poskol~ku xgx^{−1} − g = [x, g]. Pri g ∈ S_Ω imeem [g, x] ∈ N_Ω, a pri g /∈ S_Ω naædetsØ x ∈ G, takoæ, qto π_Ω([g, x]) ≠ 1, pofftomu [g, x] /∈ N_Ω. Otmetim, qto v provedennom rassußdenii my pol~zovalis~ ne stol~ko orbitami, skol~ko ih stabilizatorami.

Teper~ proverim, qto kaßdaØ kraænØØ toqka konstrukcii teoremy 4.1 moßet byt~ opisana na Øzyke orbit. Poloßim S = CH (ob¨edinenie smeßnyh klassov); togda S — normal~naØ podgruppa gruppy G. Harakter π imeet estestvennoe prodolßenie na mnoßestvo S (kstati, ono soglasovano s additivnoæ strukturoæ S kak ideala kol~ca Li). Prodolßim π proizvol~nym obrazom na kol~co Li g. Nam ostaetsØ proverit~, qto S — stabilizator poluqennogo additivnogo haraktera π.

Pust~ dlØ podgrupp C i G/H vybrany kakie-to sistemy predstaviteleæ v G. Togda proizvol~nyæ fflement g ∈ S moßno zapisat~ v vide g = c + h, c ∈ C, h ∈ H. Esli c ∈ C, to, poskol~ku C — centr gruppy G/H, my pri vseh x ∈ G imeem h_x = [c, x] ∈ H. Togda π ( [c + h, x] ) = π ( h_x + [h, x] ) = 1 .

Takim obrazom, S ⊂ Stab_π . Dalee, esli g /∈ S, to g = c + n + h,

c ∈ C, n ∈ G/H \ C, h ∈ H. Suwestvuet x ∈ G/H, dlØ kotorogo [n, x] ∈ C \ {e}. DlØ takogo x π ( [c + n + h, x] ) = π ( h_x + [n, x] + [h, x] ) = π ( [n, x] ) ≠ 1 , t. e. g /∈ Stab_π . �

My poluqili, takim obrazom, qto vse sledy sqetnoæ nil~- potentnoæ gruppy stupeni 2 s 2-delimym centrom mogut byt~ opisany v ramkah teorii orbit. V zakl¸qenie my obobwim odno iz utverßdeniæ teoremy 1.1 na sluqaæ sqetnyh grupp.

KONEQNYE FAKTORPREDSTAVLENI˚ 139

Teorema 4.3. Pust~ G — koneqnaØ ili sqetnaØ nil~potentnaØ

gruppa stupeni 2 s 2-delimym centrom, G_0 — ee podgruppa, g i g_0 — sootvetstvu¸wie kol~ca Li, P — estestvennaØ proekciØ g^∗ na g^∗_0.

Esli T — faktorpredstavlenie gruppy G, sootvetstvu¸wee orbite Ω ⊂ g^∗, to predstavlenie T_0 = T |_{G0} podgruppy G_0 razlagaetsØ v prØmoæ integral faktorpredstavleniæ, sootvetstvu¸wih tem orbitam v g^∗_0, kotorye soderßatsØ v P (Ω), gde Ω — zamykanie orbity Ω.

Dokazatel~stvo. BlagodarØ teoreme 4.2 dostatoqno pred¨Øvit~

razloßenie funkcii Tr_{πΩ} v vypuklu¸ kombinaci¸ funkciæ vida

Tr_{πΩ0} .

Pust~ χ ∈ Ω. Zamykanie orbity Ω imeet vid {χ + α; α ∈ g^∗, α|_{SΩ} = 1}. My moßem uslovno zapisat~, qto Ω = χ + (G/S_Ω)^∧, podrazumevaØ, qto vo vtorom slagaemom haraktery faktorgruppy prodolßeny na vs¸ gruppu trivial~nym obrazom (i ispol~- zuØ additivnu¸ zapis~ dlØ proizvedeniØ harakterov).

Pust~ S_0 — stabilizator kakoæ-libo orbity Ω_0 gruppy G_0, soderßaweæsØ v Ω. Togda S_Ω ∩ G_0 ⊂ S_0 i Ω_0 = χ|_{G0} + (G_0/S_0)^∧. Takim obrazom, gruppa S_0 zadaet celoe semeæstvo orbit gruppy

G_0, leßawih v Ω, numeru¸wihsØ fflementami gruppy (S_0/S∩G_0)^∧.

Oboznaqim qerez φ harakter predstavleniØ T , dlØ α ∈ (S_0/S ∩

G_0)^∧ oboznaqim qerez φ_α harakter predstavleniØ gruppy G_0,

opredelØemogo funkcionalom χ|_{G0} + α. Dokaßem, qto

φ|_{G0} = ∫ (S_0 /S∩G_0)^

φ_α dα (30)

(integrirovanie po mere Haara). Deæstvitel~no, pri g ∈ S ∩ G_0 pri vseh α imeem α(g) = 1 i, sledovatel~no, φ(g) = χ(g). Pri

g ∉ S ∩ G_0, g ∈ S_0 funkcional φ_α probegaet vs¸ gruppu harakte-

rov (S_0/S ∩G_0)^∧, i, tak kak srednee znaqenie harakterov v netrivial~noæ toqke ravno 0, my zakl¸qaem, qto φ(g) = 0. Nakonec, pri g ∉ S_0 imeem φ_α = 0 pri vseh α. Takim obrazom, my proverili, qto funkciØ φ, zadannaØ formuloæ (30), est~ v toqnosti sußenie haraktera predstavleniØ, zadavaemogo funkcionalom χ, na gruppu G_0. �

140 K. P. KOHAS^

Literatura

1. A. A. Kirillov, Unitarnye predstavleniØ nil~potentnyh grupp Li. — UMN XVII, vyp. 6 (1962), 57–110.

2. K. P. Kohas~, KlassifikaciØ koneqnyh faktorpredstavleniæ (2m+1)-mernoæ gruppy Geæzenberga nad sqetnym polem koneqnoæ harakteristiki. — Funkc. anal. i ego pril. 36, No. 3, 79–83.

3. M. A. Naæmark, Normirovannye kol~ca. Nauka, M., 1968. 4. S. V. Smirnov, Poloßitel~no opredelennye funkcii na algebraiqeskih nil~potentnyh gruppah nad diskretnym polem. — DAN SSSR 170, ˝3 (1966), 524–525.

5. R. Howe, On representations of discrete, finitely generated, torsion-free, nilpotent groups. — Pacific J. Math. 73, No. 2 (1977), 281–305.

6. A. Mihailovs, The orbit method for finite groups of nilpontency class two of odd order, arxiv.org: math.RT/0001092.

7. E. Thoma, Über unitäre Darstellung abzählbarer, diskreter Gruppen. — Math.

Ann. 153 (1964), 111–138.

K. P. Kokhas. Finite factor representations of 2-step nilpotent groups, and orbit theory.

In this paper we describe factor representations of discrete 2-step nilpotent groups with 2-divisible center. We show that some standard theorems of the orbit theory are valid in the case of these groups. For countable 2-step nilpotent groups, we explain how to construct a factor representation starting from the orbit of the “coadjoint representation.” We also prove that every factor representation (more precisely, every trace) can be obtained by this construction, and prove a theorem on the decomposition of the factor representation restricted to a subgroup.

Postupilo 18 marta 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: kostik@KK1437.spb.edu