Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 307, 2004 g.

L. B. Beænenson

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ NA QASTIQNO UPOR˚DOQENNYH MNOȷESTVAH. II. RASPREDELENI˚ VERO˚TNOSTE` NA MNOGOGRANNYH KONUSAH

1. Vvedenie

V pervoæ qasti raboty byl izloßen metod postroeniØ nevozrasta¸wego sluqaænogo polØ η_ρ na qastiqno uporØdoqennom mnoßestve H po proizvol~noæ mere ρ na H × R.

V fftoæ, vtoroæ qasti stat~i rassmatrivaetsØ zadaqa vyqisleniØ plotnosteæ koneqnomernyh raspredeleniæ, sosredotoqennyh na mnogogrannyh konusah v R^d. Teoremy 2.1 i 4.2, rexa¸wie fftu zadaqu, i pozvolØ¸t, v qastnosti, nahodit~ plotnosti koneqnomernyh raspredeleniæ sluqaænogo polØ η_ρ.

Pust~ (Λ, ≤) – nekotoroe koneqnoe qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, Λ = {a_1, . . . , a_d}, R^Λ – evklidovo prostranstvo vseh deæstvitel~nyh funkciæ na Λ, M_Λ – mnoßestvo vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ na Λ,

M_Λ = {y ∈ R^Λ : ∀a, b ∈ Λ esli a < b, to y(a) ≥ y(b)}.

Pust~ μ – nekotoraØ σ-additivnaØ veroØtnostnaØ mera na evklidovom prostranstve R^Λ, sosredotoqennaØ na mnoßestve M_Λ.

Opredelim na R^Λ funkci¸ g_μ, polagaØ dlØ l¸bogo y iz R^Λ

g_μ(y) = μ { y^′ ∈ R^Λ : y^′ ≥ y } . (1)

Funkci¸ g_μ budem nazyvat~ invertirovannoæ funkcieæ raspredeleniØ mery μ; podobno obyqnoæ funkcii raspredeleniØ, ona odnoznaqno opredelØet meru μ. FunkciØ g_μ ØvlØetsØ monotonno nevozrasta¸weæ i nepreryvnoæ snizu na R^Λ.

Opredelim v evklidovom prostranstve R^Λ ortonormirovannyæ bazis e^1, . . . , e^d, polagaØ e^i(a_j ) = δ_{ij} (gde δ_{ij} – simvol Kronekera) dlØ l¸bogo a_i iz Λ. 5

6 L. B. BE`NENSON

ZadadimsØ voprosom o stroenii mery μ v sluqae, kogda funkciØ g_μ nepreryvna na mnoßestve M_Λ, a na ego vnutrennosti M^{int}_Λ suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ^{∂dgμ}_{∂ e1...∂ ed} , kotoraØ nepreryvno prodolßaetsØ na M_Λ.

Mnoßestvo M_Λ ØvlØetsØ mnoßestvom rexeniæ sistemy odnorodnyh lineænyh neravenstv, to est~ mnogogrannym konusom (sm. [3]). Vnutrennie qasti razliqnyh graneæ mnogogrannogo konusa ne pereseka¸tsØ, i l¸boæ mnogogrannyæ konus moßet byt~ predstavlen v vide ob¨edineniØ vnutrennih qasteæ ego graneæ (sm. [3] i [5]).

Takim obrazom, vypolnØetsØ ravenstvo

M_Λ = ⋃ Γ Γ^{int}, (2)

gde ob¨edinenie v pravoæ qasti proizvoditsØ po vsem granØm konusa M_Λ.

A poskol~ku mera μ sosredotoqena na konuse M_Λ i vnutrennie qasti razliqnyh graneæ mnogogrannogo konusa ne pereseka¸tsØ, to imeet mesto ravenstvo μ = ∑ Γ μ | |_{Γint} , (3)

gde summa v pravoæ qasti proizvoditsØ po vsem granØm konusa M_Λ, a μ | |_{Γint} est~ ograniqenie mery μ na mnoßestvo Γ^{int}, ØvlØ¸- weesØ vnutrenneæ qast~¸ grani Γ.

Takim obrazom, issledovanie stroeniØ mery μ svoditsØ k issledovani¸ stroeniØ kaßdoæ iz mer μ | |_{Γint} .

Esli na mnoßestve M^{int}_Λ vnutrennih toqek konusa M_Λ suwestvuet proizvodnaØ^{∂dgμ}_{∂ e1...∂ ed} , to iz formuly (1) poluqaem, qto ograniqenie μ | |_{MintΛ} mery μ na mnoßestvo M^{int}_Λ budet absol¸tno

nepreryvnym otnositel~no mery Lebega λ^Λ na evklidovom prostranstve R^Λ i plotnost~ fftogo ograniqeniØ moßno vyqislit~ kak dμ | |_{MintΛ} dλ^Λ (y) = (−1)^d · ∂^dg_μ ∂ e^1 . . . ∂ e^d

(y). (4)

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 7 Pri fftom, oqevidno, absol¸tno nepreryvnaØ sostavlØ¸waØ mery μ otnositel~no mery Lebega λ^Λ sovpadaet s meroæ μ | |_{MintΛ} .

Poskol~ku konus M_Λ ØvlØetsØ svoeæ gran~¸ i vnutrennØØ qast~ dannoæ grani sovpadaet s ee topologiqeskoæ vnutrennost~¸ M^{int}_Λ , to iz ravenstva (3) poluqaem, qto singulØrnaØ sostavlØ¸waØ μ_{sing} mery μ otnositel~no mery Lebega λ^Λ na evklidovom prostranstve R^Λ ravna summe mer μ | |_{Γint} po vsem granØm Γ konusa M_Λ, ne sovpada¸wim s samim konusom M_Λ:

μ_{sing} = ∑ Γ≠M_Λ μ | |_{Γint} .

V dannoæ rabote iz vseh graneæ proizvol~nogo mnogogrannogo konusa C vydelØ¸tsØ nekotorye, nazyvaemye “granØmi, pravil~no rasseka¸wimi bloki” (sm. §2).

V teoreme 2.1 dokazyvaetsØ, qto dlØ proizvol~noæ grani Γ konusa C, pravil~no rasseka¸weæ bloki, i dlØ proizvol~noæ mery μ, sosredotoqennoæ na konuse C, ograniqenie μ | |_{Γint} mery μ na mnoßestvo Γ^{int} ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnym otnositel~no mery Lebega λ_Γ na grani Γ, a plotnost~ mery μ | |_{Γint} vyqislØetsØ qerez proizvodnye funkcii g_μ, esli invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_μ i ee proizvodnaØ^{∂dgμ}_{∂ e1...∂ ed} nepreryvny vo vnutrennih toqkah konusa C.

Ots¸da, v qastnosti, vytekaet, qto v predpoloßeniØh teoremy 2.1 ograniqenie μ | |_{Γint} mery μ na mnoßestvo Γ^{int} polnost~¸ opredelØetsØ znaqeniØmi proizvodnyh korrelØtora g_μ na konuse C.

Sleduet zametit~, qto dlØ vypolneniØ usloviæ teoremy 2.1 ne dostatoqno tol~ko absol¸tnoæ nepreryvnosti mery μ na vnutrennosti C^{int} konusa C otnositel~no mery Lebega λ^d na R^d. Deæstvitel~no, iz absol¸tnoæ nepreryvnosti mery μ na C^{int} vytekaet, qto λ^d-poqti vs¸du na C^{int} suwestvuet proizvodnaØ ∂^dg_μ ∂ e^1...∂ e^d , znaqeniØ kotoroæ λ

d-poqti vs¸du sovpada¸t so znaqeniØmi plotnosti mery μ. I daße esli plotnost~ mery μ na C^{int} nepreryvna, fftogo moßet byt~ ne dostatoqno dlØ vypolneniØ usloviØ teoremy 2.1, poskol~ku dannaØ teorema trebuet suwestvovaniØ i nepreryvnosti proizvodnoæ^{∂dgμ}_{∂ e1...∂ ed} ne v poqti vseh,

8 L. B. BE`NENSON a vo vseh toqkah otkrytogo mnoßestva C^{int}. �to prodemonstrirovano v primere 2.2 paragrafa 2.

V §3 dokazana teorema 3.1, kotoru¸ moßno ispol~zovat~ v kaqestve kriteriØ, pozvolØ¸wego nahodit~ pravil~no rasseka¸- wie grani konusa.

Nakonec, v §4 dokazany teorema 4.1, kotoraØ utverßdaet, qto dlØ proizvol~nogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva Λ vse grani konusa M_Λ pravil~no rasseka¸t bloki, i teorema 4.2, kotoraØ pozvolØet nahodit~ plotnosti sledov mery na granØh konusa M_Λ qerez proizvodnye invertirovannoæ funkcii raspredeleniØ mery.

2. Vyqislenie raspredeleniæ veroØtnosti na granØh konusa

Budem oboznaqat~ qerez e^1, . . . , e^d kanoniqeskiæ ortonormirovannyæ bazis v prostranstve R^d.

Oboznaqim qerez^∂_{∂ v} proizvodnu¸ po napravleni¸ v i poloßim dlØ l¸bogo podmnoßestva W mnoßestva {1, . . . , d} ∂^{|W |} ∂ e^W df = ∏ i∈W ∂ ∂ e^i . Opredelim dlØ l¸bogo vektora v iz R^d odnostoronn¸¸ proizvodnu¸^∂_{∂+ v} , polagaØ ∂f ∂^+ v

(x)^{df}= lim_{h→+0} f(x +h · v) − f(x) h . Analogiqno, dlØ l¸bogo podmnoßestva W mnoßestva {1, . . . , d} oboznaqim ∂^{|W |} ∂^+ e^W df = ∏ i∈W ∂ ∂^+ e^i . Budem govorit~, qto funkciØ f nepreryvna na mnoßestve M vplot~ do ego granic, esli suwestvuet funkciØ f_1, kotoraØ ØvlØetsØ nepreryvnoæ na zamykanii mnoßestva M , a na samom mnoßestve M sovpadaet s funkcieæ f.

DlØ l¸bogo podmnoßestva M prostranstva R^d oboznaqim qerez V (M ) minimal~noe podprostranstvo, soderßawee M .

Pust~ M – vypukloe mnoßestvo, x – fflement iz M i v – vektor iz R^d; budem govorit~, qto vektor v iz toqki x napravlen

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 9 vovnutr~ M , esli suwestvuet takoe poloßitel~noe h, qto toqka x +h · v prinadleßit M .

Mnogogrannym konusom nazyvaetsØ mnoßestvo rexeniæ nekotoroæ sistemy lineænyh odnorodnyh neravenstv. Dalee, esli ne ogovoreno obratnoe, pod konusom vsegda budem ponimat~ mnogogrannyæ konus.

Poluprostranstvo P nazyvaetsØ opornym dlØ mnogogrannogo konusa C, esli C soderßitsØ v P ; granica opornogo poluprostranstva nazyvaetsØ opornoæ giperploskost~¸ konusa C.

Gran~¸ konusa C nazyvaetsØ pereseqenie konusa s nekotoroæ ego opornoæ giperploskost~¸. DlØ udobstva budem sqitat~, qto pustoe mnoßestvo i sam konus C vsegda ØvlØ¸tsØ granØmi konusa C.

V sluqae, esli Γ_1 i Γ_2 – nekotorye grani i Γ_1 soderßitsØ v Γ_2, to Γ_1 nazyvaetsØ podgran~¸ grani Γ_2, a Γ_2 nazyvaetsØ nadgran~¸ grani Γ_1.

Toqka x grani Γ nazyvaetsØ vnutrenneæ, esli ona ne prinadleßit nikakoæ ee podgrani. Mnoßestvo vseh vnutrennih toqek grani Γ oboznaqaetsØ qerez Γ^{int}.

DlØ l¸bogo mnogogrannogo konusa C i l¸boæ ego grani Γ opredelim mnoßestvo In_C (Γ) vseh teh indeksov i iz {1, . . . , d}, qto vektor e^i napravlen vovnutr~ konusa C iz vseh toqek Γ^{int}. V sluqae, kogda ne vyzyvaet nedorazumeniæ, gran~¸ kakogo konusa ØvlØetsØ Γ, budem ispol~zovat~ oboznaqenie In Γ vmesto In_C (Γ).

Budem nazyvat~ otkrytym sprava blokom d-mernyæ otkrytyæ sprava parallelepiped s rebrami, parallel~nymi osØm koordinat v R^d. DlØ proizvol~nyh fflementov x = (x_1, . . . , x_d) i y = (y_1, . . . , y_d) iz R^d, takih, qto x < y, oboznaqim qerez

B(x; y) = { (x^′_1, . . . , x^′_d) ∈ R^d : x_j ≤ x^′_j < y_j , j = 1, . . . , d } otkrytyæ sprava blok s naimen~xeæ toqkoæ x i naibol~xeæ toqkoæ y. Toqki x i y budem nazyvat~ ffkstremal~nymi toqkami dlØ bloka B(x; y).

DlØ l¸bogo podmnoßestva I mnoßestva {1, . . . , d} opredelim mnoßestvo B_I (x; y), polagaØ

B_I (x; y) = { (x^′_1, . . . , x^′_d) ∈ R^d : x_i ≤ x^′_i < y_i, i ∈ I, x^′_j ≥ x_j, j ∉ I } ; ffto d-mernyæ neograniqennyæ i otkrytyæ sprava blok s d − |I| recessivnymi napravleniØmi, parallel~nymi osØm koordinat

10 L. B. BE`NENSON (pod recessivnymi napravleniØmi parallelepipeda my ponimaem lineæno nezavisimye napravleniØ, po kotorym on neograniqen).

Oqevidno, qto mnoßestvo B_{{1,... ,d}}(x; y) ØvlØetsØ ograniqennym i sovpadaet s B(x; y).

Opredelenie 2.1. Budem govorit~, qto gran~ Γ mnogogrannogo ko-

nusa C pravil~no rassekaet bloki, esli suwestvuet hotØ by odin otkrytyæ sprava blok B(x; y), takoæ, qto ego ffkstremal~nye verxiny prinadleßat Γ^{int}, i dlØ l¸bogo takogo bloka mnoßestvo B_{InC (Γ)}(x; y) ∩ C soderßitsØ v bloke B(x; y).

Po opredeleni¸, sam konus C vsegda ØvlØetsØ svoeæ pravil~no rasseka¸weæ gran~¸.

Zameqanie 1. DlØ l¸boæ toqki x iz Γ^{int} mnoßestvo vseh teh vek-

torov v iz R^d, dlØ kotoryh u otkrytogo sprava bloka B(x; x + v) ffkstremal~nye verxiny prinadleßat Γ^{int}, ØvlØetsØ vypuklym konusom i sovpadaet s mnoßestvom vseh strogo poloßitel~nyh vektorov v iz podprostranstva V (Γ) (sm. teoremu 3.1).

Zameqanie 2. DlØ togo qtoby gran~ Γ pravil~no rassekala blo-

ki, dostatoqno, qtoby suwestvoval hotØ by odin otkrytyæ sprava blok B(x; y) s ffkstremal~nymi verxinami iz Γ^{int}, dlØ kotorogo mnoßestvo B_{InC (Γ)}(x; y) ∩ C soderßitsØ v bloke B(x; y) (sm. teoremu 3.1).

Kak sleduet iz principa vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ (sm. zameqanie k lemme 2.1), dlØ l¸boæ mery ν na R^d, l¸bogo x iz R^d i l¸bogo strogo poloßitel~nogo vektora v iz R^d mera otkrytogo sprava bloka B(x, x + v) vyqislØetsØ qerez znaqeniØ invertirovannoæ funkcii raspredeleniØ mery g_ν po formule ν ( B(x, x + v) ) = ∑ A⊂{1,... ,d} (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) . No v sluqae, kogda mera sosredotoqena na konuse, Γ – pravil~no rasseka¸waØ bloki gran~ fftogo konusa, a ffkstremal~nye verxiny bloka B(x, x + v) prinadleßat Γ^{int}, qast~ slagaemyh v fftoæ formule vzaimno uniqtoßitsØ, qto pozvolØet nahodit~ meru na pravil~no rasseka¸weæ grani konusa po znaqeniØm proizvodnoæ invertirovannoæ funkcii raspredeleniØ vnutri konusa (sm. lemmu 2.2 iz §2.1).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 11 DlØ l¸byh podprostranstv V_1 i V_2 evklidova prostranstva R^d budem oboznaqat~ qerez pr_{V2} | |_{V1} otobraßenie, poluqa¸weesØ ograniqeniem oblasti opredeleniØ proekcii pr_{V2} do podprostranstva V_1.

V sluqae, kogda podprostranstva V_1 i V_2 ime¸t odinakovu¸ razmernost~, opredelim q(V_1, V_2) kak modul~ opredelitelØ ˚kobi otobraßeniØ pr_{V2} | |_{V1} . �to opredelenie ØvlØetsØ korrektnym,

poskol~ku otobraßenie pr_{V1} | |_{V2} sopostavlØet drug drugu dva evklidovyh prostranstva odinakovoæ razmernosti, a opredelitel~ ˚kobi lineænogo otobraßeniØ raven konstante.

V sluqae trehmernogo prostranstva qislo q(V_1, V_2) ravno kosinusu ugla meßdu ploskostØmi V_1 i V_2. Geometriqeskiæ smysl kofffficienta q(V_1, V_2) v prostranstvah bolee vysokoæ razmernosti daet lemma 2.7.

Opredelim dlØ l¸bogo konusa C i l¸boæ ego grani Γ, takoæ, qto | In_C (Γ)| = dim Γ, vewestvennoe qislo q_C (Γ), polagaØ q_C (Γ) = q ( V (Γ), L_Γ ) , gde

L_Γ = {(x_1, . . . , x_d) ∈ R^d : x_j = 0, ∀j ∉ In_C (Γ)};

ffto opredelenie takße korrektno, poskol~ku v sluqae, kogda | In_C(Γ)| = dim Γ, podprostranstva L_Γ i V (Γ) ime¸t odinakovu¸ razmernost~.

Teper~ my moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat dannoæ raboty.

Teorema 2.1. Pust~ C – mnogogrannyæ konus v R^d, ν – veroØt-

nostnaØ mera na C, g_ν(x) – ee invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ, a U – otkrytoe podmnoßestvo mnoßestva R^d, takoe, qto na mnoßestve U ∩ C funkciØ g_ν nepreryvna, a vo vseh vnutrennih toqkah mnoßestva U ∩ C suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ ∂^dg_ν ∂ e^1...∂ e^d (y), kotoraØ nepreryvno prodolßaetsØ vplot~ do granic

fftogo mnoßestva.

Togda dlØ l¸boæ pravil~no rasseka¸weæ bloki grani Γ konusa C ograniqenie ν | |_{U∩Γint} mery ν na mnoßestvo U ∩ Γ^{int} absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)} na lineænom podprostranstve V (Γ), priqem ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ:

12 L. B. BE`NENSON

1) esli | In_C (Γ)| > dim Γ, to ν | |_{U∩Γint} = 0;

2) esli | In_C (Γ)| = dim Γ i vse nadgrani Γ pravil~no rasseka¸t bloki, to na mnoßestve U ∩ Γ^{int} suwestvuet proizvodnaØ

∂^{| InC (Γ)|}g_ν ∂^+ e^{In}C^{(Γ)} , nepreryvnaØ na U ∩ Γ

int, i dlØ l¸bogo y iz U ∩ Γ^{int} imeet mesto sootnoxenie dν | |_{U∩Γint} dλ_{V (Γ)} (y) = (−1)^{| InC (Γ)|} q_C (Γ)

∂^{| InC (Γ)|}g_ν ∂^+ e^{InC (Γ)}

(y). (5)

Sleduet zametit~, qto po teoreme 3.1, dokazannoæ niße v §3, dlØ l¸boæ pravil~no rasseka¸weæ bloki grani Γ konusa C imeet mesto neravenstvo | In_C (Γ)| ≥ dim Γ, pofftomu v teoreme 2.1 sluqaæ | In_C (Γ)| < dim Γ ne rassmatrivaetsØ.

Teorema 2.1 ustanavlivaet svØzi meßdu sledami raspredeleniØ veroØtnosteæ na granØh konusa i invertirovannoæ funkcieæ raspredeleniØ mery. Prodemonstriruem ffti svØzi v prostyh sluqaØh, ne trebu¸wih primeneniØ teoremy 2.1.

Primer 2.1. Pust~ Λ = {a1, a2} i a1 < a2.

Otoßdestvim evklidovo prostranstvo R^Λ vseh deæstvitel~- nyh funkciæ na Λ s prostranstvom R^2, postaviv v sootvetstvie l¸boæ funkcii y iz R^Λ vektor ( y(a_1), y(a_2) ) iz R^2.

Togda mnoßestva M_Λ i M^{int}_Λ vyglØdØt sledu¸wim obrazom:

M_Λ = {(y_1, y_2) ∈ R^2 : y_1 ≥ y_2}, M^{int}_Λ = {(y_1, y_2) ∈ R^2 : y_1 > y_2}.

Opredelim prØmu¸ Γ, polagaØ Γ = {y ∈ R^2 : y_1 = y_2}.

Oqevidno, qto konus M_Λ ØvlØetsØ poluprostranstvom, ograniqennym prØmoæ Γ, i ffta prØmaØ ØvlØetsØ ego gran~¸. Tak kak Γ – edinstvennaØ netrivial~naØ gran~ konusa M_Λ, to mnoßestvo vnutrennih toqek Γ^{int} grani Γ sovpadaet s samoæ gran~¸.

Togda razbienie konusa M_Λ, vypisannoe v formule (2), v dannom sluqae imeet vid M_Λ = M^{int}_Λ ∪ Γ.

Poloßim e^1 = (1, 0), e^2 = (0, 1).

Pust~ μ – proizvol~naØ mera na R^2, sosredotoqennaØ na mnoßestve M_Λ, g_μ – ee invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ; i pust~ funkciØ g_μ nepreryvna na vsem prostranstve R^2 i na mnoßestve M^{int}_Λ suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ^{∂dgμ}_{∂ e1 ∂ e2} , kotoraØ nepreryvno prodolßaetsØ na M_Λ.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 13

Predloßenie 2.1. Mera μ^|_{Γint} ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnoæ

otnositel~no mery Lebega λ_Γ na prØmoæ Γ; pri fftom plotnost~ ee vyqislØetsØ po formule dμ | |_{Γint} dλ_Γ (y) = − 1 √ 2 ∂g_μ ∂^+ e^1

(y), (6)

gde^∂_{∂+ e1} est~ odnostoronnØØ proizvodnaØ po napravleni¸ e^1.

Dokazatel~stvo. Opredelim dlØ l¸byh x < y iz R^2 otkrytyæ

sprava prØmougol~nik B(x, y), polagaØ

B(x, y) = {x^′ ∈ R^2 : x ≤ x^′ < y}.

Togda, ispol~zuØ princip vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ, iz sootnoxeniØ (1) poluqaem ravenstvo μ ( B(x, y) ) = g_μ(x_1, x_2) − g_μ(y_1, x_2) − g_μ(x_1, y_2) + g_μ(y_1, y_2). (7)

Pust~ toqki x i y strogo poloßitel~ny i leßat na prØmoæ Γ. Togda imeet mesto sootnoxenie x_1 = x_2 < y_1 = y_2, otkuda poluqaem ravenstvo

g_μ(y_1, y_2) − g_μ(x_1, y_2) = g_μ(y_1, y_1) − g_μ(x_1, y_1).

Poskol~ku x_1 < y_1, to (y_1, y_1) est~ naimen~xaØ toqka iz mnoßestva M_Λ, b&ol~xaØ toqki (x_1, y_1). A tak kak mera μ sosredotoqena na mnoßestve M_Λ, to po formule (1) imeem g_μ(x_1, y_1) = g_μ(y_1, y_1). Ots¸da poluqaem, qto g_μ(y_1, y_2) − g_μ(x_1, y_2) = 0, a znaqit, vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo: μ ( B(x, y) ) = g_μ(x_1, x_2) − g_μ(y_1, x_2) = g_μ(x_1, x_1) − g_μ(y_1, x_1). (8)

Togda, ustremlØØ toqku y k toqke x po prØmoæ Γ sverhu, vyqislØem sledu¸wiæ predel: lim y→x +0 y∈Γ μ ( B(x, y) ) y_1 − x_1

= lim

y→x +0 y∈Γ g_μ(x_1, x_1) − g_μ(y_1, x_1) y_1 − x_1 = − ∂g_μ ∂^+ e^1

(x), (9)

gde^{∂gμ}_{∂+ e1} – odnostoronnØØ proizvodnaØ funkcii g_μ po napravleni¸ e^1. (Suwestvovanie fftoæ proizvodnoæ dokazano v lemme 2.3.)

14 L. B. BE`NENSON

Iz sootnoxeniØ M_Λ = M^{int}_Λ ∪ Γ neposredstvenno vytekaet ravenstvo μ ( B(x, y) ) = μ | |_{MintΛ} ( B(x, y) ) + μ | |_Γ ( B(x, y) ) . No po formule (4) mera μ | |_{MintΛ} absol¸tno nepreryvna otnosi-

tel~no mery Lebega λ^2 na ploskosti R^2, otkuda poluqaem, qto vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo:

lim y→x +0 y∈Γ μ | |_{MintΛ} ( B(x, y) ) y_1 − x_1

= 0.

A znaqit, predel v levoæ qasti sootnoxeniØ (9) moßno perepisat~ v vide lim y→x +0 y∈Γ μ ( B(x, y) ) y_1 − x_1

= lim

y→x +0 y∈Γ μ | |_Γ ( B(x, y) ) y_1 − x_1 .

Togda iz formuly (9) poluqaem, qto ograniqenie μ | |_Γ mery μ na gran~ Γ^{int}_1 absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega λ_Γ na prØmoæ Γ, priqem dlØ ee plotnosti v l¸boæ toqke x iz Γ vypolnØetsØ sootnoxenie (6). Predloßenie dokazano.

Zameqanie. Moßno provesti analogi¸ meßdu dokazatel~stvom

predloßeniØ 2.1 v dannom primere i dokazatel~stvom teoremy 2.1, sformulirovannoæ niße i ØvlØ¸weæsØ osnovnoæ teoremoæ dannoæ stat~i.

A imenno:

– ravenstvo (7) v primere sootvetstvuet lemme 2.1; – dokazatel~stvo ravenstva (8) v primere sootvetstvuet lemme 2.2;

– i, nakonec, dokazatel~stvo ravenstva (9) v primere sootvetstvuet lemme 2.6.

Primer 2.2. Pokaßem, qto absol¸tnoæ nepreryvnosti mery na

vnutrennosti konusa ne dostatoqno dlØ vypolneniØ usloviæ teoremy 2.1.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 15 Pust~ C = {x ∈ R^3 : x_1 + x_2 ≥ 2x_3} – poluprostranstvo v R^3.

Edinstvennoæ netrivial~noæ gran~¸ konusa C ØvlØetsØ ploskost~ Γ = {x ∈ R^3 : x_1 + x_2 = 2x_3}. Pust~ mera μ sosredotoqena na prØmoæ V = {x ∈ R^3 : x_1 = x_2 = x_3}, leßaweæ v ploskosti Γ.

Oqevidno, mera μ sosredotoqena na konuse C i absol¸tno nepreryvna na mnoßestve C^{int}; pri fftom ee plotnost~ vo vseh toqkah mnoßestva C^{int} ravna nul¸.

DlØ l¸bogo x iz R poloßim g_0(x) = μ{x^′ ∈ R^3 : x^′_i ≥ x, i = 1, 2, 3}. Poskol~ku mera μ sosredotoqena na prØmoæ V , to ona odnoznaqno opredelØetsØ funkcieæ g_0(x).

Togda invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_μ mery μ moßet byt~ vyqislena sledu¸wim obrazom:

g_μ(x) = μ{x^′ ∈ R^3 : x^′_i ≥ x_i, i = 1, 2, 3} =

= μ{x^′ ∈ V : x^′_i ≥ x_i, i = 1, 2, 3} = g_0 ( max{x_1, x_2, x_3} ) . Takim obrazom, esli funkciØ g_0 ØvlØetsØ differenciruemoæ (to est~ mera μ absol¸tno nepreryvna na prØmoæ V otnositel~- no mery Lebega λ_V na V ), to invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_μ mery μ ne budet differenciruema v toqkah mnoßestva {x ∈ C^{int} : x_1 = x_2}, to est~ uslovie teoremy 2.1 dlØ mery μ ne vypolnØetsØ.

Primer 2.3. Rassmotrim sluqaæ, kogda znaqeniØ mery na pod-

mnoßestvah grani konusa ne mogut byt~ opredeleny qerez znaqeniØ invertirovannoæ funkcii raspredeleniØ na konuse.

Pust~ P = {(x_1, x_2) ∈ R^2 : x_1 + x_2 ≥ 0} – poluploskost~ v R^2, Γ – granica poluploskosti P i P^{int} = P \Γ – vnutrennost~ poluploskosti P .

Sleduet zametit~, qto iz dokazannogo v primere 3.1 predloßeniØ 3.1.1 vytekaet, qto gran~ Γ konusa P ne ØvlØetsØ pravil~no rasseka¸weæ bloki.

Pust~ μ – proizvol~naØ mera, sosredotoqennaØ na P , i g_μ – ee invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ.

DlØ mnogogrannogo konusa P sootnoxenie (3) prinimaet vid μ = μ | |_{P int} + μ | |_Γ,

gde μ | |_{P int} – ograniqenie mery μ na P^{int} i μ | |_Γ – ograniqenie mery μ na Γ.

16 L. B. BE`NENSON

Po opredeleni¸, g_μ(x) = μ{x^′ ∈ R^2 : x^′ ≥ x}. Tak kak dlØ l¸boæ toqki x iz P^{int} mnoßestvo {x^′ ∈ R^2 : x^′ ≥ x} soderßitsØ v P^{int}, to na P^{int} imeet mesto ravenstvo g_μ(x) = g_{μ|P int} (x), gde g_{μ|P int}

– invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ mery μ | |_{P int} .

Analogiqno, tak kak dlØ l¸boæ toqki x iz Γ mnoßestvo {x^′ ∈ R^2 : x^′ ≥ x}\{x} soderßitsØ v P^{int}, to dlØ l¸bogo x iz Γ imeet mesto ravenstvo g_μ(x) = μ{x} + g_{μ|P int} (x).

Ots¸da vytekaet, qto esli diskretnaØ sostavlØ¸waØ mery μ ravna nul¸, to na P imeet mesto ravenstvo g_μ(x) = g_{μ|P int} (x), a

znaqit, ograniqenie μ | |_Γ mery μ ne moßet byt~ opredeleno po znaqeniØm funkcii g_μ i ee proizvodnyh na mnoßestve P .

Dokazatel~stvo teoremy 2.1.

DlØ l¸byh fflementov x = (x_1, . . . , x_d) i y = (y_1, . . . , y_d) iz R^d, takih, qto x < y, oboznaqim

B(x; y) = { (x^′_1, . . . , x^′_d) ∈ R^d : x_j ≤ x^′_j ≤ y_j , j = 1, . . . , d } ; ffto d-mernyæ zamknutyæ blok v R^d.

Oboznaqim qerez Vert(x; y) mnoßestvo verxin bloka B(x; y). Takße dlØ l¸bogo fflementa x = (x_1, . . . , x_d) iz R^d i l¸byh lineæno nezavisimyh vektorov v_1, . . . , v_l v R^d poloßim

Par_l(x; v_1, . . . , v_l) = = { x^′ ∈ R^d : x^′ = x + l∑ j=1 h_j · v_j, 0 ≤ h_j ≤ 1, j = 1, . . . , l } ; ffto l-mernyæ parallelepiped obwego vida, i Vert_l(x; v_1, . . . , v_l) est~ mnoßestvo verxin parallelepipeda Par_l(x; v_1, . . . , v_l).

DlØ l¸byh fflementov x^′ = (x^′_1, . . . , x^′_d) i x^{′′} = (x^{′′}_1 , . . . , x^{′′}_d) iz R^d oboznaqim qerez s(x^′, x^{′′}) = |{i : x^′_i ≠ x^{′′}_i }| koliqestvo razliqiæ meßdu znaqeniØmi sootvetstvu¸wih koordinat fflementov x^′ i x^{′′}.

Nam takße potrebu¸tsØ sledu¸wie ponØtiØ obweæ teorii me- ry. Budem govorit~, qto semeæstvo S podmnoßestv prostranstva R^d sguwaetsØ v kaßdoæ toqke mnoßestva P , esli dlØ l¸boæ toqki x iz P i l¸boæ ee okrestnosti O(x) suwestvuet mnoßestvo S iz semeæstva S, soderßaweesØ v okrestnosti O(x).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 17

Opredelenie 2.2. Semeæstvo S podmnoßestv prostranstva R^d

nazyvaetsØ pokrytiem Vitali prostranstva R^d dlØ mery λ^d, esli ono sguwaetsØ v kaßdoæ toqke R^d i vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie: dlØ l¸bogo podmnoßestva P prostranstva R^d i l¸bogo podsemeæstva S^′ semeæstva S, sguwa¸wegosØ v kaßdoæ toqke mnoßestva P , suwestvuet sqetnoe podsemeæstvo S^{′′} semeæstva S^′, sostoØwee iz poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv i pokryva- ¸wee P λ^d-poqti polnost~¸.

Vaßnost~ takogo ponØtiØ, kak pokrytie Vitali, svØzano v pervu¸ oqered~ so sledu¸wim utverßdeniem, dokazannym v [6]: dlØ l¸boæ mery ν na R^d, absol¸tno nepreryvnoæ otnositel~no mery Lebega λ^d, i dlØ l¸bogo pokrytiØ Vitali S prostranstva R^d dlØ mery λ^d plotnost~ mery ν v toqke x moßet byt~ vyqislena po znaqeniØm mery ν na mnoßestvah iz S s pomow~¸ sledu¸weæ formuly: dν dλ^d (x) = lim_{S→x} ν(S) λ^d(S) , gde predel v pravoæ qasti beretsØ po mnoßestvam iz semeæstva S.

DlØ l¸bogo ograniqennogo nepustogo podmnoßestva M prostranstva R^d oboznaqim qerez S(M ) semeæstvo vseh mnoßestv, podobnyh M :

S(M ) = { x +α · M : x ∈ R^d, α > 0 } (sleduet zametit~, qto pod podobnymi mnoßestvami my zdes~ ponimaem mnoßestva, kotorye moßno poluqit~ odno iz drugogo s pomow~¸ sdviga i masxtabnogo preobrazovaniØ).

Politopom v R^d nazyvaetsØ vypuklaØ oboloqka koneqnogo nabora toqek. Politop nazyvaetsØ telesnym, esli u nego est~ hotØ by odna vnutrennØØ toqka.

DlØ l¸bogo telesnogo politopa M semeæstvo S(M ) ØvlØetsØ pokrytiem Vitali prostranstva R^d dlØ mery λ^d (sm. dokazatel~stvo lemmy 2.4).

Lemma 2.1. Pust~ ν – veroØtnostnaØ mera na R^d, gν (x) – ee in-

vertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ i I – nekotoroe podmnoßestvo mnoßestva {1, . . . , d}. Togda dlØ l¸boæ toqki x iz R^d i l¸-

18 L. B. BE`NENSON bogo strogo poloßitel~nogo vektora v vypolnØetsØ ravenstvo ν ( B_I (x, x + v) ) = ∑ A⊂I (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) . (10)

Zameqanie. V sluqae, kogda I = {1, . . . , d}, imeet mesto raven-

stvo B_I (x, x + v) = B(x, x + v), a znaqit, sootnoxenie (10) imeet vid ν ( B(x, x + v) ) = ∑ A⊂{1,... ,d} (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) . Dokazatel~stvo. Opredelim dlØ l¸bogo podmnoßestva A mno-

ßestva {1, . . . , d} konus T (A), polagaØ

T (A) = { x^′ ∈ R^d : x^′ ≥ x + ∑ i∈A v_i e^i } . Oqevidno, imeet mesto sootnoxenie ν ( T (A) ) = g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) . Iz opredeleniØ mnoßestva B_I (x, x + v) sleduet ravenstvo

B_I (x; x + v) = = { (x^′_1, . . . , x^′_d) ∈ R^d : x_i ≤ x^′_i < x_i + v_i, i ∈ I, x^′_j ≥ x_j, j ∉ I } = = T (∅)\ ⋃ i∈I T ({i}). No dlØ l¸byh podmnoßestv A i B mnoßestva {1, . . . , d} imeet mesto sootnoxenie T (A)∩T (B) = T (A∪B), a znaqit, dlØ vyqisleniØ mery mnoßestva T (∅)\ ⋃ i∈I T ({i}) moßno primenit~ princip vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ, v rezul~tate qego poluqaem sledu¸- wu¸ cepoqku ravenstv: ν ( B_I (x, x + v) ) = ∑ A⊂I (−1)^{|A|}ν ( T (A) ) = ∑ A⊂I (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) . Lemma dokazana.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 19

Lemma 2.2. Pust~ C – konus v R^d, Γ – ego gran~, pravil~no rasse-

ka¸waØ bloki, ν – veroØtnostnaØ mera na C i g_ν(x) – ee invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ.

Togda dlØ l¸bogo fflementa x iz Γ^{int} i l¸bogo strogo poloßitel~nogo vektora v, takogo, qto x + v prinadleßit Γ^{int}, imeet mesto ravenstvo ν ( B(x, x + v) ) = ∑ A⊂In_C (Γ) (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e_i ) . (11)

Dokazatel~stvo. 1. Tak kak B(x; x + v) = B{1,... ,d}(x; x + v), to po

lemme 2.1 imeet mesto ravenstvo ν ( B(x; x + v) ) = ∑ A⊂{1,... ,d} (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) . (12)

Oboznaqim qerez I^′ mnoßestvo {1, . . . , d}\ In_C (Γ). PredstavlØØ A v vide summy mnoßestv A_1 = A ∩ I^′ i A_2 = A ∩ In_C Γ, ravenstvo (12) moßno perepisat~ sledu¸wim obrazom: ν ( B(x; x + v) ) = ∑ A_1⊂I^′ ∑ A_2 ⊂In_C (Γ) (−1)^{|A1 |+|A2|}g_ν ( x + ∑ i∈A_1 ∪A_2 v_i e^i ) . VydelØØ slagaemoe A_1 = ∅ iz vnexneæ summy v pravoæ qasti fftogo ravenstva, poluqaem ν ( B(x; x + v) ) = ∑ A⊂In_C (Γ) (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e^i ) +

+ ∑ A_1 ⊂I^′ A_1≠∅ ∑ A_2⊂In_C (Γ) (−1)^{|A1|+|A2|}g_ν ( x + ∑ i∈A_1 ∪A_2 v_i e^i ) .

Takim obrazom, qtoby dokazat~ ravenstvo (11), dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo nepustogo podmnoßestva J mnoßestva I^′ imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie: ∑ A_2⊂In_C (Γ) (−1)^{|A2 |}g_ν ( x + ∑ j∈J v_j e^j + ∑ i∈A_2 v_i e^i ) = 0. (13)

Pust~ x^J = x + ∑ i∈J v_i e^i – verxina otkrytogo sprava bloka

B(x; x + v).

20 L. B. BE`NENSON

Togda, kak sleduet iz lemmy 2.1, summa v levoæ qasti ravenstva (13) sovpadaet s meroæ ν ( B_{InC (Γ)}(x^J ; x^J + v) ) . Znaqit, dostatoqno dlØ l¸bogo nepustogo podmnoßestva J mnoßestva I^′ dokazat~ ravenstvo ν ( B_{InC (Γ)}(x^J ; x^J + v) ) = 0.

A poskol~ku mera ν sosredotoqena na konuse C, to dostatoqno dlØ l¸bogo nepustogo podmnoßestva J mnoßestva I^′ dokazat~, qto mnoßestvo B^′ = C ∩ B_{InC (Γ)}(x^J , x^J + v) ØvlØetsØ pustym.

2. Pust~ J – nekotoroe nepustoe podmnoßestvo mnoßestva I^′. Tak kak x^J ≥ x, priqem fflementy x^J i x mogut otliqat~sØ tol~- ko koordinatami iz mnoßestva I^′ = {1, . . . , d}\ In_C (Γ), to blok B_{InC (Γ)}(x^J , x^J + v) soderßitsØ v bloke B_{InC (Γ)}(x, x + v).

Togda, poskol~ku Γ est~ pravil~no rasseka¸waØ gran~ konusa C, poluqaem, qto mnoßestvo B^′ soderßitsØ v otkrytom sprava bloke B(x, x + v).

Pust~ x^J = (x^J_1 , . . . , x^J_d ). Togda dlØ l¸bogo fflementa y = (y_1, . . . , y_d) iz B_{InC (Γ)}(x^J , x^J + v) i dlØ vseh j iz J imeet mesto neravenstvo y_j ≥ x^J_j = x_j + v_j .

S drugoæ storony, dlØ l¸bogo fflementa z = (z_1, . . . , z_d) iz B(x, x + v) i dlØ vseh i ot 1 do d imeet mesto neravenstvo z_i < x_i + v_i. Ots¸da v silu nepustoty mnoßestva J poluqaem, qto blok B_{InC (Γ)}(x^J , x^J + v) ne peresekaetsØ s blokom B(x, x + v).

Takim obrazom, my poluqili, qto mnoßestvo B^′ odnovremenno soderßitsØ v bloke B(x, x + v) i ne peresekaetsØ s nim, a znaqit, ono ØvlØetsØ pustym. Lemma dokazana.

Sledstvie 2.2.1. Pust~ C – konus v R^d, Γ – ego gran~, pravil~no

rasseka¸waØ bloki, ν – veroØtnostnaØ mera na C i ee invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_ν(x) nepreryvna na konuse C.

Togda dlØ l¸bogo fflementa x iz Γ^{int} i l¸bogo strogo poloßitel~nogo vektora v, takogo, qto x + v prinadleßit Γ^{int}, imeet mesto ravenstvo ν ( B(x, x + v) ) = ∑ A⊂In_C (Γ) (−1)^{|A|}g_ν ( x + ∑ i∈A v_i e_i ) . (14)

Dokazatel~stvo. Po lemme 2.2 iz σ-additivnosti mery ν polu-

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 21 qaem sootnoxenie ν ( B(x, x + v) ) = lim_{α→+0} ν ( B(x, x +(1 + α) v) ) = = lim_{α→+0} ∑ A⊂In_C (Γ) (−1)^{|A|}g ( x +(1 + α) ∑ i∈A v_i e_i ) . Poskol~ku invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_ν nepreryvna na konuse C, to ots¸da poluqaem ravenstvo (14). Sledstvie dokazano.

Lemma 2.3. Pust~ C – mnogogrannyæ konus v R^d, C^{int} – mnoße-

stvo vseh ego vnutrennih toqek, u_1, . . . , u_m – sistema lineæno nezavisimyh vektorov v R^d, C^′ – podmnoßestvo C, oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom: dlØ l¸boæ toqki x iz C^′ vektora u_1, . . . , u_m napravleny iz toqki x vovnutr~ konusa C.

Pust~ U – nekotoroe otkrytoe mnoßestvo v R^d, a f – nekotoraØ funkciØ, opredelennaØ na R^d.

Esli funkciØ f nepreryvna na mnoßestve U ∩ C, a na mnoßestve U ∩ C^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂mf}_{∂ u1...∂ um} , nepreryvnaØ na fftom mnoßestve vplot~ do ego granic, to i na mnoßestve U ∩C^′ suwestvuet odnostoronnØØ proizvodnaØ^{∂mf}_{∂+ u1...∂+ um} , nepreryvnaØ na nem vplot~ do ego granic.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸, dlØ togo qtoby proizvodnaØ ∂^mf ∂^+ u_1...∂^+ u_m suwestvovala na mnoßestve U ∩C

′ i byla nepreryvna na nem vplot~ do granic, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸boæ podsistemy vektorov v_1, . . . , v_l sistemy u_1, . . . , u_m i dlØ l¸bogo x iz U ∩ C^′ suwestvoval predel lim h_1 →+0 ··· h_l →+0 1 h_1 · . . . · h_l ∑ x^′ ∈Vert_l(x;h_1 ·v_1,... ,h_l·v_l)

(−1)^{s(x′;x)+l}f(x^′), (15)

kotoryæ nepreryvno zavisit ot x na zamykanii mnoßestva U ∩C^′.

Pust~ v_1, . . . , v_l – proizvol~naØ podsistema vektorov sistemy u_1, . . . , u_m.

Po uslovi¸ na U ∩ C^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂mf}_{∂ u1...∂ um} , nepreryvnaØ na fftom mnoßestve vplot~ do ego granic. Togda na mnoßestve U ∩ C^{int} suwestvuet i nepreryvna do granic i proizvodnaØ^{∂lf}_{∂ v1...∂ vl} . Oboznaqim qerez f_1(x) nepreryvnoe prodolßenie proizvodnoæ^{∂lf}_{∂ v1 ...∂ vl} na zamykanie mnoßestva U ∩ C^{int}.

22 L. B. BE`NENSON

Togda dlØ l¸bogo x iz U ∩ C^{int} i l¸byh dostatoqno malyh poloßitel~nyh h_1, . . . , h_l imeet mesto ravenstvo ∑ x^′∈Vert_l(x;h_1 ·v_1,... ,h_l ·v_l)

(−1)^{s(x′;x)+l}f(x^′) =

= ∫ 0<h^′_j <h_j , j=1,... ,l f_1(x + l∑ j=1 h^′_j · v_j)dh^′_1 . . . dh^′_l. (16)

Dokaßem, qto sootnoxenie (16) budet vypolnØt~sØ dlØ l¸bogo fflementa x iz U ∩ C^′ i l¸byh dostatoqno malyh poloßitel~- nyh qisel h_1, . . . , h_l.

Pust~ x – nekotoryæ fflement iz C^′ ∩ U . Po uslovi¸, suwestvuet takoe maloe poloßitel~noe qislo h, qto toqki x +h · v_i prinadleßat C dlØ vseh i ot 1 do l. Togda vvidu vypuklosti konusa C suwestvu¸t takie malye poloßitel~nye qisla h_1, . . . , h_l, qto l-mernyæ parallelepiped Par_l(x; h_1 · v_1, . . . , h_l · v_l) soderßitsØ v mnoßestve C.

Pust~ y – nekotoraØ toqka iz C^{int} i ε > 0 nastol~ko malo, qto ε-okrestnost~ toqki y celikom soderßitsØ v mnoßestve C^{int}, a εokrestnost~ toqki x celikom soderßitsØ v mnoßestve U . Togda dlØ l¸bogo x^′ iz C, prinadleßawego ε-okrestnosti toqki x, i dlØ l¸bogo dostatoqno malogo qisla t > 0 fflement x^′ +t · (y − x) prinadleßit C^{int} ∩ U .

Ne ograniqivaØ obwnosti moßno sqitat~, qto qisla h_1, . . . , h_l nastol~ko maly, qto l-mernyæ parallelepiped Par_l(x; h_1 · v_1, . . . , h_l · v_l) soderßitsØ v ε-okrestnosti toqki x. Ots¸da oqevidno poluqaem, qto dlØ l¸bogo malogo t > 0 parallelepiped Par_l(x +t·(y − x); h_1 ·v_1, . . . , h_l ·v_l) soderßitsØ v mnoßestve U ∩C^{int}, a znaqit, dlØ l¸bogo qisla t, 0 < t < 1, dlØ fflementa x +t · (y − x) i poloßitel~nyh qisel h_1, . . . , h_l vypolnØetsØ sootnoxenie (16).

No tak kak v sootnoxenii (16) levaØ i pravaØ qasti ravenstva nepreryvny na mnoßestve U ∩C, to, ustremiv fflement x +t·(y − x) k fflementu x, my moßem pereæti k predelu, otkuda poluqaem, qto sootnoxenie (16) budet vypolnØt~sØ dlØ fflementa x i poloßitel~nyh qisel h_1, . . . , h_l.

Togda predel (15) suwestvuet dlØ vseh x iz U ∩C^′ i raven f_1(x), i poskol~ku funkciØ f_1 nepreryvna na U ∩ C vplot~ do granic,

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 23 to znaqenie predela (15) na mnoßestve U ∩ C^′ takße nepreryvno vplot~ do granic. Lemma dokazana.

Poskol~ku v l¸boæ toqke iz Γ^{int} vektora e^i, i ∈ In_C (Γ), napravleny vovnutr~ konusa, to imeet mesto sledu¸wee sledstvie.

Sledstvie 2.3.1. Pust~ C – mnogogrannyæ konus v R^d, C^{int} – mno-

ßestvo vseh ego vnutrennih toqek, Γ – gran~ C. I pust~ U – nekotoroe otkrytoe mnoßestvo v R^d, a f – nekotoraØ funkciØ, opredelennaØ na R^d.

Esli funkciØ f nepreryvna na mnoßestve U ∩ C, a na mnoßestve U ∩ C^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂| InC (Γ)|f}_{∂ eInC (Γ)} , nepreryvnaØ na fftom mnoßestve vplot~ do ego granic, to na mnoßestve U ∩ Γ^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂| InC (Γ)|f}_{∂+ eInC (Γ)} , nepreryvnaØ na nem vplot~ do ego granic.

Lemma 2.4. Pust~ M – telesnyæ politop v R^d. Togda semeæstvo

S(M ) vseh mnoßestv, podobnyh M , ØvlØetsØ pokrytiem Vitali prostranstva R^d dlØ mery λ^d.

Dokazatel~stvo. Tak kak mnoßestvo M – politop, to ono ogra-

niqeno, a znaqit, semeæstvo S(M ) stØgivaetsØ v kaßdoæ toqke prostranstva R^d.

Opredelim dlØ l¸bogo M^′ iz S(M ) podmnoßestvo θ(M^′) mnoßestva R^d kak ob¨edinenie vseh M^{′′} iz S(M ), udovletvorØ¸wih sledu¸wim dvum usloviØm:

1) M^{′′} ∩ M^′ ≠ ∅;

2) λ^d(M^{′′}) < 2λ^d(M^′).

Oqevidno, qto otobraßenie M^′ → θ(M^′) lineæno, to est~ θ(x +α · M^′) = x +α · θ(M^′). Togda dlØ l¸bogo M^′ iz S(M ) imeet mesto ravenstvo

λ^d(θ(M^′)) λ^d(M^′) = λ^d(θ(M )) λ^d(M )

= const .

A kak bylo dokazano v [6, §2.8.17], fftogo dostatoqno, qtoby semeæstvo mnoßestv S(M ) ØvlØlos~ pokrytiem Vitali prostranstva R^d dlØ mery λ^d. Lemma dokazana.

24 L. B. BE`NENSON

Lemma 2.5. Pust~ M – telesnyæ politop v R^d, U – otkrytoe

podmnoßestvo v R^d. I pust~ ν – mera na R^d, takaØ, qto dlØ l¸- bogo politopa M^′, podobnogo M i soderßawegosØ v U , imeet mesto sootnoxenie ν(M^′) ≤ C · λ^d(M^′) (gde C > 0 – konstanta, ne zavisØwaØ ot M^′).

Togda mera ν | U absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ^d, i dlØ plotnosti mery ν | U λ^d-poqti vs¸du na U vypolnØetsØ ravenstvo dν | U dλ^d (x) = 1 λ^d(M )

· lim_{α→+0} ν(x +α · M ) α^d , (17)

gde predel v pravoæ qasti takße suwestvuet λ^d-poqti vs¸du na mnoßestve U .

Dokazatel~stvo. 1. Tak kak politop M telesnyæ, to po lemme

2.4 semeæstvo S(M ) vseh mnoßestv, podobnyh M , ØvlØetsØ pokrytiem Vitali prostranstva R^d dlØ mery λ^d.

Togda, kak dokazano v [6, §2.9.10], esli mera ν | U absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ^d, to λ^d-poqti vs¸du na U vypolnØetsØ sootnoxenie dν | U dλ^d (x) = 1 λ^d(M ) · lim_{M ′→x} ν(M^′) λ^d(M^′)

, (18)

gde predel v pravoæ qasti beretsØ po vsem mnoßestvam M^′ iz S(M ) i suwestvuet na U takße poqti vs¸du.

No poskol~ku semeæstvo S(M ) sostoit iz mnoßestv vida x +α · M , a λ^d(x +α · M ) = α^d · λ^d(M ), to ravenstvo (17) vytekaet iz sootnoxeniØ (18).

Takim obrazom, my dokazali, qto esli mera ν | U absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ^d, to ravenstvo (17) vypolnØetsØ.

2. Dokaßem teper~, qto mera ν | U absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ^d. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto dlØ proizvol~noæ toqki x mnoßestva U suwestvuet takaØ okrestnost~ O(x), qto mera ν | O(x) absol¸tno nepreryvna.

Pust~ O(x) – otkrytyæ xar s centrom v x, takoæ, qto rasstoØnie ot mnoßestva O(x) do R^d \U strogo bol~xe nulØ. Togda naædetsØ takoe qislo δ(x) > 0, qto l¸boæ politop M^′, podobnyæ

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 25 M , pereseka¸wiæ okrestnost~ O(x) i udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ λ^d(M^′) < δ(x), budet celikom soderßat~sØ v U .

Pust~ B – proizvol~noe podmnoßestvo v O(x) lebegovoæ mery nul~. Pokaßem, qto ν(B) = 0.

Tak kak λ^d(B) = 0, to dlØ proizvol~nogo ε > 0 suwestvuet takoe ne bolee qem sqetnoe pokrytie Π_ε mnoßestva B zamknutymi blokami, qto summarnaØ mera Lebega vseh blokov iz Π_ε budet men~xe ε. Ne ograniqivaØ obwnosti budem sqitat~, qto pokrytie Π_ε sostoit iz zamknutyh kubov, pereseka¸wihsØ tol~ko po granice (v protivnom sluqae moßno razbit~ kaßdyæ zamknutyæ blok na ne bolee qem sqetnoe qislo kubov tak, qto ffto uslovie budet vypolnØt~sØ).

Togda, tak kak politop M telesnyæ, v nem pomewaetsØ nekotoryæ kub poloßitel~noæ mery Lebega h > 0, a znaqit, l¸boæ kub mery Lebega h^′ moßet byt~ pomewen v politop M^′, podobnyæ M , tak, qto λ^d(M^′) =^{h′}_h · λ^d(M ).

Pomestiv takim obrazom kaßdyæ kub iz pokrytiØ Π_ε v politop, podobnyæ M , poluqaem pokrytie Π^′_ε mnoßestva B, takoe, qto kaßdoe mnoßestvo iz Π^′_ε podobno M i summarnaØ mera Lebega vseh politopov iz Π^′_ε men~xe^{λd(M)}_h ε.

A poskol~ku, ne ograniqivaØ obwnosti my moßem sqitat~, qto vse kuby iz pokrytiØ Π_ε ime¸t meru Lebega men~xu¸ δ(x)·^h_{λd(M)} , to poluqaem, qto vse politopy iz pokrytiØ Π^′_ε pereseka¸t mnoßestvo O(x) i ime¸t meru Lebega men~xu¸ δ(x), a sledovatel~- no, soderßatsØ v U .

Togda budet vypolnØt~sØ sledu¸waØ cepoqka neravenstv: ν(B) ≤ ∑ M^′∈Π^′_ε ν(M^′) ≤ ∑ M^′∈Π^′_ε Cλ^d(M^′) < C · λ^d(M ) h ε. V silu proizvol~nosti qisla ε > 0 ots¸da vytekaet, qto ν(B) = 0.

Znaqit, dlØ proizvol~nogo fflementa x iz U i dlØ l¸bogo izmerimogo podmnoßestva B okrestnosti O(x), esli λ^d(B) = 0, to i ν(B) = 0, to est~ mera ν | O(x) absol¸tno nepreryvna otnosi-

tel~no λ^d. Lemma dokazana.

Lemma 2.6. Pust~ V – lineænoe podprostranstvo R^d, U – ot-

krytoe podmnoßestvo R^d, ν – mera na R^d, v – nekotoryæ strogo

26 L. B. BE`NENSON poloßitel~nyæ vektor iz V , i pust~ dlØ l¸bogo x iz U ∩ V i l¸- bogo dostatoqno malogo α > 0, esli parallelepiped B(x; x +α v) soderßitsØ v U , to imeet mesto neravenstvo ν | U∩V ( B(x; x +α v) ) ≤ C · α^k, (19) gde C > 0 i k ≥ dim V – nekotorye konstanty.

Togda ograniqenie ν | U∩V mery ν na U ∩ V budet absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega λ_V na V , priqem 1) esli k > dim V , to ν | U∩V = 0; 2) esli ße k = dim V , to dlØ plotnosti raspredeleniØ ν | U∩V λ_V -poqti vs¸du na U vypolnØetsØ sledu¸wee ravenstvo: dν | U∩V dλ_V (x) = 1 λ_V ( B(0; v)

) · lim_{α→+0} ν | U∩V ( B(x; x +α · v) ) α^{dim V}

. (20)

Dokazatel~stvo. 1. Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda k =

dim V .

Tak kak v prinadleßit V , to dlØ l¸bogo x iz V i l¸bogo α > 0 imeet mesto sootnoxenie

V ∩ B(x; x +α v) = x +α · ( V ∩ B(0; v) ) . Ots¸da poluqaem, qto λ_V ( B(x; x +α v) ) = λ_V ( B(0; v) ) · α^{dim V} .

A poskol~ku v > 0, to λ_V ( B(0; v) ) > 0, a znaqit, mnoßestvo V ∩

B(0; v) ØvlØetsØ politopom, telesnym vo vnutrenneæ topologii prostranstva V .

Togda, otoßdestvlØØ evklidovo prostranstvo V s R^{dim V} , iz lemmy 2.5 poluqaem, qto mera ν | U∩V absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ_V na V , priqem vypolnØetsØ ravenstvo (20).

2. Pust~ teper~ k > dim V .

Togda pri malyh α > 0 neravenstvo (19) budet vypolnØt~sØ i pri k = dim V , a znaqit, mera ν | U∩V budet absol¸tno nepreryvna na V i dlØ ee plotnosti raspredeleniØ λ_V -poqti vs¸du na U budet vypolnØt~sØ ravenstvo (20).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 27 No po uslovi¸ 0 ≤ ν | U∩V ( B(x; x +α · v) ) α^{dim V} ≤ C · α^{k−dim V} . Ots¸da poluqaem, qto predel v pravoæ qasti ravenstva (20) raven nul¸, a znaqit, plotnost~ raspredeleniØ mery ν | U∩V tak- ße λ_V -poqti vs¸du ravna nul¸. V silu absol¸tnoæ nepreryvnosti dannoæ mery imeem ν | U∩V = 0. Lemma dokazana.

Lemma 2.7. Pust~ V1 i V2 – podprostranstva evklidova pro-

stranstva R^d odinakovoæ razmernosti, S_1 – podmnoßestvo mnoßestva V_1, izmerimoe po Lebegu, i λ_{V1} (S_1) > 0.

Togda imeet mesto ravenstvo λ_{V2} ( pr_{V2} (S_1) ) λ_{V1} (S_1)

= q(V_1, V_2).

Dokazatel~stvo. Poskol~ku i oblast~ opredeleniØ, i oblast~

znaqeniæ otobraßeniØ pr_{V2} | |_{V1} ØvlØ¸tsØ evklidovymi prostranstvami odnoæ razmernosti, to, vospol~zovavxis~ pravilom zameny peremennyh pod znakom integrala Lebega, poluqaem sledu¸wu¸ cepoqku ravenstv: λ_{V2} ( pr_{V2} (S_1) ) = ∫ pr_{V2} (S_1)

dλ_{V2} = ∫ S_1 | |J ( pr_{V2} | |_{V1} ) (y) | | dλ_{V1} (y),

gde J ( pr_{V2} | |_{V1} ) (y) – postoØnnyæ opredelitel~ ˚kobi lineænogo

otobraßeniØ pr_{V2} | |_{V1} .

Ots¸da v silu opredeleniØ kofffficienta q(V_1, V_2) poluqaem ravenstvo λ_{V2} ( pr_{V2} (S_1) ) = q(V_1, V_2) · λ_{V1} (S_1).

Lemma dokazana.

Lemma 2.8. Pust~ C – konus v R^d, Γ – ego gran~, takaØ, qto

| In_C(Γ)| = dim Γ, a podprostranstvo V (Γ) soderßit hotØ by odnu strogo poloßitel~nu¸ toqku v = (v_1, . . . , v_d).

28 L. B. BE`NENSON

Togda imeet mesto sledu¸wee ravenstvo:

q_C (Γ) = ∏ i∈In_C (Γ) v_i λ_{V (Γ)} ( B(0; v)

) . (21)

Dokazatel~stvo. Pust~ LΓ = {(x^′_1, . . . , x^′_d) ∈ R^d : x^′_j = 0, j ∉

In_C (Γ)} – nekotoroe podprostranstvo, parallel~noe osØm s indeksami iz mnoßestva In_C (Γ).

Poloßim S_1 = B(0; v) ∩ V (Γ). Oqevidno, qto S_1 est~ podmnoßestvo prostranstva V (Γ), izmerimoe po Lebegu, a poskol~ku toqka v ØvlØetsØ strogo poloßitel~noæ, to λ_{V (Γ)}(S_1) > 0.

Pust~ S_2 est~ proekciØ mnoßestva S_1 na podprostranstvo L_Γ. Tak kak B(0; v) est~ prØmougol~nyæ parallelepiped s rebrami, parallel~nymi osØm, a toqka v prinadleßit podprostranstvu V (Γ), to S_2 budet takße ØvlØt~sØ prØmougol~nym parallelepipedom razmernosti | In_C (Γ)| s rebrami, parallel~nymi osØm, i budet vypolnØt~sØ ravenstvo

S_2 = pr_{LΓ} (S_1) = = { (x^′_1, . . . , x^′_d) ∈ R^d : 0 ≤ x^′_k ≤ v_k, x^′_j = 0, k ∈ In_C (Γ), j ∉ In_C (Γ) } . Ots¸da vytekaet, qto

λ_{LΓ} (S_2) = ∏ i∈In_C (Γ) v_i.

Togda, poskol~ku q_C (Γ) = q ( V (Γ), L_Γ ) , ispol~uØ lemmu 2.7, poluqaem ravenstvo (21). Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. DlØ l¸boæ grani Γ oboznaqim

qerez h(Γ) ee korazmernost~: h(Γ) = d − dim Γ.

Vospol~zuemsØ indukcieæ po korazmernosti graneæ. Edinstvennoæ gran~¸ konusa nulevoæ korazmernosti ØvlØetsØ sam konus C. Dokaßem, qto dlØ fftoæ grani utverßdenie teoremy vypolnØetsØ.

Deæstvitel~no, tak kak po uslovi¸ vo vseh vnutrennih toqkah mnoßestva U ∩ C suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ^{∂dgν}_{∂ e1...∂ ed} , to mera ν | |_{U∩Cint} ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnoæ otnositel~no

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 29 mery Lebega λ^d na R^d, priqem poqti vs¸du imeet mesto ravenstvo dν | |_{U∩Cint} dλ^d = (−1)^d ∂^dg_ν ∂ e^1 . . . ∂ e^d . Togda, poskol~ku In_C (C) = {1, . . . , d}, q_C (C) = 1 po opredeleni¸, a vo vnutrennih toqkah mnoßestva U ∩ C proizvodnye^{∂dgν}_{∂ e1...∂ ed} i^{∂dgν} ∂^+ e^1 ...∂^+ e^d sovpada¸t, to dlØ grani C utverßdenie teoremy

vypolnØetsØ.

Predpoloßim teper~, qto ono vypolnØetsØ i dlØ vseh pravil~- no rasseka¸wih bloki graneæ konusa C korazmernosti men~xe nekotorogo h_0. Dokaßem, qto dlØ proizvol~noæ pravil~no rasseka¸weæ grani Γ korazmernosti h_0 ono takße vypolnØetsØ.

DlØ udobstva razob~em dokazatel~stvo na dve qasti. 1. Dokaßem snaqala, qto mera ν | |_{U∩Γint} absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)}, a esli | In_C (Γ)| > dim Γ, to ν | |_{U∩Γint} = 0.

Pust~ x – nekotoryæ fflement iz U ∩ Γ^{int}, a v – strogo poloßitel~nyæ vektor iz V (Γ). Tak kak v prinadleßit V (Γ), to pri dostatoqno malom α fflement x +α v prinadleßit Γ^{int}. Togda po sledstvi¸ k lemme 2.2 imeet mesto ravenstvo ν ( B(x, x +α v) ) = ∑ A⊂In_C (Γ) (−1)^{|A|}g ( x +α ∑ i∈A v_i e_i ) . No poskol~ku invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_ν nepreryvna na mnoßestve U ∩ C, a na U ∩ C^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂dgν}_{∂ e1 ... ed} , nepreryvnaØ na fftom mnoßestve vplot~ do ego granic, to po sledstvi¸ k lemme 2.3 na mnoßestve U ∩ Γ^{int} suwestvuet odnostoronnØØ proizvodnaØ^{∂| InC (Γ)| gν}_{∂+ eInC (Γ)} , nepreryvnaØ na nem vplot~ do ego granic.

Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸bogo x iz U ∩ Γ^{int} suwestvuet predel

lim α→+0 ν ( B(x, x +α v) ) α^{| InC (Γ)|} = ∏ i∈In_C (Γ) v_i · ∂^{| InC (Γ)|}g_ν ∂^+ e^{InC (Γ)}

(x). (22)

30 L. B. BE`NENSON

A znaqit, pri dostatoqno malyh α > 0 dlØ nekotoroæ konstanty K > 0 vypolnØetsØ neravenstvo ν | U∩Γ^{int} ( B(x; x +α v) ) ≤ ν ( B(x; x +α v) ) ≤ K · α^{| InC (Γ)|}. No poskol~ku gran~ Γ ØvlØetsØ pravil~no rasseka¸weæ bloki, to po teoreme 3.1, dokazannoæ niße, | In_C (Γ)| ≥ dim Γ = dim V (Γ).

Togda iz lemmy 2.6 poluqaem, qto – esli | In_C (Γ)| > dim Γ, to ν | U∩Γ^{int} = 0;

– esli ße | In_C (Γ)| = dim Γ, to mera ν | U∩Γ^{int} absol¸tno nepre-

ryvna otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)}, priqem dlØ plotnosti fftoæ mery λ_{V (Γ)}-poqti vs¸du na U ∩Γ^{int} vypolnØetsØ ravenstvo dν | U∩Γ^{int} dλ_{V (Γ)} (x) = 1 λ_{V (Γ)} ( B(0; v)

) · lim_{α→+0} ν | U∩Γ^{int} ( B(x; x +α · v) ) α^{| InC (Γ)|}

. (23)

2. Dokaßem teper~, qto esli | In_C (Γ)| = dim Γ i vse nadgrani grani Γ ØvlØ¸tsØ pravil~no rasseka¸wimi granØmi konusa C, to na U ∩ Γ^{int} imeet mesto sootnoxenie (5).

Kak bylo pokazano v [3], vnutrennosti graneæ konusa C obrazu¸t ego razbienie, to est~ vypolnØetsØ ravenstvo C = ⋃ Γ_1⊂C

Γ^{int}_1 ,

gde ob¨edinenie v pravoæ qasti ravenstva proizvoditsØ po vsem granØm konusa C, priqem v fftom ob¨edinenii vnutrennie qasti razliqnyh graneæ ne pereseka¸tsØ.

Togda, tak kak mera ν sosredotoqena na konuse C, ν | U = ∑ Γ_1⊂C ν | U∩Γ^{int}_1 ,

gde summirovanie v pravoæ qasti ravenstva proizvoditsØ po vsem granØm konusa C.

Poskol~ku l¸boæ fflement x iz Γ^{int} ne prinadleßit ni odnoæ podgrani grani Γ, to v silu zamknutosti graneæ konusa C pri dostatoqno malyh α > 0 parallelepiped B(x; x +α · v) budet peresekat~sØ tol~ko s nadgranØmi grani Γ. A poskol~ku dlØ l¸bogo x iz U pri dostatoqno malyh α > 0 parallelepiped B(x; x +α · v)

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 31 celikom soderßitsØ v U , to dlØ l¸bogo x iz U ∩ Γ^{int} imeet mesto ravenstvo ν ( B(x; x +α · v) ) = ∑ Γ_1⊃Γ ν | U∩Γ^{int}_1 ( B(x; x +α · v) ) , gde summirovanie v pravoæ qasti proizvoditsØ po vsem nadgranØm grani Γ.

Ots¸da poluqaem sledu¸wee sootnoxenie: lim α→+0 ν ( B(x; x +α · v) ) α^{dim Γ} = ∑ Γ_1⊃Γ lim α→+0 ν | U∩Γ^{int}_1 ( B(x; x +α · v) ) α^{dim Γ}

. (24)

Pust~ Γ_1 – nekotoraØ nadgran~ grani Γ, ne sovpada¸waØ s Γ. Tak kak Γ_1 ØvlØetsØ pravil~no rasseka¸weæ gran~¸, a h(Γ_1) < h(Γ) = h_0, to po predpoloßeni¸ indukcii mera ν | |_{U∩Γint1} absol¸t-

no nepreryvna otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ1)}. Ots¸da sleduet, qto dlØ nekotoroæ konstanty K_1 > 0 imeet mesto neravenstvo ν | U∩Γ^{int}_1 ( B(x; x +α v) ) ≤ K_1 · α^{dim Γ1} .

No poskol~ku dim Γ_1 > dim Γ, to poluqaem, qto dlØ proizvol~- noæ nadgrani Γ_1 grani Γ, Γ_1 ≠ Γ, vypolnØetsØ sootnoxenie lim α→+0 ν | U∩Γ^{int}_1 ( B(x; x +α · v) ) α^{dim Γ}

= 0.

Togda my moßem uprostit~ sootnoxenie (24), vybrosiv iz ego pravoæ qasti slagaemye, ravnye nul¸. V rezul~tate dlØ l¸bogo x iz U ∩ Γ^{int} imeem ravenstvo lim α→+0 ν ( B(x; x +α · v) ) α^{dim Γ}

= lim_{α→+0} ν | U∩Γ^{int} ( B(x; x +α · v) ) α^{dim Γ} . UqityvaØ ravenstva (22) i (23), poluqaem, qto na mnoßestve U ∩ Γ^{int} imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie:

λ_{V (Γ)} ( B(0; v) ) · dν | U∩Γ^{int} dλ_{V (Γ)} (x) = ∏ i∈In_C (Γ) v_i · ∂^{| InC (Γ)|}g_ν ∂^+ e^{InC (Γ)}

(x).

Togda, uqityvaØ rezul~tat lemmy 2.8, poluqaem, qto na mnoßestve U ∩ Γ^{int} vypolnØetsØ sootnoxenie (5). Teorema 2.1 dokazana.

32 L. B. BE`NENSON 3. UsloviØ, obespeqiva¸wie pravil~noe rasseqenie blokov

Sformuliruem neskol~ko kriteriev, pozvolØ¸wih nahodit~ grani konusov, pravil~no rasseka¸wie bloki.

Pod zapis~¸ N = (n_1, . . . , n_r) budem ponimat~, qto vektora n_1, . . . , n_r iz R^d ØvlØ¸tsØ stolbcami matricy N .

Pust~ N = (n_1, . . . , n_r ) – nekotoraØ matrica iz R^{d×r}. Budem otoßdestvlØt~ matricu N s otobraßeniem N iz R^r v R^d, opredelØemym qerez matriqnoe umnoßenie kak x → N x.

DlØ l¸bogo podmnoßestva A prostranstva R^r pod zapis~¸ N (A) budem ponimat~ mnoßestvo N (A) = {N x, x ∈ A}.

Oboznaqim qerez C_d = {x ∈ R^d : x ≥ 0} mnoßestvo vseh neotricatel~nyh vektorov v R^d i qerez E_d = {e_1, . . . , e_d} – mnoßestvo bazisnyh ortov v R^d.

Opredelim dlØ matricy N ortogonal~nye i vzaimno dopolnØ¸wie drug druga podprostranstva V (N ) i V^⊥(N ), polagaØ

V (N ) = V ( {n_1, . . . , n_r} ) = { x ∈ R^d : x = N u, u ∈ R^r } = ImN, V^⊥(N ) = {x ∈ R^d : N^T x = 0} = Ker N^T .

Oboznaqim qerez Cone(N ) minimal~nyæ vypuklyæ konus, soderßawiæ vektora n_1, . . . , n_r, polagaØ

Cone(N ) = { x ∈ R^d : x = N u, u ∈ R^r , u ≥ 0 } = = { x ∈ R^d : x = l∑ j=1 n_j u_j, u_j ≥ 0, j = 1, . . . , r } = N (C_r).

Konusy vida Cone(N ) nazyva¸tsØ koneqnoporoßdennymi konusami, a vektora n_1, . . . , n_r – poroßda¸wimi vektorami konusa Cone(N ).

Takße oboznaqim qerez Cone^⊥(N ) mnogogrannyæ konus, ØvlØ¸- wiæsØ pereseqeniem poluprostranstv s vnutrennimi normalØmi n_1, . . . , n_r:

Cone^⊥(N ) = { x ∈ R^d : N^T x ≥ 0 } = = { x ∈ R^d : (n_j , x) ≥ 0, j = 1, . . . , r } .

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 33 Vektora n_1, . . . , n_r nazyva¸tsØ opredelØ¸wimi vektorami mnogogrannogo konusa Cone^⊥(N ), a neravenstva (n_j , x) ≥ 0, j = 1, . . . , r, – ego opredelØ¸wimi neravenstvami.

Sleduet zametit~, qto mnoßestvo Cone^⊥(N ) ØvlØetsØ proobrazom mnoßestva C_r pri otobraßenii N^T . Krome togo, po opredeleni¸, mnoßestva Cone(N ) i Cone^⊥(N ) invariantny otnositel~no perestanovki stolbcov matricy N .

Kak sleduet iz teoremy Minkovskogo (sm. [3, 5]), dlØ l¸boæ matricy M koneqnoporoßdennyæ konus Cone(M ) ØvlØetsØ mnogogrannym.

Opredelenie 3.1. DlØ l¸boæ matricy N = (n1, . . . , nr ) iz R^{d×r},

dlØ l¸bogo podmnoßestva J mnoßestva {1, . . . , r} oboznaqim qe- rez ( N |J ) matricu iz R^{|J|×d}, sostoØwu¸ iz stolbcov (n_j , j ∈ J).

Sleduet zametit~, qto po lemme 3.1, sformulirovannoæ niße v §3.1, l¸baØ gran~ Γ konusa Cone^⊥(N ) imeet vid

Γ = Cone^⊥(N ) ∩ V^⊥(N |J), (25) gde J – nekotoroe podmnoßestvo mnoßestva {1, . . . , r}, priqem dlØ l¸bogo podmnoßestva J naædetsØ sootvetstvu¸waØ gran~, udovletvorØ¸waØ dannomu ravenstvu.

A poskol~ku konus Cone^⊥(N ) est~ mnoßestvo rexeniæ sistemy svoih opredelØ¸wih neravenstv {(n_j , x) ≥ 0, j = 1, . . . , r}, a V^⊥(N |J) – mnoßestvo rexeniæ sistemy lineænyh ravenstv {(n_j, x) = 0, j ∈ J}, to sootnoxenie (25) ØvlØetsØ formal~noæ zapis~¸ togo izvestnogo fakta, qto gran~ mnogogrannogo konusa moßno poluqit~ prevraweniem qasti iz opredelØ¸wih neravenstv konusa v ßestkie ravenstva (sm. [3, 5]).

Opredelenie 3.2. DlØ l¸boæ matricy N = (n1, . . . , nr ) iz R^{d×r},

dlØ l¸boæ grani Γ konusa Cone^⊥(N ) opredelim podmnoßestvo J_N (Γ) mnoßestva {1, . . . , r}, polagaØ

J_N (Γ) = {j ∈ {1, . . . , r} : (n_j, x) = 0 ∀ x ∈ Γ}.

Vezde dalee pod zapis~¸ (N |Γ) budem ponimat~ matricu ( N |J_N (Γ) ) . Po lemme 3.1 imeet mesto ravenstvo Γ = Cone^⊥(N ) ∩ V^⊥(N |Γ). Krome togo, iz dannogo opredeleniØ sleduet, qto dlØ fiksirovannoæ grani Γ konusa Cone^⊥(N ) mnoßestvo J_N (Γ) est~ naibol~xee po vkl¸qeni¸ podmnoßestvo mnoßestva {1, . . . , r}, dlØ kotorogo imeet mesto ravenstvo (25).

34 L. B. BE`NENSON

Opredelenie 3.3. DlØ l¸boæ matricy M = (n1, . . . , nr ) iz R^{l×d},

budem oboznaqat~ qerez I^+_M mnoßestvo vseh takih indeksov i ot 1 do d, qto i-æ stolbec matricy M neotricatelen, qerez I^−_M – mnoßestvo vseh takih indeksov i ot 1 do d, qto i-æ stolbec matricy M imeet hotØ by odnu otricatel~nu¸ koordinatu, i qerez I^0_M – mnoßestvo vseh teh indeksov i ot 1 do d, qto i-æ stolbec matricy M raven nul¸. Oboznaqim qerez M^+ = ( M |I^+_M ) matricu, sostoØwu¸ iz neotricatel~nyh stolbcov matricy M , i qerez M^− = ( M |I^−_M ) – matricu, sostoØwu¸ iz teh stolbcov matricy M , u kotoryh est~ hotØ by odin otricatel~nyæ fflement.

Pust~ takße Q^+_M = Cone(M^+) – konus v R^r , poroßdennyæ stolbcami matricy M^+, i, analogiqno, Q^−_M = Cone(M^−) – konus v R^r, poroßdennyæ stolbcami matricy M^−.

Esli N – matrica iz R^{d×r} , M = N^T i m_i – i-æ stolbec matricy M , M = (m_1, . . . , m_d), to m_i = N^T (e^i), a znaqit, stolbec m_i budet neotricatelen v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda bazisnyæ vektor e^i prinadleßit konusu Cone^⊥(N ).

Krome togo, mnoßestvo stolbcov matricy M moßet byt~ opredeleno kak obraz mnoßestva bazisnyh ortov E_d pri otobraßenii N^T :

{m_1, . . . , m_d} = N^T (E_d).

A togda dlØ mnoßestv stolbcov matric M^+ i M^− ime¸t mesto ravenstva

{m_i, i ∈ I^+_M } = N^T (E_d) ∩ C_d, {m_i, i ∈ I^−_M } = N^T (E_d)\C_d.

Ots¸da poluqaem sledu¸wie sootnoxeniØ dlØ konusov Q^+_M i Q^−_M :

Q^+_M = Cone ( N^T (E_d) ∩ C_d ) , Q^−_M = Cone ( N^T (E_d)\C_d ) . Opredelenie 3.4. Opredelim dlØ l¸boæ matricy M iz R^{l×d} pod-

mnoßestvo K_M prostranstva R^d, polagaØ

K_M = {(x_1, . . . , x_d) ∈ R^d : x_i ≤ 0, i ∈ I^0_M T , x_l < 0, l ∉ I^0_M T }.

To est~ mnoßestvo K_M est~ mnoßestvo vseh teh toqek x ≤ 0, qto esli i-Ø stroka matricy M ne ravna nul¸, to x_i < 0.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 35

Opredelenie 3.5. DlØ l¸boæ grani Γ proizvol~nogo konusa C obo-

znaqim qerez inw(C, Γ) mnoßestvo vektorov, napravlennyh vovnutr~ C iz vseh toqek mnoßestva Γ^{int}.

Teper~ my moßem sformulirovat~ teoremu, kotoru¸ moßno ispol~zovat~ v kaqestve kriteriØ dlØ nahoßdeniØ pravil~no rasseka¸wih graneæ.

Teorema 3.1. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}, C =

Cone^⊥(N ) – konus v R^d, Γ – gran~ konusa C.

I pust~ k = |J_N (Γ)| i M = ( N |J_N (Γ) )_T – matrica iz R^{k×d}.

Vvedem sledu¸wie usloviØ:

A1) suwestvuet otkrytyæ sprava blok B(x; y), ffkstremal~- nye verxiny kotorogo prinadleßat Γ^{int};

A2) podprostranstvo V (Γ) soderßit hotØ by odin strogo poloßitel~nyæ fflement;

A3) vnutrennie qasti konusov (−Q^+_M ) i Q^−_M ime¸t obwu¸ toqku;

V1) suwestvuet otkrytyæ sprava blok B(x; y), takoæ, qto ego ffkstremal~nye verxiny prinadleßat Γ^{int}, a mnoßestvo B_{InC (Γ)}(x; y) ∩ C soderßitsØ v bloke B(x; y);

V2) dlØ l¸bogo vektora v iz mnoßestva inw(C, Γ) vypolnenie neravenstva v_i < 0 dlØ vseh indeksov i iz In_C (Γ) vleqet za soboæ vypolnenie neravenstva v < 0;

V3) stolbcy matricy M^− lineæno nezavisimy, a vnutrennØØ qast~ konusa Q^−_M soderßit mnoßestvo V (M^−) ∩ K_M + .

Togda usloviØ A1, A2, A3 budut poparno ffkvivalentny, i pri vypolnenii l¸bogo iz nih usloviØ V1, V2, V3 takße budut poparno ffkvivalentny.

DlØ togo qtoby gran~ Γ pravil~no rassekala bloki, dostatoqno, qtoby odnovremenno vypolnØlos~ hotØ by odno iz usloviæ A1, A2, A3 i hotØ by odno iz usloviæ V1, V2, V3; i vse ffti xest~ usloviæ ØvlØ¸tsØ takße i neobhodimymi.

Krome togo, esli gran~ Γ konusa C pravil~no rassekaet bloki, to imeet mesto neravenstvo | In_C (Γ)| ≥ dim Γ.

Dokazatel~stvo teoremy 3.1.

OpiraØs~ na teoremy 2.10 i 4.2 iz [4], legko dokazat~ sledu- ¸wu¸ lemmu (podrobnee sm. v [5, §§8.2–8.4]).

36 L. B. BE`NENSON

Lemma 3.1. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa Cone^⊥(N ) ime¸t mesto ravenstva V (Γ) = V^⊥(N |Γ) i Γ = Cone^⊥(N ) ∩ V^⊥(N |Γ).

V svo¸ oqered~, dlØ l¸bogo podmnoßestva J^′ mnoßestva {1, . . . , r} suwestvuet takaØ gran~ Γ^′ konusa Cone^⊥(N ), qto imeet mesto ravenstvo

Γ^′ = Cone^⊥(N ) ∩ V^⊥(N |J^′).

V [5] takße bylo dokazano sledu¸wee utverßdenie o koneqnoporoßdennyh mnogogrannyh konusah.

Lemma 3.2. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}, C =

Cone(N ) – koneqnoporoßdennyæ konus v R^d.

Togda dlØ vnutrenneæ qasti konusa C imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie:

C^{int} = { x ∈ R^d : x = N u, u ∈ R^r, u > 0 } = = { x ∈ R^d : x = l∑ j=1 u_j n_j, u_j > 0, j = 1, . . . , r } . (26)

Zameqanie. V dannoæ lemme pod vnutrenneæ qast~¸ konusa C

ponimaetsØ vnutrennØØ qast~ ego grani, sovpada¸weæ so vsem konusom C.

Sledu¸waØ lemma pozvolØet opredelit~ vnutrenn¸¸ qast~ grani.

Lemma 3.3. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa Cone^⊥(N ) imeet mesto ravenstvo

Γ^{int} = V^⊥(N |Γ) ∩ { x ∈ R^d : (n_k, x) > 0, k ∉ J_N (Γ) } . (27)

Dokazatel~stvo. Pust~ Γ – nekotoraØ gran~ konusa Cone^⊥(N ).

Tak kak mnoßestvo Γ^{int} sostoit iz vseh toqek grani Γ, ne prinadleßawih ni odnoæ iz ego podgraneæ, to

Γ^{int} = Γ \ ⋃ Γ_1⊂Γ

Γ_1,

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 37 gde ob¨edinenie v pravoæ qasti provoditsØ po vsem podgranØm Γ, ne sovpada¸wim s Γ.

No tak kak dlØ l¸boæ grani Γ_1, ne soderßaweæ Γ, mnoßestvo Γ ∩ Γ_1 est~ podgran~ grani Γ, ne sovpada¸waØ s Γ (sm. [3]), to

Γ^{int} = Γ \ ⋃ Γ_1⊅Γ

Γ_1,

gde ob¨edinenie v pravoæ qasti provoditsØ po vsem granØm, ne soderßawim Γ.

Po opredeleni¸ mnoßestva J_N (Γ_1) i lemme 3.1 poluqaem, qto dlØ l¸boæ grani Γ_1, ne soderßaweæ Γ, mnoßestvo J_N (Γ_1) ne soderßitsØ v J_N (Γ). Togda iz lemmy 3.1 vytekaet, qto dlØ l¸bogo podmnoßestva J^′ mnoßestva {1, . . . , r}, ne soderßawegosØ v J_N (Γ), gran~ Γ^′ = Cone^⊥(N ) ∩ V^⊥(N |J^′) ne soderßit Γ.

A togda, poskol~ku dlØ l¸byh podmnoßestv J^′ ⊂ J^{′′} mnoßestva {1, . . . , r} podprostranstvo V^⊥(N |J^′) soderßitsØ v V^⊥(N |J^{′′}), imeet mesto sledu¸wee ravenstvo: ⋃ Γ_1⊅Γ

Γ_1 = ⋃ J_N (Γ)⊄J^′⊂{1,... ,r} V^⊥(N |J^′) ∩ Cone^⊥(N ) =

= Cone^⊥(N ) ∩ ⋃ j∉J_N (Γ) V^⊥(n_j).

Ots¸da poluqaem, qto vypolnØetsØ sootnoxenie

Γ^{int} = Γ \ ⋃ Γ_1⊅Γ

Γ_1 = Cone^⊥(N ) ∩ V^⊥(N |J_N (Γ))\ ⋃ j∉J_N (Γ) V^⊥(n_j). (28)

Iz opredeleniØ Cone^⊥(N ) i V^⊥(n_j ) sleduet, qto pravye qasti ravenstv (27) i (28) sovpada¸t. Lemma dokazana.

Sledstvie 3.3.1. Pust~ N = (n1, . . . , nr ) – matrica iz R^{d×r} , C =

Cone^⊥(N ) – mnogogrannyæ konus v R^d, Γ – gran~ konusa C.

Togda dlØ l¸bogo fflementa x iz mnoßestva Γ^{int} suwestvuet takaØ ego okrestnost~ O(x), qto vypolnØetsØ ravenstvo

O(x) ∩ V (Γ) = O(x) ∩ Γ^{int}. (29)

Dokazatel~stvo. Iz lemmy 3.1 i sootnoxeniØ (27) lemmy 3.3

imeem, qto

Γ^{int} = V (Γ) ∩ { x ∈ R^d : (n_k, x) > 0, k ∉ J_N (Γ) } .

38 L. B. BE`NENSON

Pust~ x – proizvol~nyæ fflement iz Γ^{int}.

Togda my moßem vybrat~ okrestnost~ O(x) tak, qtoby dlØ l¸- bogo x^′ iz O(x) vypolnØlos~ uslovie (n_k, x) ≥ 0 dlØ vseh k iz {1, . . . , r}, ne prinadleßawih J_N (Γ).

Ots¸da poluqaem, qto l¸boæ fflement iz pereseqeniØ O(x) ∩ V (Γ) budet prinadleßat~ Γ^{int}, to est~ mnoßestvo O(x) ∩ V (Γ) soderßitsØ v mnoßestve O(x) ∩ Γ^{int}.

A poskol~ku podprostranstvo V (Γ) vkl¸qaet v sebØ Γ^{int}, to tem samym ravenstvo (29) dokazano. Sledstvie dokazano.

Lemma 3.4. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}, C =

Cone^⊥(N ) – mnogogrannyæ konus.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa C mnoßestvo inw(C, Γ) ØvlØetsØ mnogogrannym konusom, priqem vypolnØetsØ ravenstvo

inw(C, Γ) = { x ∈ R^d : (n_j , x) ≥ 0 j ∈ J_N (Γ) } = Cone^⊥(N |Γ). (30)

Pri fftom vektor, napravlennyæ vovnutr~ konusa C iz nekotoroæ toqki mnoßestva Γ^{int}, budet napravlen vovnutr~ C i iz l¸- boæ drugoæ toqki mnoßestva Γ^{int}.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸, vektor u iz R^d budet prinad-

leßat~ mnoßestvu inw(C, Γ) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda dlØ l¸bogo x iz Γ^{int} suwestvuet takoe h > 0, qto fflement x +h · u prinadleßit C.

Pust~ x – proizvol~nyæ fflement iz Γ^{int}.

Togda iz formuly (27), dokazannoæ v lemme 3.3, sleduet, qto dlØ l¸bogo j iz J_N (Γ) imeet mesto ravenstvo (n_j, x) = 0, a dlØ l¸bogo indeksa j, ne prinadleßawego J_N (Γ), imeet mesto neravenstvo (n_j , x) > 0.

Togda dlØ proizvol~nogo vektora u iz R^d i proizvol~nogo h > 0 dlØ l¸bogo j iz J_N (Γ) imeet mesto ravenstvo (n_j , x +h · u) = h(n_j , u), a dlØ l¸bogo indeksa j, ne prinadleßawego J_N (Γ), imeet mesto ravenstvo (n_j , x +h · u) = (n_j, x) + h(n_j, u).

Ots¸da poluqaem, qto kakov by ni byl vektor u, moßno vzØt~ nastol~ko maloe poloßitel~noe h, qto dlØ l¸bogo j ne iz J_N (Γ) znak skalØrnogo proizvedeniØ (n_j, x +h · u) budet sovpadat~ so znakom (n_j , x), to est~ budet poloßitel~nyæ. S drugoæ storony, dlØ l¸bogo h > 0, esli j prinadleßit J_N (Γ), to znak (n_j , x +h · u) budet sovpadat~ so znakom (n_j, u).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 39 Togda po opredeleni¸ konusa C poluqaem, qto vektor u v tom i tol~ko v tom sluqae budet napravlen vovnutr~ konusa C iz toqki x mnoßestva Γ^{int}, kogda dlØ l¸bogo j iz J_N (Γ) imeet mesto neravenstvo (n_j, u) ≥ 0. Ots¸da poluqaem ravenstvo (30). Takße ots¸da poluqaem, qto esli vektor u napravlen vovnutr~ konusa C iz nekoæ toqki mnoßestva Γ^{int}, to on budet napravlen vovnutr~ C i iz l¸boæ drugoæ toqki mnoßestva Γ^{int}. Lemma dokazana.

Sledstvie 3.4.1. Pust~ N = (n1, . . . , nr ) – matrica iz R^{d×r} , C =

Cone^⊥(N ) – konus v R^d, Γ – gran~ konusa C i M = (N |Γ)^T – matrica iz R^{|JN (Γ)|×d}. Togda mnoßestva I^+_M i In_C (Γ) sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. Po lemme 3.4 imeet mesto ravenstvo inw(C, Γ)

= Cone^⊥(N |Γ). No tak kak M = (N |Γ)^T , to ffto ravenstvo moßno perepisat~ v vide

inw(C, Γ) = { x ∈ R^d : M x ≥ 0 } . A znaqit, bazisnyæ vektor e^i v tom i tol~ko v tom sluqae budet napravlen vovnutr~ konusa C iz vseh fflementov mnoßestva Γ^{int}, kogda M e^i ≥ 0, to est~ i-æ stolbec matricy M neotricatelen.

Ots¸da poluqaem, qto mnoßestva I^+_M i In_C (Γ) sovpada¸t. Lemma dokazana.

Lemma 3.5. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}, C =

Cone^⊥(N ) – konus v R^d, Γ – gran~ konusa C.

I pust~ k = |J_N (Γ)|, M = (N |Γ)^T – matrica iz R^{k×d}. Togda dlØ konusa C i ego grani Γ usloviØ A1, A2 i A3, sformulirovannye v teoreme 3.1, poparno ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. 1. Dokaßem, qto usloviØ A1 i A2 ffkvivalent- ny. Predpoloßim, qto vypolnØetsØ uslovie A1, to est~ suwestvuet otkrytyæ sprava blok B(x; y), ffkstremal~nye verxiny kotorogo prinadleßat Γ^{int}. Togda vektor v = y − x budet prinadleßat~ podprostranstvu V (Γ) i, poskol~ku y > x, on budet strogo poloßitelen. Takim obrazom my pokazali, qto uslovie A2 sleduet iz usloviØ A1.

Obratno, predpoloßim, qto vypolnØetsØ uslovie A2, to est~ podprostranstvo V (Γ) soderßit hotØ by odin strogo poloßitel~nyæ vektor v.

40 L. B. BE`NENSON

Pust~ x – proizvol~nyæ fflement mnoßestva Γ^{int}. Po sledstvi¸ k lemme 3.3 suwestvuet takaØ ego okrestnost~ O(x), qto vypolnØetsØ ravenstvo O(x) ∩ V (Γ) = O(x) ∩ Γ^{int}.

Pust~ α – nastol~ko maloe poloßitel~noe qislo, qto fflement y = x +α · v prinadleßit okrestnosti O(x). Tak kak fflementy x i v prinadleßat podprostranstvu V (Γ), to i fflement y budet prinadleßat~ V (Γ), a znaqit, on budet prinadleßat~ i mnoßestvu O(x) ∩ V (Γ) = O(x) ∩ Γ^{int}.

Togda, poskol~ku v > 0, imeem y > x, a znaqit, suwestvuet otkrytyæ sprava blok B(x; y), obe ffkstremal~nye verxiny kotorogo prinadleßat Γ^{int}.

Takim obrazom, my pokazali, qto usloviØ A1 i A2 ffkvivalentny.

2. Dokaßem, qto usloviØ A2 i A3 ffkvivalentny. Opredelim dlØ l¸bogo vektora v iz R^d vektora v^+_M i v^−_M iz R^{|I+M |}, i R^{|I−M |} sootvetstvenno, polagaØ v^+_M = (v_i, i ∈ I^+_M ) – vektor, sostoØwiæ iz vseh koordinat vektora v iz I^+_M , i v^−_M = (v_i, i ∈ I^−_M ) – vektor, sostoØwiæ iz vseh koordinat vektora v iz I^−_M .

Oqevidno, qto dlØ l¸bogo v iz R^d imeet mesto ravenstvo M v = M^+ v^+_M +M^− v^−_M (analogiqnyæ priem sm. v [5, §8.2]).

Togda iz lemmy 3.1 poluqaem

V (Γ) = { x ∈ R^d : M x = 0 } = = { x ∈ R^d : M^+ x^+_M +M^− x^−_M = 0 } . (31)

Predpoloßim, qto vypolnØetsØ uslovie A2, to est~ prostranstvu V (Γ) prinadleßit strogo poloßitel~nyæ fflement x. Togda iz ravenstva (31) poluqaem M^+ x^+_M +M^− x^−_M = 0.

Pust~ u^′ = M^+ x^+_M , u^{′′} = M^− x^−_M .

Poskol~ku x > 0, to po lemme 3.2 fflementy u^′ i u^{′′} budut prinadleßat~ vnutrennim qastØm konusov Q^+ i Q^− sootvetstvenno.

Togda, tak kak u^{′′} = − u^′, poluqaem, qto vnutrennie qasti konusov Q^+ i Q^− ime¸t obwu¸ toqku, to est~ vypolnØetsØ uslovie A3. Takim obrazom, my dokazali, qto uslovie A3 sleduet iz usloviØ A2.

Obratno, pust~ vypolnØetsØ uslovie A3, to est~ vnutrennie qasti konusov Q^+ i Q^− ime¸t obwiæ fflement u.

Po lemme 3.2 suwestvu¸t takie strogo poloßitel~nye vektora w^′ iz R^{|I+|} i w^{′′} iz R^{|I−|}, qto imeet mesto ravenstvo u =

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 41 (−M^+ w^′) = M^− w^{′′}. Togda, poskol~ku mnoßestva indeksov I^+ i I^− ne pereseka¸tsØ, suwestvuet takoæ strogo poloßitel~nyæ vektor x iz R^d, qto x^+_M = w^′ i x^−_M = w^{′′}. No togda budet vypolnØt~sØ sootnoxenie M x = M^+ x^+_M +M^− x^−_M = (− u) + u = 0, a znaqit, v silu ravenstva (31), strogo poloßitel~nyæ fflement x budet prinadleßat~ prostranstvu V (Γ).

Takim obrazom, my pokazali, qto usloviØ A2 i A3 ffkvivalentny. Lemma dokazana.

Lemma 3.6. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}, C =

Cone^⊥(N ) – konus v R^d, Γ – gran~ konusa C.

Togda dlØ konusa C i ego grani Γ pri vypolnenii l¸bogo iz usloviæ A1, A2 i A3, sformulirovannyh v teoreme 3.1, usloviØ V1 i V2 budut ffkvivalentny.

Krome togo, pri vypolnenii l¸bogo iz usloviæ A1, A2 i A3 uslovie V1 budet takße ffkvivalentno sledu¸wemu uslovi¸:

V1^′) dlØ l¸bogo otkrytogo sprava bloka B(x; y), ffkstremal~- nye verxiny kotorogo prinadleßat Γ^{int}, mnoßestvo B_{InC (Γ)}(x; y) ∩ C soderßitsØ v bloke B(x; y).

Dokazatel~stvo. 1. Dokaßem, qto iz sovmestnogo vypolneniØ

usloviæ A1 i V1 sleduet vypolnenie usloviØ V2.

Pust~ v – vektor iz inw(C, Γ), takoæ, qto dlØ l¸bogo i iz In_C (Γ) vypolnØetsØ neravenstvo v_i < 0.

I pust~ B(x, y) – nekotoryæ otkrytyæ sprava blok, takoæ, qto obe ego ffkstremal~nye verxiny prinadleßat Γ^{int} i mnoßestvo B_{InC (Γ)}(x; y) ∩ C soderßitsØ v bloke B(x; y) (tak kak vypolnØetsØ uslovie V1, to takoæ blok suwestvuet).

Oboznaqim z(α) = y +α · v.

Poskol~ku x < y, to suwestvuet takoe maloe α^∗ > 0, qto dlØ fflementa z(α^∗) vypolnØetsØ neravenstvo z(α^∗) ≥ x. No dlØ l¸bogo i iz In_C (Γ) imeet mesto neravenstvo v_i < 0, a znaqit, i neravenstvo z_i(α^∗) < y_i. Iz fftih neravenstv poluqaem, qto fflement z(α^∗) prinadleßit mnoßestvu B_{InC (Γ)}(x, y).

No tak kak vektor v napravlen vovnutr~ konusa C iz l¸boæ toqki mnoßestva Γ^{int}, to vvidu malosti qisla α^∗ > 0 my moßem ne ograniqivaØ obwnosti sqitat~, qto fflement z(α^∗) = y +α^∗ · v prinadleßit C.

Znaqit, z(α^∗) prinadleßit mnoßestvu B_{InC (Γ)}(x, y) ∩ C. A poskol~ku ffto mnoßestvo soderßitsØ v bloke B(x, y), to ots¸da

42 L. B. BE`NENSON poluqaem, qto fflement z(α^∗) = y +α^∗ · v budet men~xe y, a znaqit, v < 0.

Takim obrazom, my pokazali, qto esli vypolnØ¸tsØ usloviØ A1 i V1, to dlØ l¸bogo vektora v iz mnoßestva inw(C, Γ) vypolnenie neravenstva v_i < 0 dlØ vseh indeksov i iz In_C (Γ) vleqet za soboæ vypolnenie neravenstva v < 0, to est~ vypolnØetsØ uslovie V2.

2. Dokaßem teper~, qto iz sovmestnogo vypolneniØ usloviæ A1 i V2 sleduet vypolnenie usloviØ V1^′.

Pust~ B(x, y) – proizvol~nyæ otkrytyæ sprava blok, obe ffkstremal~nye verxiny kotorogo prinadleßat Γ^{int} (tak kak vypolnØetsØ uslovie A1, to takoæ blok suwestvuet).

I pust~ z – proizvol~nyæ fflement iz mnoßestva B_{InC (Γ)}(x, y) ∩ C. Poloßim v = z − y.

Tak kak z prinadleßit B_{InC (Γ)}(x, y), to z ≥ x i dlØ vseh indeksov i iz In_C (Γ) imeet mesto sootnoxenie z_i < y_i. Ots¸da poluqaem, qto dlØ vseh i iz In_C (Γ) imeet mesto neravenstvo v_i < 0. A tak kak z prinadleßit konusu C, to vektor v napravlen vovnutr~ konusa C iz toqki y, a znaqit, po lemme 3.4 vektor v budet prinadleßat~ inw(C, Γ).

No v silu usloviØ V2 vypolnenie neravenstva v_i < 0 dlØ vseh indeksov i iz In_C (Γ) vleqet za soboæ vypolnenie neravenstva v < 0. Togda z < y, i poskol~ku z ≥ x, to fflement z budet prinadleßat~ bloku B(x, y).

Takim obrazom, my pokazali, qto mnoßestvo B_{InC (Γ)}(x, y)∩C soderßitsØ v otkrytom sprava bloke B(x, y), a znaqit, iz sovmestnogo vypolneniØ usloviæ A1 i V2 sleduet vypolnenie usloviØ V1^′.

Togda, poskol~ku uslovie V1^′ sil~nee usloviØ V1, pri vypolnenii usloviØ A1 usloviØ V2, V1 i V1^′ poparno ffkvivalentny.

A tak kak po lemme 3.5 usloviØ A1, A2 i A3 poparno ffkvivalentny, to, znaqit, pri vypolnenii l¸bogo iz usloviæ A1 i A2 usloviØ V1, V1^′ i V2 budut poparno ffkvivalentny. Lemma dokazana.

Lemma 3.7. Pust~ N = (n1, . . . , nr) – matrica iz R^{d×r}, C =

Cone^⊥(N ) – konus v R^d, Γ – gran~ konusa C.

I pust~ l = |J_N (Γ)|, M = (N |Γ)^T – matrica iz R^{l×d}. Togda dlØ konusa C i ego grani Γ pri vypolnenii l¸bogo iz usloviæ A1, A2 i A3, sformulirovannyh v teoreme 3.1, usloviØ V2 i

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 43 V3 budut ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. 1. Opredelim dlØ l¸bogo vektora v iz R^d vek-

tora v^+_M i v^−_M iz R^{|I+M |} i R^{|I−M |} sootvetstvenno, polagaØ v^+_M = (v_i, i ∈ I^+_M ) – vektor, sostoØwiæ iz vseh koordinat vektora v iz I^+_M , i v^−_M = (v_i, i ∈ I^−_M ) – vektor, sostoØwiæ iz vseh koordinat vektora v iz I^−_M . Oqevidno, qto dlØ l¸bogo v iz R^d imeet mesto ravenstvo M v = M^+ v^+_M +M^− v^−_M (analogiqnyæ priem sm. v [5, §8.2]).

Togda, uqityvaØ sootnoxenie (30), dokazannoe v lemme 3.4, i sootnoxeniØ lemmy 3.1, poluqaem sledu¸wie ravenstva:

inw(C, Γ) = { x ∈ R^d : M x ≥ 0 } = = { x ∈ R^d : M^+ x^+_M +M^− x^−_M ≥ 0 } , (32)

V (Γ) = { x ∈ R^d : M x = 0 } = = { x ∈ R^d : M^+ x^+_M +M^− x^−_M = 0 } . (33)

2. Dokaßem, qto iz sovmestnogo vypolneniØ usloviæ A3 i V3 sleduet uslovie V2.

Pust~ stolbcy matricy M^− lineæno nezavisimy, a vnutrennØØ qast~ konusa Q^−_M soderßit mnoßestvo V (M^−)∩K_M + . I pust~ v – vektor iz inw(C, Γ), takoæ, qto dlØ vseh i iz In_C (Γ) imeet mesto neravenstvo v_i < 0.

Tak kak po sledstvi¸ k lemme (30) mnoßestva indeksov I^+_M i In_C (Γ) sovpada¸t, to vektor v^+_M ØvØletsØ strogo otricatel~- nym. Togda u vektora M^+ v^+_M vse koordinaty nepoloßitel~ny, priqem koordinaty, sootvetstvu¸wie nenulevym stroqkam matricy M^+, otricatel~ny. Ots¸da sleduet, qto fflement M^+ v^+_M prinadleßit mnoßestvu K_M + .

Vvidu togo, qto v prinadleßit inw(C, Γ), iz sootnoxeniØ (32) poluqaem, qto M^−(− v^−_M ) ≤ M^+ v^+_M , a znaqit, fflement u^∗ = M^−(− v^−_M ) takße prinadleßit K_M + . Tak kak u^∗ prinadleßit mnoßestvu V (M^−) ∩ K_M + , to po uslovi¸ V3 fflement u^∗ prinadleßit vnutrenneæ qasti konusa Q^−_M .

Togda po lemme 3.2 suwestvuet takoæ fflement w^∗ > 0 iz prostranstva R^{|I−M |}, qto u^∗ = M^− w^∗.

44 L. B. BE`NENSON

Zapisav ffto ravenstvo v vide M^−(− v^−_M ) = M^− w^∗, iz lineænoæ nezavisimosti stolbcov matricy M^− poluqaem, qto (− v^−_M ) = w^∗, to est~ v^−_M < 0.

Ots¸da vytekaet, qto v^+_M < 0 i v^−_M < 0, a znaqit, vektor v ØvlØetsØ strogo otricatel~nym.

Takim obrazom, my dokazali, qto esli vypolnØ¸tsØ usloviØ A3 i V3, to vypolnØetsØ i uslovie V2.

3. Dokaßem teper~, qto iz sovmestnogo vypolneniØ usloviæ A2 i V2 sleduet uslovie V3.

Dokaßem snaqala, qto stolbcy matricy M^− budut lineæno nezavisimymi.

Deæstvitel~no, predpoloßim obratnoe. Pust~ suwestvuet takoæ vektor w^∗ ≠ 0, qto imeet mesto ravenstvo M^− w^∗ = 0. I pust~ v – proizvol~nyæ strogo otricatel~nyæ vektor iz podprostranstva V (Γ) (po uslovi¸ A2 takoæ vektor suwestvuet).

Togda iz ravenstva (33) imeem M^+ v^+_M +M^− v^−_M = 0. No tak kak M^− w^∗ = 0, to dlØ l¸bogo qisla α budet vypolnØt~sØ ravenstvo M^+ v^+_M +M^−(v^−_M +α w^∗) = 0, a poskol~ku vektor w^∗ nenulevoæ, to naædetsØ takoe α^∗, qto fflement v^−_M +α^∗ w^∗ ne budet strogo otricatel~nym.

Opredelim vektor u iz R^d, polagaØ u^+_M = v^+_M , u^−_M = v^−_M +α^∗ w^∗. Togda budet imet~ mesto ravenstvo M^+ u^+_M +M^− u^−_M = 0, otkuda sleduet, qto vektor u prinadleßit mnoßestvu inw(C, Γ).

I tak kak po sledstvi¸ k lemme 3.4 mnoßestva I^+ i In_C (Γ) sovpada¸t, to dlØ l¸bogo i iz In_C (Γ) budet vypolnØt~sØ neravenstvo u_i = v_i < 0. S drugoæ storony, poskol~ku vektor u^− ne ØvlØetsØ strogo otricatel~nym, to i vektor u ne ØvlØetsØ strogo otricatel~nym, qto protivoreqit uslovi¸ V2.

Tak, predpoloßiv lineænu¸ zavisimost~ stolbcov matricy M^−, my prixli k protivoreqi¸.

Dokaßem teper~, qto iz vypolneniØ usloviæ A2 i V2 sleduet, qto mnoßestvo V (M^−) ∩ K_M + soderßitsØ vo vnutrenneæ qasti konusa Q^−_M .

Esli mnoßestvo V (M^−) ∩ K_M + pusto, to ono, oqevidno, soderßitsØ vo vnutrenneæ qasti konusa Q^−_M . Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda ffto mnoßestvo nepusto. Pust~ u – proizvol~nyæ fflement iz V (M^−) ∩ K_M + .

I pust~ z < 0 – proizvol~nyæ strogo otricatel~nyæ fflement iz R^{|I+M |}.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 45 Togda u vektora M^+ z vse koordinaty budut nepoloßitel~ny, priqem koordinaty, sootvetstvu¸wie nenulevym stroqkam matricy M^+, budut strogo otricatel~ny. I poskol~ku u prinadleßit K_M + , to suwestvuet takoe α > 0, qto budet vypolnØt~sØ neravenstvo α · M^+ z ≥ u.

A tak kak u prinadleßit V (M^−), to suwestvuet takoæ vektor w iz R^{|I−M |}, qto u = M^− w.

Opredelim fflement v iz R^d, polagaØ v^+_M = α z i v^−_M = − w. Togda iz sootnoxeniØ

M v = M^+ v^+_M +M^− v^−_M = α · M^+ z − u ≥ 0

poluqaem, qto fflement v prinadleßit inw(C, Γ), a tak kak v^+_M < 0, a po sledstvi¸ k lemme 3.4 mnoßestva I^+ i In_C (Γ) sovpada¸t, to dlØ l¸bogo i iz In_C (Γ) budet vypolnØt~sØ neravenstvo v_i < 0.

Togda iz usloviØ V2 poluqaem, qto v < 0, to est~ vektor w = − v^−_M budet strogo poloßitel~nym. Ots¸da po lemme 3.2 fflement u = M^− w prinadleßit vnutrenneæ qasti konusa Q^−_M . V silu proizvol~nosti fflementa u iz V (M^−) ∩ K_M + ots¸da sleduet, qto mnoßestvo V (M^−)∩K_M + soderßitsØ vo vnutrenneæ qasti konusa Q^−_M .

Takim obrazom, my dokazali, qto iz sovmestnogo vypolneniØ usloviæ A2 i V2 sleduet vypolnenie usloviØ V3. Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Po opredeleni¸, dlØ togo qtoby

gran~ Γ byla pravil~no rasseka¸weæ gran~¸ konusa C, neobhodimo i dostatoqno sovmestnogo vypolneniØ usloviØ A1, sformulirovannogo v teoreme 3.1, i usloviØ V1^′, sformulirovannogo v lemme 3.6.

Po dokazannomu v lemmah 3.5–3.7, usloviØ A1, A2 i A3 poparno ffkvivalentny, i pri vypolnenii l¸bogo iz nih usloviØ V1, V1^′, V2 i V3 takße poparno ffkvivalentny.

Ots¸da poluqaem, qto dlØ togo qtoby gran~ Γ byla gran~¸, pravil~no rasseka¸weæ bloki, dostatoqno, qtoby odnovremenno vypolnØlos~ hotØ by odno iz usloviæ A1, A2, A3 i hotØ by odno iz usloviæ V1, V2, V3; i vse ffti xest~ usloviæ ØvlØ¸tsØ takße neobhodimymi.

Dokaßem teper~, qto esli gran~ Γ pravil~no rasseka¸waØ, to In_C (Γ) ≥ dim Γ.

46 L. B. BE`NENSON

Tak kak M = (N |Γ)^T , to iz lemmy 3.1 poluqaem, qto V (Γ) = {x ∈ R^d : M x = 0}, a znaqit, imeet mesto ravenstvo dim Γ = dim V (Γ) = d − rank M , gde rank M – rang matricy M .

A poskol~ku gran~ Γ – pravil~no rasseka¸waØ, to vypolnØetsØ uslovie V3, i znaqit, vse stolbcy matricy M^− lineæno nezavisimy. I tak kak koliqestvo stolbcov podmatricy M^− matricy M sovpadaet s |I^−_M |, to |I^−_M | ≤ rank M .

Togda iz ravenstva |I^+_M | + |I^−_M | = d imeem |I^+_M | = d − |I^−_M | ≥ d − rank M = dim Γ.

No po sledstvi¸ k lemme 3.4 In_C (Γ) = I^+_M . Ots¸da i poluqaem neravenstvo | In_C (Γ)| ≥ dim Γ. Teorema 3.1 dokazana.

Primer 3.1. Prodemonstriruem primenenie teoremy 3.1 dlØ vy-

ØsneniØ usloviæ, pri kotoryh granica poluprostranstva v R^d ØvlØetsØ gran~¸, pravil~no rasseka¸weæ bloki.

Pust~ n – nenulevoæ vektor iz R^d, P_n = Cone^⊥(n) – poluprostranstvo s vnutrenneæ normal~¸ n. Poluprostranstvo P_n ØvlØetsØ qastnym sluqaem mnogogrannogo konusa. �tot konus imeet edinstvennu¸ gran~, sovpada¸wu¸ s ego graniceæ V_n = V^⊥(n), pri fftom oqevidno ime¸t mesto ravenstva V (V_n) = V_n i V^{int}_n = V_n.

Ispol~zuØ usloviØ A2 i V3 teoremy 3.1, moßno dokazat~ sledu¸wee predloßenie, pozvolØ¸wee opredelit~, pri kakih usloviØh (d − 1)-mernaØ gran~ V_n konusa P_n pravil~no rassekaet blo- ki. Predloßenie 3.1.1. DlØ togo qtoby gran~ Vn poluprostranstva

P_n pravil~no rassekala bloki, neobhodimo i dostatoqno, qtoby v toqnosti odna koordinata vektora n byla otricatel~na i kak minimum odna koordinata vektora n byla poloßitel~na.

Primer 3.2. Prodemonstriruem primenenie teoremy 3.1 dlØ na-

hoßdeniØ pravil~no rasseka¸wih graneæ trehmernogo konusa.

Pust~ u = (u_1, u_2, u_3), w = (w_1, w_2, w_3) i v = (v_1, v_2, v_3) – neotricatel~nye lineæno nezavisimye vektora iz R^3, takie, qto u_3 = w_3 = 0 (to est~ vektora u i w leßat v ploskosti V (e^1, e^2)), a v > 0.

Rassmotrim vypuklyæ konus C, poroßdennyæ fftimi vektorami: C = Cone(u, w, v).

Iz geometriqeskih soobraßeniæ vidno, qto konus C ØvlØetsØ trehgrannym konusom, raspoloßennym v neotricatel~nom oktante prostranstva R^3. V silu lineænoæ nezavisimosti vektorov

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 47 u, w i v konus C imeet tri odnomernyh grani-rebra, ravnyh Γ_u = Cone(u), Γ_w = Cone(w), Γ_v = Cone(v), i tri dvumernyh grani Γ_{uw} = Cone(u, w), Γ_{vu} = Cone(v, u), Γ_{vw} = Cone(v, w), priqem gran~ Γ_{vw} leßit v ploskosti V (e^1, e^2).

Ispol~zuØ usloviØ A2 i V3 teoremy 3.1, moßno dokazat~ sledu¸wee predloßenie, pozvolØ¸wee opredelit~, pri kakih usloviØh odnomernaØ gran~ Γ_v pravil~no rassekaet bloki.

Predloßenie 3.1.2. Gran~ Γv ØvlØetsØ gran~¸, pravil~no rasse-

ka¸weæ bloki, v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda hotØ by odin iz vektorov u i w sonapravlen kakomu-nibud~ iz bazisnyh vektorov e^1 ili e^2, a proekciØ vektora v na ploskost~ V (e^1, e^2) leßit v konuse Cone(u, w).

4. Vyqislenie raspredeleniæ veroØtnosti na granØh konusa MΛ

Pust~ (Λ, ≤) – nekotoroe qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, R^Λ – evklidovo prostranstvo vseh deæstvitel~nyh funkciæ na Λ, M_Λ – mnoßestvo vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ na Λ:

M_Λ = {y ∈ R^Λ : ∀a, b ∈ Λ esli a < b, to y(a) ≥ y(b)}. (34)

Perenumeruem fflementy mnoßestva Λ, poloßiv Λ = {a_1, . . . , a_d}.

DlØ udobstva budem otoßdestvlØt~ fflement a_i iz Λ s ego indesom i iz mnoßestva {1, . . . , d}, tem samym my otoßdestvim mnoßestvo Λ s mnoßestvom indeksov {1, . . . , d}.

Analogiqno, postaviv v sootvetstvie funkcii y iz R^Λ vektor ( y(a_1), . . . , y(a_d) ) iz R^d, otoßdestvim evklidovy prostranstva R^Λ i R^d.

Pust~ E_Λ – mnoßestvo vseh par indeksov (i, j) iz {1, . . . , d}^2, udovletvorØ¸wih uslovi¸ a_i < a_j.

I pust~ E_Λ = (e^i − e^j, (i, j) ∈ E_Λ) – matrica iz R^{d×|EΛ|}, sostavlennaØ iz vektorov-stolbcov e^i − e^j , (i, j) ∈ E_Λ, pri fftom porØdok stobcov budem sqitat~ proizvol~nym. Togda sootnoxenie (34) moßno perepisat~ v sledu¸wem vide:

M_Λ = {y ∈ R^d : ∀(i, j) ∈ E_Λ y_i ≥ y_j } =

= {y ∈ R^d : ∀(i, j) ∈ E_Λ (e^i − e^j, y) ≥ 0} = Cone^⊥(E_Λ).

48 L. B. BE`NENSON Ots¸da poluqaem, qto mnoßestvo M_Λ ØvlØetsØ mnogogrannym konusom, mnoßestvo opredelØ¸wih vektorov kotorogo est~ mnoßestvo stolbcov matricy E_Λ.

Opredelim dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ otnoxenie ffkvivalentnosti k_Γ na mnoßestve Λ, polagaØ fflementy a i b ffkvivalentnymi v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda dlØ vseh x iz V (Γ) imeet mesto ravenstvo x(a) = x(b). (Poskol~ku ffto otnoxenie udovletvorØet svoæstvam refleksivnosti, simmetriqnosti i tranzitivnosti, ono deæstvitel~no ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti.)

Opredelim dlØ l¸bogo podmnoßestva A mnoßestva Λ ∂^{|A|} ∂ e^A df = ∏ {i:a_i∈A} ∂ ∂ e^i , ∂^{|A|} ∂^+ e^A df = ∏ {i:a_i∈A} ∂ ∂^+ e^i . DlØ l¸bogo podmnoßestva A nekotorogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva S pod oboznaqeniem infA budem ponimat~ mnoßestvo minimal~nyh fflementov mnoßestva A: inf A = {a ∈ A : ̸∃a^′ ∈ A, a^′ < a}. Opredelenie 4.1. Oboznaqim qerez KΛ mnoßestvo vseh graneæ Γ

konusa M_Λ, u kotoryh dlØ l¸bogo klassa ffkvivalentnosti a otnoxeniØ k_Γ mownost~ mnoßestva inf a ravna edinice.

Opredelim dlØ l¸bogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti k na Λ mnoßestvo Inf(k) minimal~nyh fflementov klassov ffkvivalentnosti otnoxeniØ k, polagaØ

Inf(k) = ⋃ a∈Λ/k inf a. I opredelim dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ deæstvitel~noe qislo q_Λ(Γ), polagaØ

q_Λ(Γ) = ∏ a∈Λ/k_Γ 1 √ |a| . Togda ime¸t mesto sledu¸wie teoremy.

Teorema 4.1. Vse grani mnogogrannogo konusa MΛ ØvlØ¸tsØ pra-

vil~no rasseka¸wimi.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 49

Teorema 4.2. Pust~ Λ – proizvol~noe koneqnoe qastiqno uporØ-

doqennoe mnoßestvo, μ – mera na evklidovom prostranstve R^Λ, sosredotoqennaØ na M_Λ, g_μ – invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ mery μ.

I pust~ U – otkrytoe podmnoßestvo mnoßestva R^Λ, takoe, qto na mnoßestve U ∩ M_Λ funkciØ g_μ nepreryvna, a vo vseh vnutrennih toqkah mnoßestva U ∩M_Λ suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ^{∂|Λ|gμ}_{∂ eΛ} (x), kotoraØ nepreryvno prodolßaetsØ vplot~ do granic mnoßestva U ∩ M_Λ.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ ograniqenie μ | |_{U∩Γint} mery μ na mnoßestvo U ∩ Γ^{int} absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)} na lineænom podprostranstve V (Γ), priqem ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ:

1) esli Γ ne prinadleßit K_Λ, to μ | |_{U∩Γint} = 0;

2) esli Γ prinadleßit K_Λ, to na mnoßestve U ∩Γ^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂| Inf(kΓ)|Gμ,Λ}

∂^+ e^{Inf(k}Γ^) i dlØ l¸bogo x iz U ∩ Γ

int imeet mesto sootnoxenie dμ | |_{U∩Γint} dλ_{V (Γ)} (x) = (−1)^{|Λ/kΓ|} q_Λ(Γ)

∂^{| Inf(kΓ)|}g_μ ∂^+ e^{Inf(kΓ)}

(x). (35)

Sledstvie 4.2.1. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 4.2.

Togda mera μ na mnoßestve U predstavima v vide μ | |_U = ∑ Γ∈K_Λ μ | |_{U∩Γint} . (36)

Sleduet zametit~, qto teorema 4.1 daet bol~xoe qislo prostyh primerov mnogogrannyh konusov, u kotoryh vse grani pravil~no rasseka¸t bloki.

Primer 4.1. ZadavaØ porØdok na mnoßestve Λtuft = {a1, . . . , ad}

neravenstvami a_1 ≤ a_i, i = 2, . . . , d, i polagaØ vse fflementy a_2, . . . , a_d poparno nesravnimymi, poluqaem, qto u konusa M_{Λtuft} , opredelØemogo neravenstvami M_{Λtuft} = {x ∈ R^d : x_1 ≥ x_j, j = 2, . . . , d}, vse grani budut pravil~no rassekat~ bloki.

50 L. B. BE`NENSON

Primer 4.2. ZadavaØ porØdok na mnoßestve Λchain = {a1, . . . , ad}

neravenstvami a_i ≤ a_{i+1}, i = 2, . . . , d, to est~ vzØv v kaqestve qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva cep~, poluqaem, qto u mnogogrannogo konusa M_{Λchain} = {x ∈ R^d : x_i ≥ x_{i+1}, i = 2, . . . , d} takße vse grani budut pravil~no rassekat~ bloki.

Dokazatel~stvo teorem 4.1 i 4.2.

DlØ l¸bogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti k na Λ opredelim E_Λ(k) kak mnoßestvo vseh par (i, j) iz E_Λ, takih, qto a_i^k∼ a_j . Poloßim E^⊥_Λ (k) = E_Λ\E_Λ(k).

I pust~ E_Λ(k) – podmatrica matricy E_Λ, sostoØwaØ iz stolbcov (e^i − e^j , (i, j) ∈ E_Λ(k)); analogiqno, E^⊥_Λ (k) – podmatrica matricy E_Λ, sostoØwaØ iz stolbcov (e^i − e^j , (i, j) ∈ E^⊥_Λ (k)).

Takße opredelim podprostranstvo V^⊥(k) prostranstva R^Λ, polagaØ

V^⊥(k) = {x ∈ R^Λ : x(a_i) = x(a_j ) ∀(i, j) ∈ E_Λ(k)}.

Iz fftogo opredeleniØ vytekaet ravenstvo V^⊥(k) = V^⊥(E_Λ(k)).

Opredelenie 4.2. Opredelim dlØ l¸bogo otnoxeniØ ffkvivalent-

nosti k na Λ podmnoßestvo Φ(k), polagaØ

Φ(k) = M_Λ ∩ V^⊥(k) = M_Λ ∩ V^⊥(E_Λ(k)).

Oboznaqim qerez Φ^{int}(k) mnoßestvo vseh fflementov x iz Φ(k), udovletvorØ¸wih sledu¸wemu uslovi¸: dlØ l¸byh fflementov a i b iz Λ, ne ffkvivalentnyh po otnoxeni¸ k, neravenstvo a < b vleqet neravenstvo x(a) > x(b).

V lemme 4.1 dokazano, qto dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ imeet mesto ravenstvo Γ = Φ(k_Γ).

Lemma 4.1. Pust~ Λ – proizvol~noe koneqnoe qastiqno uporØdo-

qennoe mnoßestvo.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva:

(E_Λ|Γ) = E_Λ(k_Γ), V (Γ) = V^⊥(k_Γ),

Γ = M_Λ ∩ V^⊥(k_Γ) = Φ(k_Γ), Γ^{int} = Φ^{int}(k_Γ).

Dokazatel~stvo. Tak kak MΛ = Cone^⊥(EΛ), to po opredeleni¸

E_Λ matrica (E_Λ|Γ) sostoit iz vseh raznosteæ e^i − e^j, takih, qto

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 51 (i, j) prinadleßit E_Λ i dlØ l¸bogo x iz Γ imeet mesto ravenstvo (e^i − e^j, x) = 0. Togda iz opredeleniØ otnoxeniØ k_Γ i mnoßestva E_Λ(k_Γ) poluqaem

(E_Λ|Γ) = { e^i − e^j : (i, j) ∈ E_Λ(k_Γ) } = E_Λ(k_Γ).

A poskol~ku V^⊥(k) = V^⊥(E_Λ(k)), to iz lemmy 3.1 vytekaet, qto V (Γ) = V^⊥(k_Γ).

Ravenstvo Γ = Φ(k_Γ) v svo¸ oqered~ sleduet iz opredeleniØ Φ(k_Γ) i lemmy 3.1.

I tak kak (E_Λ|Γ) = E_Λ(k_Γ), to po lemme 3.3 imeet mesto sledu- ¸wee sootnoxenie:

Γ^{int} = V^⊥(E_Λ|Γ) ∩ { x ∈ R^Λ : (e^i − e^j , x) > 0, (i, j) ∈ E_Λ\E_Λ(k_Γ) } = = V^⊥(k_Γ) ∩ { x ∈ R^Λ : (e^a − e^b, x) > 0, (a, b) ∈ E^⊥_Λ (k_Γ) } . Togda iz opredeleniæ V^⊥(k_Γ) i E^⊥_Λ (k_Γ) poluqaem, qto dlØ l¸boæ funkcii x iz Γ^{int} i dlØ l¸byh fflementov a < b iz Λ, esli a i b ffkvivalentny po otnoxeni¸ k_Γ, to x(a) = x(b); v protivnom sluqae x(a) > x(b).

Ots¸da poluqaem, qto Γ^{int} = Φ^{int}(k_Γ). Lemma dokazana.

Lemma 4.2. Pust~ Λ – proizvol~noe koneqnoe qastiqno uporØdo-

qennoe mnoßestvo.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ imeet mesto ravenstvo In_{MΛ} Γ = Inf(k_Γ).

Dokazatel~stvo. Pust~ Γ – nekotoraØ gran~ konusa MΛ.

Po opredeleni¸, In_{MΛ} Γ est~ mnoßestvo vseh teh c iz Λ, qto e^c prinadleßit inw_Λ(Γ).

Pust~ c – proizvol~nyæ fflement iz Λ.

Iz lemm 3.3 i 4.1 vytekaet, qto inw_Λ(Γ) = Cone^⊥(E_Λ|Γ) = Cone^⊥ ( E_Λ(k_Γ) ) ; znaqit, fflement c prinadleßit In_{MΛ} Γ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda skalØrnoe proizvedenie vektora e^c na vse vektora iz E_Λ(k_Γ) neotricatel~no.

Po opredeleni¸, E_Λ(k_Γ) sostoit iz vseh vektorov vida e^a − e^b, gde a < b – ffkvivalentnye po otnoxeni¸ k_Γ fflementy iz mnoßestva Λ. Ots¸da poluqaem, qto c prinadleßit In_{MΛ} Γ togda i tol~ko togda, kogda ne suwestvuet fflementa a iz Λ, kotoryæ byl by odnovremenno men~xe c i ffkvivalenten emu po otnoxeni¸ k_Γ.

52 L. B. BE`NENSON

Pust~ c – klass ffkvivalentnosti otnoxeniØ k_Γ, sostoØwiæ iz vseh fflementov, ffkvivalentnyh c. Togda c budet prinadleßat~ In_{MΛ} Γ, esli i tol~ko esli c prinadleßit mnoßestvu inf c.

A tak kak Inf(k_Γ) = ⋃ a∈Λ/k_Γ inf a, to, znaqit, c prinadleßit inf c

togda i tol~ko togda, kogda c prinadleßit Inf(k_Γ). Lemma dokazana.

Sledstvie 4.2.1. Pust~ Λ – proizvol~noe koneqnoe qastiqno upo-

rØdoqennoe mnoßestvo, Γ – gran~ konusa M_Λ. Togda ravenstvo dim V (Γ) = | In_{MΛ} Γ| imeet mesto v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda Γ prinadleßit K_Λ.

Dokazatel~stvo. Po lemme 4.2 imeet mesto ravenstvo

In(Γ) = Inf(k_Γ) = ⋃ a∈Λ/k_Γ inf a, a znaqit, | In(Γ)| = ∑ a∈Λ/k_Γ | inf a| ≥ |Λ/k_Γ|, priqem ravenstvo vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda kaßdyæ klass ffkvivalentnosti iz Λ/k_Γ soderßit rovno odin minimal~nyæ fflement, to est~ kogda Γ prinadleßit K_Λ.

S drugoæ storony, po lemme 4.1 V (Γ) = V^⊥(k_Γ), a znaqit, dim V (Γ) = dim V^⊥(k_Γ) = |Λ/k_Γ|.

Ots¸da poluqaem, qto ravenstvo dim V (Γ) = | In_{MΛ} Γ| vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda Γ prinadleßit K_Λ. Sledstvie dokazano.

Lemma 4.3. Pust~ Λ – proizvol~noe koneqnoe qastiqno uporØ-

doqennoe mnoßestvo, Γ – gran~ konusa M_Λ iz mnoßestva K_Λ i L_Γ = V ( {e^a, a ∈ In_{MΛ} Γ} ) . Togda imeet mesto ravenstvo

q_Λ(Γ) = q ( V (Γ), L_Γ ) . (37)

Zameqanie. Po sledstvi¸ k lemme 4.2, esli Γ prinadleßit KΛ,

to dim V (Γ) = | In_{MΛ} Γ| = dim L_Γ, a znaqit, vyraßenie v pravoæ qasti ravenstva (37) imeet smysl.

Dokazatel~stvo. Po opredeleni¸, mnoßestvo vektorov E =

{e^a, a ∈ In_{MΛ} Γ} est~ ortonormirovannyæ bazis lineænogo podprostranstva L_Γ.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 53

Togda otobraßenie proekcii pr_{LΓ} | |_{V (Γ)} moßet byt~ opredeleno

sledu¸wim obrazom: dlØ l¸bogo x iz V (Γ)

pr_{LΓ} | |_{V (Γ)} x = ∑ a∈In_{MΛ} Γ

(x, e^a) e^a .

DlØ l¸bogo klassa ffkvivalentnosti a otnoxeniØ k_Γ opredelim vektor ε_a iz R^Λ, polagaØ

ε_a = 1 √ |a| ∑ a∈a e^a .

Tak kak klassy ffkvivalentnosti ne pereseka¸tsØ, sistema vektorov B = {ε_a, a ∈ Λ/k_Γ} ØvlØetsØ ortonormirovannoæ. A tak kak dlØ l¸bogo a iz Λ/k_Γ i l¸byh fflementov b i c iz Λ, ffkvivalentnyh po otnoxeni¸ k_Γ, imeet mesto ravenstvo ε_a(b) = ε_a(c), to sistema vektorov B soderßitsØ v lineænom podprostranstve V^⊥(k_Γ).

Togda, poskol~ku po lemme 4.1 V (Γ) = V^⊥(k_Γ), iz ravenstva dim V^⊥(k_Γ) = |Λ/k_Γ| vytekaet, qto mownost~ mnoßestva vektorov B sovpadaet s razmernost~¸ prostranstva V (Γ), a znaqit, B ØvlØetsØ ortonormirovannym bazisom podprostranstva V (Γ).

Opredelim dlØ l¸bogo fflementa a iz In_{MΛ} Γ i l¸bogo klassa ffkvivalentnosti b iz Λ/k_Γ deæstvitel~noe qislo j_{ab} = (e^a, ε_b). Pust~ J = ( j_{ab} ) – matrica so strokami, indeksirovannymi fflementami mnoßestva In(Γ), i stolbcami, indeksirovannymi klassami ffkvivalentnosti iz Λ/k_Γ.

Togda, tak kak B est~ ortonormirovannyæ bazis prostranstva V (Γ), dlØ l¸bogo x iz V (Γ) i l¸bogo a iz In_{MΛ} Γ, esli x razlagaetsØ po bazisu B kak x = ∑ a∈ Λ/k_Γ y_a ε_b, to imeet mesto ravenstvo ( pr_{LΓ} | |_{V (Γ)} x, e^a ) = ∑ b∈Λ/k_Γ y_b (e^a, ε_b) = ∑ b∈Λ/k_Γ y_b j_{ab} . (38)

Vvidu togo qto E est~ ortonormirovannyæ bazis prostranstva L_Γ, iz sootnoxeniØ (38) sleduet, qto J est~ matrica ˚kobi lineænogo otobraßeniØ pr_{LΓ} | |_{V (Γ)}, a znaqit, q ( V (Γ), L_Γ ) = | |det J | |. No poskol~ku l¸boæ fflement a prinadleßit rovno odnomu klassu ffkvivalentnosti a iz Λ/k_Γ, to dlØ l¸bogo vektora e^a iz

54 L. B. BE`NENSON E suwestvuet edinstvennyæ vektor ε_a iz B, takoæ, qto skalØrnoe proizvedenie (e^a, ε_a) ne ravno nul¸; pri fftom imeet mesto ravenstvo (e^a, ε_a) =^1√_{|a|} .

S drugoæ storony, tak kak po lemme 4.2 In_{MΛ} Γ = Inf(k_Γ) = ⋃ a∈Λ/k_Γ inf a, a gran~ Γ prinadleßit K_Λ, to dlØ l¸bogo klassa

ffkvivalentnosti a iz Λ/k_Γ suwestvuet edinstvennyæ fflement a iz In_{MΛ} Γ, prinadleßawiæ a, a znaqit, dlØ l¸bogo vektora ε_a iz B suwestvuet edinstvennyæ vektor e^a iz E, takoæ, qto (e^a, ε_a) ≠ 0.

Ots¸da poluqaem, qto v matrice J v kaßdoæ stroqke i kaßdom stolbce est~ rovno odin nenulevoæ fflement i determinant det J s toqnost~¸ do znaka sovpadaet s proizvedeniem ∏ a∈Λ/k_Γ 1√_{|a|} = q_Λ(Γ). Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 4.1. Po teoreme 3.1 gran~ Γ konusa

M_Λ pravil~no rassekaet bloki v tom sluqae, kogda odnovremenno ime¸t mesto sledu¸wie usloviØ:

A2) podprostranstvo V (Γ) soderßit hotØ by odnu poloßitel~nu¸ toqku;

V2) dlØ l¸bogo vektora v iz inw_Λ(Γ) iz vypolneniØ neravenstva v(a) < 0 dlØ vseh fflementov a iz In_{MΛ} Γ sleduet neravenstvo v < 0.

Pust~ Γ – proizvol~naØ gran~ konusa M_Λ.

Pust~ z – funkciØ iz R^Λ, prinima¸waØ na vseh fflementah mnoßestva Λ znaqenie 1. Poskol~ku V (Γ) = V^⊥(k_Γ), to z budet prinadleßat~ V (Γ), a znaqit, uslovie A2 vypolnØetsØ dlØ proizvol~noæ grani Γ konusa M_Λ.

Dokaßem, qto uslovie V2 takße vypolnØetsØ dlØ grani Γ. Pust~ v – proizvol~nyæ vektor iz inw_Λ(Γ), takoæ, qto dlØ l¸bogo fflementa a iz mnoßestva In_{MΛ} Γ imeet mesto neravenstvo v(a) < 0.

Poskol~ku v prinadleßit inw_Λ(Γ), to po lemme 3.3 v prinadleßit konusu Cone^⊥(E_Λ|Γ), kotoryæ po lemme 4.1 sovpadaet s konusom Cone^⊥ ( E_Λ(k_Γ) ) . Togda iz opredeleniØ mnoßestva E_Λ(k_Γ) poluqaem, qto dlØ l¸byh fflementov b i c, ffkvivalentnyh po otnoxeni¸ k_Γ, esli b < c, to imeet mesto neravenstvo (e^b − e^c, v) ≥ 0, to est~ v(b) ≥ v(c).

Pust~ a – nekotoryæ fflement iz Λ. Oboznaqim qerez a klass ffkvivalentnosti otnoxeniØ k_Γ, sostoØwiæ iz vseh fflementov,

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 55 ffkvivalentnyh a. Togda suwestvuet takoæ fflement a^∗ iz inf a, qto imeet mesto neravenstvo a^∗ ≤ a. A znaqit, budet vypolnØt~- sØ neravenstvo v(a^∗) ≥ v(a). No fflement a^∗ prinadleßit mnoßestvu Inf(k_Γ), kotoroe po lemme 4.2 sovpadaet s In_{MΛ} Γ, otkuda poluqaem, qto v(a) ≤ v(a^∗) < 0.

Znaqit, dlØ proizvol~nogo fflementa a iz Λ budet vypolnØt~sØ neravenstvo v(a) < 0.

Takim obrazom my dokazali, qto uslovie V2 takße vypolnØetsØ dlØ grani Γ, a znaqit, gran~ Γ pravil~no rassekaet bloki. Teorema 4.1 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 4.2. Po teoreme 4.1 vse grani konusa

M_Λ pravil~no rasseka¸t bloki. Ots¸da po teoreme 3.1 dlØ vseh graneæ konusa M_Λ imeet mesto neravenstvo | In_{MΛ} Γ| ≥ dim V (Γ).

Krome togo, po sledstvi¸ k lemme 4.2 ravenstvo dim V (Γ) = | In_{MΛ} Γ| vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda Γ prinadleßit K_Λ.

Togda, poskol~ku mera μ_Λ udovletvorØet usloviØm teoremy 2.1, ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ ograniqenie μ_Λ | |_{U∩Γint} mery μΛ na mnoßestvo U ∩ Γ^{int} ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnym na U ∩ Γ^{int} otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)} na evklidovom prostranstve V (Γ), priqem

– esli Γ ne prinadleßit K_Λ, to μ_Λ | |_{U∩Γint} = 0;

– esli ße Γ prinadleßit K_Λ, to dlØ plotnosti mery μ_Λ | |_{U∩Γint} otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)} v l¸boæ toqke x iz U ∩Γ^{int} imeet mesto ravenstvo dμ_Λ | |_{U∩Γint} dλ_{V (Γ)} = (−1)^{| InMΛ Γ|}q ( V (Γ), L_Γ )∂| In_{MΛ} Γ|g_μ ∂^+ e^{InMΛ Γ}

, (39)

gde L_Γ = V ( {e^a, a ∈ In_{MΛ} Γ} ) . A tak kak po lemme 4.3 dlØ l¸boæ grani Γ iz K_Λ imeet mesto ravenstvo q_Λ(Γ) = q ( V (Γ), L_Γ ) , to pravye qasti ravenstv (39) i (35) sovpada¸t. Teorema 4.2 dokazana.

Literatura 1. M. A. Antonec, I. A. Xerexevskiæ, Bezgraniqno delimye raspredeleniØ

veroØtnosteæ na rexetkah. — Algebra i analiz 5, vyp. 6 (1993), 39–68.

56 L. B. BE`NENSON 2. G. Birkgof, TeoriØ rexetok. Nauka, M., 1984.

3. A. Brensted, Vvedenie v teori¸ vypuklyh mnogogrannikov. Mir, M., 1988.

4. V. A. Emeliqev, M. M. Kovalev, M. K. Kravcov, Mnogogranniki, grafy,

optimizaciØ. Nauka, M., 1981.

5. A. Shreæver, TeoriØ lineænogo programmirovaniØ i celoqislennogo li-

neænogo programmirovaniØ. Mir, M., 1991.

6. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. Nauka, M., 1987. Beinenson L. B. Monotone nonincreasing random fields on posets. II.

Probability distributions on polyhedral cones.

In this part of the paper we investigate the structure of an arbitrary measure μ concentrated on a polyhedral cone C in R^d in the case when the decumulative distribution function g_μ of the measure μ satisfies certain continuity conditions.

If a face Γ of the cone C satisfies appropriate conditions, the restriction μ|_Γint of the measure μ to the inner part of Γ is proved to be absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure λ_Γ on the face Γ. Besides, the density of the measure μ|_Γint is expressed as a derivative of the function g_μ multipied by a constant. This result was used in the first part of the paper to find the finite-dimensional distributions of a monotone random field on a poset.

Postupilo 12 ØnvarØ 2004 g.

Nißegorodskoe agentstvo naukoemkih tehnologiæ

E-mail: Leonid BLB@nant.appl.sci-nnov.ru