Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

A. V. ˚kovlev

O p–RASXIRENI˚H POLE`

HARAKTERISTIKI p

1. KategoriØ Mk,G. Pust~ k – pole harakteristiki p ≠ 0, G –

koneqnaØ gruppa, k[G] – gruppovaØ algebra G nad k. Dalee, pust~

Λ_{k,G} – kol~co, poroßdennoe k[G] i fflementom F , udovletvorØ¸-

wim sledu¸wim opredelØ¸wim sootnoxeniØm: aF = F a^p, gF = F g dlØ vseh a ∈ K, g ∈ G. Oboznaqim qerez M_{k,G} kategori¸ pravyh Λ_{k,G}-moduleæ, koneqno poroßdennyh kak k[G]-moduli. Inymi slovami, l¸boæ ob¨ekt M kategorii M_{k,G} – koneqno poroßdennyæ pravyæ k[G]-modul~, rassmatrivaemyæ vmeste s ffndomorfizmom x x^F additivnoæ gruppy modulØ M , takim qto

(xa)^F = x^F a^p, (xg)^F = (x^F )g dlØ vseh a ∈ K, x ∈ M, g ∈ G.

Lemma 1. V kategorii Mk,G vypolnØetsØ teorema KrullØ–Xmi-

dta.

Deæstvitel~no, kaßdyæ ob¨ekt M fftoæ kategorii ØvlØetsØ artinovym i neterovym Λ_{k,G}-modulem, potomu qto M – koneqnomernoe vektornoe prostranstvo nad k, i, tem samym, M ØvlØetsØ artinovym i neterovym uße kak modul~ nad kol~com k ⊆ k[G] ⊂ Λ_{k,G}. Lemma 2. Pust~ G – p-gruppa, H – normal~naØ podgruppa G indek-

sa p. Predpoloßim, qto ob¨ekt M kategorii M_{k,G} udovletvorØet usloviØm:

(1) kak k[G]-modul~ M izomorfen k[G];

(2) Ødro otobraßeniØ F− id_M ØvlØetsØ gruppoæ porØdka p. Togda suwestvu¸t H-invariantnyæ, no ne G-invariantnyæ fflement t ∈ M , fflement u ∈ M i fflement a ∈ k, takie qto

Rabota podderßana RFFI, grant 01-01-00964. 274

O p–RASXIRENI˚H POLE` HARAKTERISTIKI p 275

u^F = u ≠ 0, ug = u dlØ vseh g ∈ G, t^F = t + au. Mnogoqlen z^p − z − a neprivodim nad k.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim Ødro gomomorfizma F− idM qerez

A. Po uslovi¸ (2), porØdok gruppy A raven p. Esli u ∈ A, g ∈ G, to (ug)^F − ug = (u^F − u)g = 0, t.e. ug ∈ A. Sledovatel~no, A – GinvariantnaØ podgruppa M ; poskol~ku porØdok A raven p, a G – p-gruppa, G trivial~no deæstvuet na A. Vyberem l¸boæ nenulevoæ fflement z ∈ A; poskol~ku M – svobodnyæ k[G]-modul~, a fflement u ØvlØetsØ G-invariantnym, suwestvuet takoæ fflement

x ∈ M , qto u = x( ∑ g∈G g). Pust~ g – kakoæ-to fflement iz G, ne soderßawiæsØ v H; togda u = x ∑ g∈G g = x( ∑ h∈H h)(1 + g + · · · + g^{p−1}) = x( ∑ h∈H h)(g − 1)^{p−1}. Pust~ t = x( ∑ h∈H h)(g − 1)^{p−2}; togda t(g − 1) = u. Poskol~ku,

oqevidno, (g − 1) ∑ h∈H h = ∑ h∈H h(g − 1), my poluqaem takße,

qto t = x(g − 1)^{p−2} ∑ h∈H h; sledovatel~no, th = t dlØ vseh h ∈ H.

Dalee,

(t^F − t)(g − 1) = (t(g − 1))^F − t(g − 1) = u^F − u = 0;

(t^F − t)(h − 1) = (t(h − 1))^F − t(h − 1) = 0 dlØ vseh h ∈ H,

otkuda sleduet, qto v = t^F − t – G-invariantnyæ fflement. No

k[G]-modul~ M izomorfen k[G]; pofftomu l¸bye dva nenulevyh G-

invariantnyh fflementa iz M razliqa¸tsØ tol~ko mnoßitelem iz k. V qastnosti, suwestvuet takoæ fflement a ∈ k, qto au = v = t^F − t. Esli by mnogoqlen z^p − z − a byl privodim nad k, to u nego byl by koren~ b ∈ k. No togda bylo by (t − bu)^F = t^F − b^pu^F = t +

au−(b+a)u = t−bu, t.e. fflement t−bu prinadleßal by A i potomu

byl by G-invariantnym. Vmeste s nim G-invariantnym byl by i fflement t = (t − bu) + bu. No tg = t + u ≠ t; ffto protivoreqie i dokazyvaet poslednee utverßdenie lemmy 2.

2. Zamena osnovnogo polØ. Pust~ l – rasxirenie polØ k, H

– podgruppa G. Esli M – ob¨ekt kategorii M_{k,G}, to poloßim

M^′ = M ⊗_kl i sledu¸wim obrazom rasprostranim na M^′ deæstvie

276 A. V. ˚KOVLEV avtomorfizmov iz gruppy H i ffndomorfizma F :

(m_1 ⊗_k b_1 + · · · + m_r ⊗_k b_r)h = m_1h ⊗_k b_1 + · · · + m_r h ⊗_k b_r,

(m_1 ⊗_k b_1 + · · · + m_r ⊗_k b_r)^F = m^F_1 ⊗_k b^p_1 + · · · + m^F_r ⊗_k b^p_r ,

(zdes~ r – proizvol~noe natural~noe qislo, h ∈ H, b_1, . . ., b_r ∈ l, m_1, . . . , m_r ∈ M ). Sootvetstvie M M^′ opredelØet funktor P^{k,G}_{l,H} : M_{k,G} → M_{l,H} . 3. Funktor F. Pust~ φ – izomorfizm polØ k harakteristiki

p na podpole polØ K, takoæ qto rasxirenie K/φ(k) – koneqnoe rasxirenie Galua s gruppoæ Galua G. Prevratim K v ob¨ekt kategorii M_{k,G}, vzØv v kaqestve F ffndomorfizm x → x^p additivnoæ gruppy polØ K i poloßiv x( ∑ g∈G a_gg) = ∑ g∈G φ(a_g )x^g (x ∈ K, a_g ∈ k). Budem oboznaqat~ fftot ob¨ekt qerez F^φ_k (K). Esli pole K samo ØvlØetsØ rasxireniem polØ k i φ – toßdestvennyæ izomorfizm, to my budem opuskat~ ego v zapisi i oboznaqat~ sootvetstvu¸- wiæ ob¨ekt kategorii M_{k,G} qerez F_k(K).

Lemma 3. Pust~ φ – izomorfizm polØ k harakteristiki p na pod-

pole polØ K, priqem K/φ(k) – rasxirenie Galua s gruppoæ Galua G. Togda ob¨ekt M = F^φ_k (K) kategorii M_{k,H} udovletvorØet usloviØm (1), (2) lemmy 2.

Dokazatel~stvo. Pervoe svoæstvo ffkvivalentno suwestvovani¸

normal~nogo bazisa rasxireniØ Galua K/φ(k), a ffto horoxo izvestno. Vtoroe svoæstvo oqevidno: esli a ∈ Ker(F− id_M ), to

x^p − x = x^F − x = 0, t.e. x prinadleßit prostomu podpol¸ F_p

polØ K.

Lemma 4. Pust~ φ – izomorfizm polØ k harakteristiki p na pod-

pole polØ K, takoæ qto K/φ(k) – koneqnoe rasxirenie Galua. Dalee, pust~ G – gruppa Galua rasxireniØ K/φ(k), H – normal~naØ podgruppa G i l – rasxirenie k, dlØ kotorogo suwestvuet izomorfizm l na podpole K^H H-invariantnyh fflementov polØ K, prodolßa¸wiæ vloßenie φ : k → K. Togda ob¨ekt P^{k,G}_{l,H} (F^φ_k (K)) izomorfen prØmoæ summe ⨁ ψ F^ψ_l (K), gde ψ probegaet mnoßestvo

O p–RASXIRENI˚H POLE` HARAKTERISTIKI p 277

vseh izomorfizmov polØ l na pole K^H , prodolßa¸wih vloßenie φ. Dokazatel~stvo. Pust~ l = k(ζ), gde ζ – koren~ neprivodi-

mogo mnogoqlena f(z) = a_0 + a_1z + · · · + z^n s kofffficientami iz k. Oboznaqim qerez θ_1, . . . , θ_n ∈ K vse korni mnogoqlena

f^φ(z) = φ(a_0) + φ(a_1)z + · · · + z^n. Prevratim K v k-modul~, po-

loßiv xa = φ(a)x dlØ l¸byh x ∈ K, a ∈ k. Kak k[G]-modul~, ob¨ekt P^{k,G}_{l,H} (F^φ_k (K)) sovpadaet s algebroæ Γ = K ⊗_k l, a deæstvie ffndomorfizma F sovpadaet s vozvedeniem fflementov iz Γ v p-u¸ stepen~. �lementy e_i, opredelennye formuloæ

(1 � ζ � θ1 � 1) . . . (1 � ζ � θi�1 � 1)(1 � ζ � θi+1 � 1) . . . (1 � ζ � θn � 1) (1 � θi � θ1 � 1) . . . (1 � θi � θi�1 � 1)(1 � θi � θi+1 � 1) . . . (1 � θi � θn � 1)^,

ØvlØ¸tsØ poparno ortogonal~nymi idempotentami algebry Γ, i ih summa e_1 + · · · + e_n ØvlØetsØ ediniceæ Γ.

Algebra Γ raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu idealov K_i = Γe_i; otobraßenie α_i : K → K_i, zadannoe formuloæ α_i(x) = (x ⊗ 1)e_i, ØvlØetsØ izomorfizmom polØ K na K_i, i oqevidno, qto fftot izomorfizm sohranØet deæstvie avtomorfizmov iz H i ffndomorfizma F . Naprotiv, pri x ∈ K, a ∈ k my imeem: α_i(x)a = (x ⊗ 1)e_ia =

(x ⊗ a)e_i(xφ(a) ⊗ 1)e_i = α_i(xφ(a)). V qastnosti, pri x = 1 polu-

qaem: e_ia = (1 ⊗ 1)e_ia = α_i(φ(a)), t.e. φ(a) = α^{−1}_i (e_ia). Prodolßim otobraßenie φ do otobraßeniØ ψ_i : l → K, zadannogo toæ ße formuloæ: ψ_i(b) = α^{−1}_i (e_ib) dlØ vseh fflementov b ∈ l. Otobraßenie ψ_i predstavlØet soboæ izomorfizm polØ l na podpole polØ K, i Øsno, qto ψ_i(l) ⊆ K^H . No (ψ_i(l) : φ(k)) = (l : k) = (K^H : φ(k)); pofftomu ψ_i(l) = K^H .

Pokaßem teper~, qto α_i induciruet izomorfizm ob¨ekta

F^{ψi}_l (K) kategorii M_{l,H} na prØmoe slagaemoe K_i ob¨ekta P^{k,G}_{l,H} (F_k(K)) = K ⊗_k l = Γ. V samom dele, F^{ψi}_l (K) = K i deæstvie operatorov iz gruppovogo kol~ca l[G] opredelØetsØ formuloæ x( ∑ h∈H b_hh) = ∑ h∈H ψ_i(b_h)x^h (x ∈ K, b_h ∈ l).

278 A. V. ˚KOVLEV Pofftomu α_i(x( ∑ h∈H b_hh)) = α_i( ∑ h∈H ψ_i(b_h)x^h) = ∑ h∈H α_iψ_i(b_h)(α_i(x))^h = = ∑ h∈H e_ib_h(α_i(x))^h = ∑ h∈H b_h(α_i(x))^h = (α_i(x))( ∑ h∈H b_hh). Sootnoxenie ße α_i(x^p) = (α_i(x))^p oqevidno.

Izomorfizm ψ_i otobraßaet fflement ζ ∈ l v fflement θ_i ∈ K; sledovatel~no, ψ_1, . . . , ψ_n – ffto vse izomorfizmy polØ l = k(ζ) na pole K^H , prodolßa¸wie vloßenie φ. Lemma 4 polnost~¸ dokazana.

4. GlavnaØ teorema.

Teorema 1. Pust~ k – pole harakteristiki p i G – koneqnaØ p-

gruppa. Pust~ K, L – rasxireniØ Galua polØ k s gruppoæ Galua G. Esli ob¨ekty F_k(K), F_k(L) kategorii M_{k,G} izomorfny, to i polØ K, L izomorfny.

Dokazatel~stvo. Na samom dele my budem dokazyvat~ indukci-

eæ po porØdku |G| gruppy G nemnogo bolee sil~noe utverßdenie.

Teorema 1^′. Pust~ φ, ψ – izomorfizmy polØ k harakteristiki p

na podpolØ poleæ K, L. Predpoloßim, qto K/φ(k), L/ψ(k) – rasxireniØ Galua s gruppoæ Galua G. Esli ob¨ekty F^φ_k (K), F^ψ_k (L) kategorii M_{k,G} izomorfny, to suwestvuet takoæ izomorfizm poleæ μ : K → L, qto μφ = ψ.

Esli |G| = 1, to K = φ(k), L = ψ(k), i naxe utverßdenie bessoderßatel~no. Predpoloßim, qto teorema uße dokazana dlØ vseh poleæ k i vseh grupp men~xego porØdka. Vyberem v gruppe G normal~nu¸ podgruppu H indeksa p; pust~ K^H , L^H – polØ H-invariantnyh fflementov poleæ K i L.

Pust~ M – ob¨ekt kategorii M_{k,G}, izomorfnyæ F^φ_k (K) i

F^ψ_k (L). Lemma 3 pokazyvaet, qto ob¨ekt M udovletvorØet uslo-

viØm (1), (2) lemmy 2; pofftomu naædutsØ H-invariantnyæ, no ne G-invariantnyæ fflement t ∈ M , fflement u ∈ M i fflement a ∈ k, takie qto u^F = u ≠ 0, ug = u dlØ vseh g ∈ G,

t^F = t + au. Pust~ l – pole razloßeniØ neprivodimogo nad po-

lem k mnogoqlena z^p − z − a; horoxo izvestno, qto pole l moßno poluqit~ prisoedineniem k pol¸ k lix~ odnogo kornØ ffto-

O p–RASXIRENI˚H POLE` HARAKTERISTIKI p 279 go mnogoqlena ζ. Ob¨ekt F^φ_k (K) izomorfen M ; pofftomu suwestvu¸t G-invariantnyæ fflement u_0 ∈ K, H-invariantnyæ, no ne G-invariantnyæ fflement t_0 ∈ K i fflement a ∈ k, takie qto

u^p_0 = u^F_0 = u_0, t^p_0 = t^F_0 = t_0 + φ(a)u_0. �lement η = t_0/u_0 ∈ K

H-invarianten, no ne G-invarianten, i on udovletvorØet uravneni¸ η^p = (t_0/u_0)^p = t^p_0/u^p_0 = (t_0 + φ(a)u_0)/u_0 = η + φ(a). Pofftomu my moßem edinstvennym obrazom prodolßit~ φ do izomorfizma

φ_1 polØ l na pole K^H , takogo qto φ_1(ζ) = η. Analogiqno poka-

zyvaetsØ, qto suwestvuet izomorfizm l na L^H , prodolßa¸wiæ vloßenie ψ : k → L.

Poskol~ku ob¨ekt M izomorfen F^φ_k (K) i F^ψ_k (L), ob¨ekt P^{k,G}_{l,H} M izomorfen ob¨ektam P^{k,G}_{l,H} (F^φ_k (K)), P^{k,G}_{l,H} (F^ψ_k (L)); po lemme 4, ffti poslednie ob¨ekty izomorfny prØmym summam ⨁_p i=1 F^{φi}_l (K), ⨁_p j=1 F^{ψj}_l (L), gde φ_1, . . ., φ_p – vse izomorfizmy l na K^H , prodol-

ßa¸wie φ, a ψ_1, . . . , ψ_p – vse izomorfizmy l na L^H , prodolßa- ¸wie ψ. Poskol~ku teorema KrullØ–Xmidta spravedliva v kategorii M_{l,H} (lemma 1), my poluqaem, qto ffti dva razloßeniØ izomorfny; v qastnosti, suwestvu¸t takie izomorfizmy φ^′ = φ_i i ψ^′ = ψ_j polØ l na K^H i L^H , qto F^{φ0}_l (K) i F^{ψ0}_l (L) – izomorfnye ob¨ekty kategorii M_{l,H} . No |H| < |G|, i, po predpoloßeni¸ indukcii, suwestvuet izomorfizm μ : K → L, takoæ qto μφ^′ = ψ^′. Tak kak ograniqeniØ φ^′, ψ^′ na k ravny sootvetstvenno φ i ψ, iz predyduwego sootnoxeniØ sleduet, qto μφ = ψ. Teorema 1^′ polnost~¸ dokazana.

Yakovlev A. V. On p-extensions of fields of characteristic p. It is proved that a p-extension of a field of characteristic p is completely defined by its Galois group and the endomorphism of the additive group of the group algebra, which corresponds to the raising in the power p.

Postupilo 28 oktØbrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: yakovlev@yak.pdmi.ras.ru