Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

V. V. Nesterov

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP V GRUPPE XEVALLE TIPA G2

§1. Vvedenie

DannaØ rabota ØvlØetsØ faktiqeski zaverxeniem serii rabot, posvØwœnnyh opisani¸ par kornevyh unipotentnyh podgrupp v gruppah Xevalle. A imenno, v neæ dlØ gruppy Xevalle tipa G_2 pri harakteristike osnovnogo polØ otliqnoæ ot 2-h opisany podgruppy, poroßdœnnye parami korotkih kornevyh unipotentnyh podgrupp, i klassificirovany orbity gruppy Xevalle, deæstvu¸weæ odnovremennym soprØßeniem na takih parah.

Bol~xinstvo rezul~tatov raboty ostaœtsØ spravedlivym i pri harakteristike polØ, ravnoæ 2. Odnako v nekotoryh sluqa- Øh dlØ vyØsneniØ struktury podgruppy trebu¸tsØ bolee tonkie vyqisleniØ, kotorye budut provedeny v dal~neæxem.

Vpervye podobnoe opisanie dlØ par dlinnyh kornevyh podgrupp poØvilos~ v rabote [7]. Zatem ono bylo peredokazano v rabotah [9, 11]. �to opisanie igralo rexa¸wu¸ rol~ v izuqenii podgrupp, poroßdœnnyh dlinnymi kornevymi podgruppami i fflementami (sm., naprimer, [8, 11]).

Ispol~zuØ razloßenie Br¸a dlinnogo i korotkogo kornevogo fflementa, N. A. Vavilov peredokazal klassifikaci¸ dlØ par dlinnyh kornevyh podgrupp (sm. [1]) i poluqil opisanie par, sostoØwih iz dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppah Xevalle tipa B_ℓ, C_ℓ, F_4 (sm. [2]).

RazvivaØ ffti idei, avtor v rabote [5] klassificiroval pary korotkih kornevyh podgrupp v gruppah Xevalle tipa B_ℓ, C_ℓ, F_4. Dalee, v rabote [6] im bylo poluqeno opisanie par, sostoØwih iz dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle tipa G_2.

DlØ korotkih kornevyh podgrupp rezul~taty poluqalis~ gorazdo sloßnee. OsnovnaØ priqina fftogo sostoit v tom, qto korotkaØ kornevaØ podgruppa (v otliqie ot dlinnoæ) ne leßit v centre unipotentnogo radikala U borelevskoæ podgruppy, i po- 253

254 V. V. NESTEROV fftomu soprØßeniØ fflementami U privodØt k bolee sloßnym konfiguraciØm korneæ.

Tak, l¸baØ para dlinnyh kornevyh unipotentnyh podgrupp (X_1, X_2) soprØßena pare fflementarnyh dlinnyh kornevyh podgrupp vida (X_α, X_β). Orbity gruppy Xevalle G na takih parah, v suwnosti, opredelØ¸tsØ odnim uglom meßdu α i β, tak qto suwestvuet pØt~ vozmoßnyh konfiguraciæ, nekotorye iz kotoryh mogut dat~ dve ili tri orbity.

V sluqae dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp, voobwe govorØ, suwestvuet 6 vozmoßnyh konfiguraciæ dlØ grupp tipa B_ℓ, C_ℓ, F_4 i 5 konfiguraciæ dlØ gruppy tipa G_2. Orbity gruppy G na takih parah uße opredelØ¸tsØ libo odnim uglom meßdu dlinnym i korotkim kornem, libo dvumØ uglami meßdu dlinnym kornem i nekotoroæ paroæ korneæ, sostoØweæ libo iz dlinnyh korneæ, libo iz dlinnogo i korotkogo kornØ.

DlØ par korotkih kornevyh podgrupp poluqaetsØ: dlØ gruppy tipa B_ℓ −12 vozmoßnyh konfiguraciæ, dlØ gruppy tipa C_ℓ −16, dlØ sluqaØ F_4 − 21, i, kak dokazano v fftoæ rabote, dlØ gruppy tipa G_2 − 10. Priqœm nekotorye konfiguracii raspada¸tsØ v beskoneqnoe qislo orbit (dlØ beskoneqnogo polØ), parametrizovannyh nepreryvnym parametrom. Vzaimnoe raspoloßenie dvuh korotkih kornevyh podgrupp opredelØetsØ uße dvumØ, tremØ, qetyr~mØ i v dvuh sluqaØh pØt~¸ kornØmi.

V sluqae harakteristiki 2 dlØ grupp Xevalle tipa B_ℓ, C_ℓ, F_4 i harakteristiki 3 dlØ grupp Xevalle tipa G_2 pary dlinnyh i korotkih kornevyh podgrupp vedut sebØ odinakovym obrazom.

Dostatoqno gluboko oznakomit~sØ s rezul~tatami i problematikoæ po voprosam poroßdeniæ v gruppah Xevalle moßno po obzoram [3, 4, 12].

§2. Formulirovka rezul~tatov

Vse neobhodimye ponØtiØ i standartnye oboznaqeniØ byli vvedeny v predxestvu¸weæ rabote avtora [6]. Zdes~ my ih povtorØt~ ne budem. Vvedœm tol~ko naxi oboznaqeniØ.

V dannoæ rabote my imeem delo s gruppoæ Xevalle G = G(G_2, K) tipa G_2 nad polem K. Sistema korneæ tipa G_2 imeet sledu¸wiæ vid: G_2 = {±α, ±β, ±(α + β), ±(2α + β), ±(3α + β), ±(3α + 2β)}

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 255 gde α, β – fundamental~nye korni, priqœm α korotkiæ, a β dlinnyæ, δ = 3α + 2β – maksimal~nyæ (dlinnyæ) koren~, ρ = 2α + β – maksimal~nyæ korotkiæ koren~.

DlØ korneæ, strogo bol~xih, qem ρ, takße budem ispol~zovat~ oboznaqenie ρ_2 = 3α + β, ρ_3 = δ = 3α + 2β.

Mnoßestvo poloßitel~nyh korneæ budem oboznaqat~ qerez Φ^+, otricatel~nyh qerez – Φ^−.

Podgruppa X nazyvaetsØ dlinnoæ kornevoæ unipotentnoæ podgruppoæ, esli ona soprØßena s X_δ, i korotkoæ kornevoæ unipotentnoæ podgruppoæ, esli ona soprØßena s X_ρ. �lementy X nazyva¸tsØ dlinnymi ili korotkimi kornevymi unipotentnymi fflementami, sootvetstvenno. Slovo “unipotentnyæ” my vsegda budem opuskat~.

DlØ podgruppy X 6 G(Φ, K) my oboznaqaem qerez Λ(X, K) i Ω(X, K) mnoßestva korotkih i dlinnyh kornevyh podgrupp, sootvetstvenno, soderßawihsØ v X.

Kak obyqno, |A| oboznaqaet mownost~ mnoßestva A, X ∼ Y oznaqaet, qto podgruppy X i Y soprØßeny v G, a oboznaqeniØ X_1 × X_2 i [X_1, X_2] otveqa¸t za prØmoe proizvedenie i vzaimnyæ kommutant grupp X_1 i X_2, sootvetstvenno.

V naxih vyqisleniØh my ispol~zuem matriqnoe predstavlenie gruppy tipa G_2 kak podgruppy Ω(7, K) (sm. [6, 10]).

V fftom predstavlenii kommutacionnye formuly Xevalle prinima¸t sledu¸wiæ vid:

[x_α(t), x_β(s)] = x_{α+β} (ts)x_{2α+β}(2t^2s)x_{3α+β}(−t^3s)x_{3α+2β}(2t^3s^2),

[x_α(t), x_{α+β}(s)] = x_{2α+β}(−2ts)x_{3α+β} (−3t^2s)x_{3α+2β}(−3ts^2),

[x_α(t), x_{2α+β}(s)] = x_{3α+β}(3ts), [x_β(t), x_{3α+β}(s)] = x_{3α+2β}(−ts), [x_{α+β}(t), x_{2α+β}(s)] = x_{3α+2β}(3ts).

Mnoßestvo korneæ S ⊂ Φ nazyvaetsØ zamknutym, esli iz togo, qto α, β ∈ S i α + β ∈ Φ sleduet, qto α + β ∈ S. DlØ zamknutogo mnoßestva korneæ S poloßim E(S) = ⟨X_α | α ∈ S⟩. Kak izvestno E(S) = E(S^r )E(S^u), poluprØmoe proizvedenie reduktivnoæ i unipotentnoæ podgrupp E(S), gde S^r = {α ∈ S | −α ∈ S}, S^u = {α ∈ S | −α /∈ S}. Esli S^r sostoit tol~ko iz dvuh korneæ,

256 V. V. NESTEROV skaßem γ i −γ, my imeem izomorfizm E(S^r ) ≃ SL_2(K) (gruppa odnosvØzna). V fftom sluqae dlØ korotkogo kornØ γ my budem pisat~ E(S^r ) ≃ SL^ρ_2(K), dlØ dlinnogo kornØ γ my budem pisat~ E(S^r ) ≃ SL^δ_2(K). ˚sno, qto ffti gruppy ne soprØßeny.

Esli v sisteme korneæ Φ suwestvu¸t korni dvuh dlin, a v sisteme korneæ Δ korni tol~ko odnoæ dliny, to Δ moßet byt~ vloßena v Φ dvumØ principial~no razliqnymi sposobami: na dlinnye korni i na korotkie korni. S cel~¸ razliqit~ ffti sluqai my pixem Δ̃ ⊂ Φ dlØ vloßeniØ na korotkie korni i Δ ⊂ Φ dlØ vloßeniØ na dlinnye.

DlØ polØ K qerez K oboznaqim ego algebraiqeskoe zamykanie.

Nakonec, oboznaqeniØ (LS1), (LS2) sootvetstvu¸t sluqaØm raboty [6], teorema 1, vzaimnogo raspoloßeniØ pary podgrupp, sostoØweæ iz dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp.

Osnovnymi rezul~tatami nastoØweæ raboty ØvlØ¸tsØ sledu- ¸wie teoremy.

Teorema 1. Pust~ X1, X2 – dve razliqnye korotkie kornevye pod-

gruppy v gruppe Xevalle G(G_2, K). Predpoloßim, qto char K ≠ 3 i char K ≠ 2. Togda

1) X_1 i X_2 poroßda¸t gruppu, izomorfnu¸ odnoæ iz grupp (S1)–(S10) pereqislennyh niße;

2) pary (X_1, X_2), prinadleßawie k razliqnym sluqaØm, ne soprØßeny v G i qislo orbit pod deæstviem soprØßeniem G na parah odnogo i togo ße sluqaØ ravno d (my opuskaem d = 1).

(S1) ⟨X_1, X_2⟩ = X_1 × X_2, |Λ| = |K|, |Ω| = 1; (S2) ⟨X_1, X_2⟩ = X_1 × X_2, 2 6 |Λ| 6 4, |Ω| = 0;

(S3) ⟨X_1, X_2⟩ = X_1X_2Z, Z = [X_1, X_2] ∈ Ω, |K| + 1 6 |Λ| 6 3|K| + 1, |Ω| = 1, (X_1, Z) kak v (LS1), (X_2, Z) kak v (LS2), d = |K| − 1;

(S4) ⟨X_1, X_2⟩ = X_1X_2Z, Z = [X_1, X_2] ∈ Ω, |Λ| = 2|K|, |Ω| = 1, (X_i, Z) kak v (LS1), i = 1, 2;

(S5) ⟨X, Y ⟩ ≃ E(Φ^+ \ {β}), d = 2; (S6) ⟨X_1, X_2⟩ = U (G_2, K), d = 2; (S7) ⟨X_1, X_2⟩ = SL_2(K);

(S8) ⟨X, Y ⟩ ≃ SL^ρ_2(K)E(Φ^+ ), d = 2;

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 257 (S9) ⟨X, Y ⟩ ≃ SL^δ_2(K)E(S), gde S = { −β, α, 3α + β }; (S10) ⟨X_1, X_2⟩ = G_2(K), d = |K| − 1.

Kogda char K = 3 opisanie vyglØdit znaqitel~no prowe.

Teorema 2. Pri teh ße predpoloßeniØh, qto i v teoreme 1, no

char K = 3, imeem sledu¸wie sluqai:

(T1) ⟨X_1, X_2⟩ = X_1 × X_2, |Λ| = |K| + 1, |Ω| = 0; (T2) ⟨X_1, X_2⟩ ≃ U ( ~A_2, K); (T3) ⟨X_1, X_2⟩ = SL_2(K).

OstavxaØsØ qast~ raboty posvØwena dokazatel~stvu fftih teorem.

§3. Konfiguracii korneæ Na protØßenii vseæ raboty my imeem delo tol~ko s gruppoæ Xevalle G tipa G_2, ne ogovarivaØ ffto v dal~neæxem.

Otpravnym rezul~tatom dlØ naxih rassußdeniæ ØvlØetsØ sledu¸waØ lemma, dokazannaØ v rabote [6].

Lemma 1. Pust~ gXρg^{−1} – korotkaØ kornevaØ podgruppa. Togda

verno odno iz sledu¸wih utverßdeniæ:

a) suwestvu¸t takie u ∈ U , korotkiæ koren~ γ i ε ∈ K^∗, qto gx_ρ(t)g^{−1} = ux_γ (tε)u^{−1}, t ∈ K. b) char K ≠ 3, suwestvu¸t takie u ∈ U , s, r ∈ K, korotkiæ koren~ σ i dlinnyæ koren~ λ, kotorye obrazu¸t ugol π/6, priqœm σ > λ, qto gx_ρ(t)g^{−1} = ux_σ(st)x_λ(rt)u^{−1}, t ∈ K. �ta lemma pozvolØet poluqit~ sledu¸wiæ kl¸qevoæ rezul~- tat.

Lemma 2. Pust~ X1, X2 – korotkie kornevye podgruppy v G. Pred-

poloßim, qto char K ≠ 3. Togda suwestvuet g ∈ G takoæ, qto gX_1g^{−1} = {x_ρ(t)x_{ρ2}(c_2t)x_{ρ3} (c_3t), t ∈ K}, i vypolnØetsØ odno iz sledu¸wih utverßdeniæ: a) gX_2g^{−1} = X_γ , b) gX_2g^{−1} = X_{σ,λ} = {x_σ(s)x_λ(s), s ∈ K},

258 V. V. NESTEROV

gde γ, λ, σ takie ße, kak v lemme 1, c_2, c_3 ∈ K zavisØt tol~ko ot X_1 i X_2.

Esli char K = 3, imeem gX_1g^{−1} = X_ρ, gX_2g^{−1} = X_γ .

Dokazatel~stvo. Pust~ z ∈ G takoæ, qto zX1z^{−1} = Xρ. Togda po

lemme 1 vyberem u ∈ U tak, qtoby u^{−1}zX_1z^{−1}u sovpalo libo s X_γ , libo s {x_σ(s)x_λ(s), s ∈ K}, k ∈ K^∗. V pervom sluqae poloßim g = u^{−1}z, vo vtorom g = h_τ (k^{−1})u^{−1}z. Koren~ τ sleduet vybrat~ tak, qtoby “(σ, τ ) = π/2, a “(λ, τ ) = π/3.

OstaœtsØ tol~ko zametit~, qto uX_ρu^{−1} = {x_ρ(t)x_{ρ2}(c_2t)x_{ρ3} (c_3t), t ∈ K} i pri char K = 3 c_2, c_3 = 0. Lemma dokazana.

DlØ kaßdoæ pary korotkih kornevyh podgrupp (X_1, X_2) oboznaqim qerez R_J mnoßestvo korneæ ρ_i, kotorye sootvetstvu¸t neediniqnym fflementam x_{ρ2}(c_2t), x_{ρ3} (c_3t) v predstavlenii gX_1g^{−1} v lemme 2 i qerez J ⊂ {2, 3} mnoßestvo indeksov i pri nenulevyh kofffficientah c_i. Togda X_{ρ,J} = {x_ρ(t)x_{ρ2}(c_2t)x_{ρ3} (c_3t), t ∈ K}. Esli mnoßestvo R_J ≠ ∅, my vsegda budem sqitat~, qto ρ_3 = δ ∈ R_J . Deæstvitel~no, ffto moßno delat~, tak kak w_βρ = ρ i w_βρ_2 = ρ_3.

Sluqaæ I. gX1g^{−1} = Xρ,J , gX2g^{−1} = Xγ .

Predpoloßim vnaqale, qto R_J = ∅, t.e. gX_1g^{−1} = X_ρ. Zametim srazu, qto fftot sluqaæ realizuetsØ dlØ polØ proizvol~- noæ harakteristiki. V to vremØ, kak vse ostal~nye – dlØ polØ char K ≠ 3.

Pust~ θ = “(ρ, γ), ugol meßdu kornØmi ρ i γ. Togda vozmoßnosti dlØ γ privedeny v tablice 1 niße.

Tablica 1 (θ) γ 1 0 2α + β 2 π/3 α, α + β 3 2π/3 −α, −α − β 4 π −2α − β

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 259 Pust~ teper~ R_J ≠ ∅. Poloßim θ = “(ρ, γ) i ψ = “(δ, γ).

Vozmoßnye korni γ i sootvetstvu¸wie maksimal~no vozmoßnye mnoßestva R_J privedeny v tablice 2.

Tablica 2 (θ, ψ) γ R_J 5 (0, π/6) 2α + β ρ_2, ρ_3 6 (π/3, π/6) α + β ρ_3 7 (π/3, π/2) α ρ_2, ρ_3 8 (2π/3, π/2) −α ρ_3 9 (2π/3, 5π/6) −α − β ρ_2, ρ_3 10 (π, 5π/6) −2α − β ρ_2, ρ_3

Sluqaæ II. gX1g^{−1} = Xρ,J , gX2g^{−1} = Xσ,λ.

Predpoloßim vnaqale, qto R_J = ∅. Togda vozmoßnye korni (σ, λ) opredelØ¸tsØ uglami (θ_1, θ_2), gde θ_1 = “(ρ, σ) i θ_2 = “(ρ, λ).

Tablica 3

(θ_1, θ_2) (σ, λ) 11 (π/3, π/2) (α, −β), (α + β, β) 12 (2π/3, 5π/6) (−α − β, −3α − 2β), (−α, −3α − β) 13 (π, 5π/6) (−2α − β, −3α − 2β), (−2α − β, −3α − β)

Kogda R_J ≠ ∅, dopolnitel~no k (θ_1, θ_2) vvedœm oboznaqenie (ψ_1, ψ_2) = (“(δ, σ), “(δ, λ)).

Vozmoßnye korni (σ, λ) i sootvetstvu¸wie im maksimal~no vozmoßnye mnoßestva R_J sobrany v sledu¸weæ tablice.

260 V. V. NESTEROV

Tablica 4

(θ_1, θ_2), (ψ_1, ψ_2) (σ, λ) R_J 14 (π/3, π/2), (π/6, π/3) (α + β, β) ρ_3 15 (π/3, π/2), (π/2, 2π/3) (α, −β) ρ_2, ρ_3 16 (2π/3, 5π/6), (π/2, 2π/3) (−α, −3α − β) ρ_3 17 (2π/3, 5π/6), (5π/6, π) (−α − β, −3α − 2β) ρ_2, ρ_3 18 (π, 5π/6), (5π/6, 2π/3) (−2α − β, −3α − β) ρ_3 19 (π, 5π/6), (5π/6, π) (−2α − β, −3α − 2β) ρ_2, ρ_3 §4. Predstaviteli orbit

Ispol~zuØ dannye tablic 1–4, my v fftom paragrafe postroim spisok par (X_1, X_2), soderßawiæ predstaviteleæ kaßdoæ orbity gruppy G, deæstvu¸weæ soprØßeniem na dannyh podgruppah.

Lemma 3. Pust~ X1, X2 – korotkie kornevye podgruppy v gruppe

G. Togda suwestvuet f ∈ G takoæ, qto fX_2f^{−1} = X_γ ili X_{σ,λ} i verno odno iz sledu¸wih utverßdeniæ

(1) fX_1f^{−1} = X_ρ, (2) fX_1f^{−1} = X_{ρ,c} = {x_ρ(t)x_δ (ct), t ∈ K}. Dokazatel~stvo. V silu lemmy 2 imeem: gX1g^{−1} = Xρ,J i

gX_2g^{−1} = X_γ ili X_{σ,λ} dlØ nekotorogo g ∈ G. V variantah 1–4, 11–13 J = ∅, pofftomu f = g.

Predpoloßim, qto J ≠ ∅. Togda fflement f budet imet~ vid f = x_τ (k_τ )g, gde τ ∈ Φ, k_τ ∈ K^∗. Priqœm koren~ τ budem vybirat~ tak, qtoby τ + γ ili τ + σ i τ + λ ne byli by kornØmi. Togda, podbiraØ takogo vida korni τ i sootvetstvu¸wie k_τ ∈ K^∗, moßno soprØßeniem “uniqtoßit~” nekotorye x_{ρi}(c_it) v X_{ρ,J} , ostavlØØ invariantnymi X_γ ili X_{σ,λ}.

V variantah 6 i 14 poloßim τ = α + β i k_τ = ±^1_3 c_i, poluqaem (1).

V variantah 5, 7, 9, 10, 15, 17, 19 poloßim τ = β i k_τ = ±c_i, poluqaem (2).

V variantah 8, 16, 18 R_J sostoit iz edinstvennogo kornØ δ, srazu poluqaem (2). Lemma dokazana.

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 261 Takim obrazom, kaßdomu variantu N , 1 ≤ N ≤ 19, sootvetstvuet odna iz qetyrœh par mnoßestv korneæ, nazyvaemaØ v dal~neæxem ego kopieæ. A imenno: variant kopiØ 1, 2, 3, 4, 6 ({ρ}, {γ}) 5, 7 – 10 ({ρ, ρ_i}, {γ}) 11 – 14 ({ρ}, {σ, λ}) 15 – 19 ({ρ, ρ_i}, {σ, λ}) . Sledu¸waØ lemma pokazyvaet, qto variant opredelØet svo¸ kopi¸ odnoznaqno.

Lemma 4. Kopii kaßdogo varianta soprØßeny fflementom grup-

py VeælØ.

Dokazatel~stvo. Vo vseh sluqaØh fftim fflementom budet wβ.

Iz fftoæ lemmy sleduet, qto varianty 2 i 6 i varianty 11 i 14 ime¸t odinakovye s toqnost~¸ do soprØßœnnosti kopii i pofftomu ih moßno otoßdestvit~.

Lemma 5. Pust~ X1, X2 – korotkie kornevye podgruppy. Togda,

iskl¸qaØ varianty 15 i 19 suwestvuet fflement g ∈ G takoæ, qto gX_1g^{−1} = X_ρ ili X_{ρ,δ} = {x_ρ(t)x_δ(t)},

gX_2g^{−1} = X_γ ili X_{σ,λ} = {x_σ(s)x_λ(s)}.

Dokazatel~stvo. V sluqae variantov 5, 7–10, 16, 17 poloßim

τ = β, a v variante 18 τ = 3α + 2β. Togda h_τ (c^{−1}){x_ρ(t)x_δ(ct)}h^{−1}_τ (c^{−1}) = {x_ρ(t)x_δ(t)}. Pri fftom hX_γ h^{−1} = X_γ i hX_{σ,λ}h^{−1} = X_{σ,λ}.

262 V. V. NESTEROV

Tablica 5 sluqaæ varianty predstaviteli (S1) 5 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{2α+β}} (S2) 7,11,14 {x_{2α+β}x_{3α+2β}(3)} {x_αx_{−β}} (S3) 15 {x_{2α+β}x_{3α+2β}(c)}, c ≠ 3 {x_αx_{−β}} (S4)^∗ 2,6 {x_{2α+β}} {x_α} (S5)^∗_1 3 {x_{2α+β}} {x_{−α}} (S5)_2 8 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{−α}} (S6)_1 9,12 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{−α−β}} (S6)_2 16 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{−α}x_{−3α−β}} (S7)^∗ 4 {x_{2α+β}} {x_{−2α−β}} (S8)_1 10,13 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{−2α−β}} (S8)_2 18 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{−2α−β}x_{−3α−β}} (S9) 17 {x_{2α+β}x_{3α+2β}} {x_{−α−β}x_{−3α−2β}} (S10) 19 {x_{2α+β}x_{3α+2β}(c)}, c ≠ 0 {x_{−2α−β}x_{−3α−2β}} Lemma 6. Pary podgrupp, prinadleßawie k variantam 7 i 11

(14), 9 i 12, 10 i 13 soprØßeny v G.

Dokazatel~stvo. Variantam 7, 9, 10 otveqa¸t pary podgrupp

vida (X_{ρ,δ} , X_γ ), gde γ – odin iz korneæ α, −α − β, −2α − β sootvetstvenno.

Variantam 11, 12, 13 otveqa¸t pary podgrupp vida (X_ρ, X_{σ,λ}), gde (σ, λ) – odna iz par (α, −β), (−α − β, −3α − 2β), (−2α − β, −3α − 2β) sootvetstvenno.

DlØ kaßdoæ pary variantov ukaßem takoæ w ∈ W , qto wX_{ρ,δ} w^{−1} = X_{σ,λ} i wX_γ w^{−1} = X_ρ. Deæstvitel~no, v variantah 7 i 11 w = w_{α+β}, v variantah 9 i 12 w = w_{3α+2β}, v variantah 10 i 13 w = w_{2α+β}w_β. Lemma dokazana.

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 263 Teper~ my v sostoØnii Øvno pereqislit~ predstaviteli orbit dlØ kaßdogo sluqaØ teorem 1, 2. Imi budut pary podgrupp, prinadleßawie k variantam, ne otoßdestvlœnnym lemmami 3–6. DlØ kaßdogo varianta vyberem po naxemu proizvolu korni γ i (σ, λ) iz tablic 1–4, poloßim x_τ = x_τ (t) i x_τ (c) = x_τ (ct) i soberœm predstaviteli v tablice 5.

Bol~xinstvo sluqaev voznikaet dlØ polØ harakteristiki otliqnoæ ot 3-h. Sluqai, kotorye voznika¸t dlØ proizvol~nogo polØ, my v dal~neæxem budem pomeqat~ ∗.

Sluqai, pereqislennye v tablice 5, v toqnosti sootvetstvu¸t sluqaØm teoremy 1. V tom, qto posleduet, my dokaßem, qto vse pary razliqnyh sluqaev ne soprØßeny. V sluqaØh (S3), c ≠ 3, i (S10), c ≠ 0 orbity par podgrupp parametrizu¸tsØ fflementom polØ c tak, qto kaßdomu c sootvetstvuet v toqnosti odna orbita.

§5. Struktura poroßdeniæ

V §5 my izuqaem podgruppy, poroßdennye kaßdoæ paroæ korotkih kornevyh podgrupp, predpolagaØ, qto harakteristika polØ otliqna ot 2-h i 3-h. Imenno, my opredelØem, qemu takie podgruppy izomorfny, i podsqityvaem qislo kornevyh podgrupp, v nih soderßawihsØ. ˚sno, qto iz razliqnoæ struktury podgrupp sleduet nesoprØßennost~ par, kotorye poroßda¸t dannye podgruppy. Sluqai, kogda podgruppy, poroßdennye paroæ korotkih kornevyh podgrupp, ime¸t odinakovoe opisanie, v smysle §5, rassmatriva¸tsØ v §6.

DlØ kaßdogo predstavitelØ orbity (X_1, X_2), pereqislennogo v tablice 5, oboznaqim qerez X = ⟨X_1, X_2⟩ podgruppu, poroßdœnnu¸ paroæ (X_1, X_2). PodsqityvaØ kornevye podgruppy, soderßawiesØ v X, vo vseh netrivial~nyh sluqaØh nam pridetsØ rabotat~ vnutri unipotentnogo radikala U (G_2, K). S fftoæ cel~¸ vypixem vsevozmoßnye kornevye fflementy, soderßawiesØ v U (G_2, K).

Napomnim, qto v U (G_2, K) l¸boæ dlinnyæ kornevoæ fflement imeet vid ux_μ(t)u^{−1}, gde μ – dlinnyæ poloßitel~nyæ koren~ (sm. [1]), l¸boæ korotkiæ kornevoæ fflement sovpadaet libo s ux_γ (t)u^{−1}, libo s ux_λ(t)x_σ(kt)u^{−1}, gde γ, σ i λ ime¸t tot ße smysl, qto i v lemme 1, i ØvlØ¸tsØ poloßitel~nymi.

DlØ u = x_α(c_1)x_β(c_2)x_{α+β}(c_3)x_{2α+β}(c_4)x_{3α+β}(c_5)x_{3α+2β}(c_6), c_i ∈ K, poluqaem, qto dlinnye kornevye fflementy v U (G_2, K) ime¸t

264 V. V. NESTEROV sledu¸wiæ vid:

x_{3α+2β}(t), (1) x_{3α+β}(t)x_{3α+2β}(−c_4t), (2) x_β(t)x_{α+β}(c_1t)x_{2α+β}(−c^2_1t)x_{3α+β}(−c^3_1t)x_{3α+2β}(c_5t). (3) Korotkie kornevye fflementy v U (G_2, K) ustroeny takim obrazom:

x_α(t)x_{α+β}(−c_4t)x_{2α+β}(2c_2t + 2c_1c_4t)x_{3α+β}(f_1)x_{3α+2β}(f_2), (4) x_{α+β}(t)x_{2α+β}(−2c_1t)x_{3α+β}(−3c^2_1t), (5) x_{2α+β}(t)x_{3α+β}(3c_1t)x_{3α+2β}(3c_2t), (6) x_β(kt)x_{α+β}((c_1k + 1)t)x_{2α+β}(−(c^2_1k + 2c_1)t)× x_{3α+β}(−(c^3_1k + 3c^2_1)t)x_{3α+2β}(f_3), (7) gde f_1 = f_1(t) = −3c_3t + 6c_1c_2t + 3c^2_1c_4t − 3c_2t^2 − 3c_1c_4t^2 + c_4t^3, f_2 = f_2(t) = 3c_3c_4t + 3c^2t + 3c_2c_4t^2 + 3c_1c^2_4t^2 − 2c_4t^3, f_3 = f_3(t) = −3c_3t + c_5kt + 3c_1t^2 + k^2c^3_1t^2 + 3c^2_1kt^2.

Rassmotrim teper~ posledovatel~no kaßdyæ sluqaæ. (S1). Zdes~ X = ⟨x_ρ(t)x_δ (t), x_ρ(s)⟩ = X_1 × X_2. OdnoparametriqeskaØ podgruppa {x_ρ(kt)x_δ(t)} ØvlØetsØ korotkoæ kornevoæ podgruppoæ pri k ≠ 0 i dlinnoæ kornevoæ pri k = 0. (S2), (S3). DlØ proizvol~nogo c ∈ K imeem: X = ⟨x_{2α+β}(t)x_{3α+2β}(ct), x_α(s)x_{−β}(s)⟩. Tak kak [x_{2α+β}(t)x_{3α+2β}(ct), x_α(s)x_{−β} (s)] = x_{3α+β}((c − 3)ts), to pri c = 3 podgruppy kommutiru¸t (sluqaæ (S2)), pri c ≠ 3 ih kommutant sovpadaet s dlinnoæ kornevoæ podgruppoæ (sluqaæ (S3)).

Poskol~ku kornevye podgruppy ØvlØ¸tsØ (additivnymi) odnoparametriqeskimi podgruppami, my rassmotrim vid proizvol~noæ odnoparametriqeskoæ podgruppy i sravnim ego s vidami kornevyh podgrupp v U (G_2, K) (sm. naqalo §5).

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 265 Vmesto gruppy X rassmotrim soprØßœnnu¸ eæ podgruppu ⟨x_{α+β}(t)x_β(ct), x_{2α+β}(s)x_{3α+β}(s)⟩ ⊂ U (G_2, K). Odnoparametriqeskimi podgruppami posledneæ budut podgruppy sledu¸wego vida { x_{α+β}(at)x_β (act)x_{2α+β}(bt)x_{3α+β}(bt)x_{3α+2β}(kt + 1 2 abct^2 − 3 2 abt^2) } , gde a, b – proizvol~nye fflementy polØ i k = 0, c = 3 dlØ sluqaØ (S2), k – proizvol~nyæ, c ≠ 3 dlØ sluqaØ (S3).

VyqisleniØ privodØt k sledu¸wemu rezul~tatu: esli k = 0 i libo a = 0, b ≠ 0, libo b = 0, a ≠ 0, poluqaem 2 korotkie kornevye podgruppy, esli a, b = 0, k ≠ 0 – dlinnu¸ kornevu¸ podgruppu X_{3α+2β} v sluqae (S3), esli a = 0, b, k ≠ 0 poluqaem |K|−1 korotkih kornevyh podgrupp v sluqae (S3), esli b = 0, a, k ≠ 0 odnoparametriqeskaØ podgruppa ne ØvlØetsØ kornevoæ. Esli k = 0, a, b ≠ 0, to, priravnivaØ kofffficienty pri sootvetstvu¸wih unipotentah rassmatrivaemoæ podgruppy i podgruppy (7), prihodim k kvadratnomu uravneni¸, v sluqae razreximosti kotorogo poluqaem odnu ili dve korotkie kornevye podgruppy v sluqaØh (S2) i (S3). Nakonec, esli a, b, k ≠ 0, podobnym obrazom v zavisimosti ot razreximosti kvadratnogo uravneniØ poluqaem, menØØ parametr k, ewœ 0 ili (|K| − 1) ili 2(|K| − 1) korotkih kornevyh podgrupp v sluqae (S3).

(S4)^∗.

X = ⟨x_{2α+β}(t), x_α(s)⟩ = X_1X_2Z,

gde Z = [X_{2α+β}, X_α] = X_{3α+β} .

Pary (X_{2α+β} , X_{3α+β}) i (X_α, X_{3α+β}) soprØßeny i prinadleßat sluqa¸ (LS1). Odnoparametriqeskimi podgruppami ØvlØ¸tsØ podgruppy vida { x_α(at)x_{2α+β}(bt)x_{3α+β}(kt − 3 2 abt^2) } , gde a, b, k – proizvol~nye fflementy polØ.

SravnivaØ dannu¸ podgruppu s kornevymi podgruppami v U (G_2, K) (sm. naqalo §5), poluqaem: esli k = 0 i libo a = 0, b ≠ 0, libo b = 0, a ≠ 0, poluqaem 2 korotkie kornevye podgruppy X_{2α+β} i X_α, esli a, b = 0, k ≠ 0 – dlinnu¸ kornevu¸

266 V. V. NESTEROV podgruppu X_{3α+β}, esli k ≠ 0 i libo a = 0, b ≠ 0, libo b = 0, a ≠ 0, poluqaem 2(|K| − 1) korotkih kornevyh podgrupp. Esli a, b ≠ 0, k – proizvol~nyæ fflement polØ, dannaØ podgruppa ne ØvlØetsØ kornevoæ. (S5). Zdes~ X = ⟨x_ρ(t)x_δ(εt), x_{−α}(s)⟩, gde ε = 0 ili 1 dlØ (S5)^∗_1 i (S5)_2, sootvetstvenno.

Vyqislim sledu¸wie kommutatory [x_ρ(t)x_δ(εt), x_{−α}(s)] = x_{α+β}(2ts)x_β (−3ts^2)x_{3α+2β}(−3t^2s), [x_{α+β}(2ts)x_β (−3ts^2)x_{3α+2β}(−3t^2s), x_{−α}(r)] = x_β (−6rts), [x_{α+β}(2ts)x_β (−3ts^2)x_{3α+2β}(−3t^2s), x_ρ(r)x_δ(εr)] = x_{3α+2β}(6rts). Ots¸da sleduet, qto X = E(S), gde S = { −α, β, α+β, 2α+β, 3α+ 2β }. Pri fftom gruppa E(S) soprØßena fflementom gruppy VeælØ s gruppoæ E(S_1), gde S_1 = { α, α + β, 2α + β, 3α + β, 3α + 2β }. (S6). Zdes~ X = ⟨x_ρ(t)x_δ(εt), x_{−α}(s)x_{−3α−β}(s)⟩, gde ε = 0 ili 1 dlØ (S6)_1 i (S6)_2 sootvetstvenno.

Poloßim x_1(t) = x_ρ(t)x_δ(εt), x_2(s) = x_{−α}(s)x_{−3α−β}(s). VyqislØØ kommutatory poluqaem:

x_3(t, s) = [x_1(t), x_2(s)] = x_{−α}(ts)x_β (3ts^2 − 3t^2s^2 − 2t^3s^2 − εts)× x_{α+β}(2ts + t^2s)x_{3α+2β}(−3t^2s − t^3s), [x_1(1), [x_1(1), x_3(t, s)]] = x_{3α+2β}(−6ts), [x_{3α+2β}(t), x_2(s)] = x_β(−ts).

Ots¸da neposredstvenno sleduet, qto X_β , X_{3α+2β} i {x_{−α}(ts)x_{α+β} (2ts + t^2s)} soderßatsØ v X. Dalee poluqaem, qto X_{−α}, X_{α+β} i X_{3α+2β} takße soderßatsØ v X. Takim obrazom, X ≃ U (G_2, K). (S7)^∗. Oqevidno, ⟨X_ρ, X_{−ρ}⟩ ≃ SL_2(K).

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 267 (S8). Zdes~ X = ⟨x_ρ(t)x_δ (t), x_{−ρ}(s)x_{−3α−β}(εs)⟩, gde ε = 0 ili 1 dlØ (S8)_1 i (S8)_2, sootvetstvenno.

Kaßdyæ fflement gruppy X moßet byt~ predstavlen v vide proizvedeniØ yu, gde y ∈ ⟨X_ρ, X_{−ρ}⟩ ≃ SL^ρ_2(K), u ∈ U_0, gde U_0 – Ødro gomomorfizma iz X v SL_2(K), pri kotorom yu → y.

Poloßim x(t) = x_ρ(t)x_δ(t), y(s) = x_{−ρ}(s)x_{−3α−β}(εs) i w(t) = x(t)y(−t^{−1})x(t), h(t) = w(t)w(−1), u_1(t, s) = w(t)x(s)w(−t)y(t^{−2} s), u_2(t, s) = h(t)h(s)h(t^{−1}s^{−1}). Togda U_0 = ⟨u_1(t, s), u_2(t, s)⟩.

VyqisleniØ da¸t, qto u_1(t, s) = x_{−3α−β}(f_1(t, s))x_{−α}(f_2(t, s))x_β (f_3(t, s))x_{α+β}(−s(ε + t^{−1})), u_2(t, s) = x_{−3α−β}(f_4(t, s))x_β (f_5(t, s))x_{3α+2β}(f_6(t, s)), gde f_i(t, s), 1 6 i 6 6, – nekotorye mnogoqleny nad polem K. Dalee,

u_1(t) = u_1(t, t) = x_{−α}(−ε + t^{−1})x_β (3ε − tε + t^{−1})x_{α+β} (−1 − tε), [u_1(t), u_1(1)] = x_β(3(ε + 1)(1 − t^{−1})).

Ots¸da sleduet, qto X_β soderßitsØ v X. Dalee, [y(s), u_1(t)] = = x_{−3α−β}(−3s(stε + s + ε − t^{−1})x_{−α}(−2s(tε + 1)x_β(3s(tε + 1)^2) [y(1), [y(s), u_1(t)]] = x_{−3α−β}(−6s(tε + 1)).

Ots¸da sleduet, qto X_{−3α−β} i X_{−α} soderßatsØ v X. Togda iz razloßeniØ u_1(t, s) sleduet, qto i X_{α+β} soderßitsØ v X. UmnoßaØ podhodØwim obrazom poluqennye fflementy na u_2(t, s), poluqaem, qto X_{3α+2β} takße soderßitsØ v X. Sledovatel~no, U_0 = E(S), gde S = { −3α − β, −α, β, α + β, 3α + 2β }. Teper~ rezul~tat, sformulirovannyæ v teoreme, sleduet iz soprØßœnnosti mnoßestva poloßitel~nyh korneæ Φ^+ i S.

268 V. V. NESTEROV (S9). Zdes~ X = ⟨x_ρ(t)x_δ(t), x_{−α−β}(s)x_{−δ} (s)⟩. Hod rassußdeniæ v fftom sluqae polnost~¸ analogiqen sluqa¸ (S8). Gruppa X izomorfna poluprØmomu proizvedeni¸ SL^δ_2(K)U_0.

Poloßim x(t) = x_ρ(t)x_δ(t), y(s) = x_{−α−β}(s)x_{−δ} (s). VyqisleniØ da¸t sledu¸wie rezul~taty.

u_1(t) = x_{−β}(−t + 3t^{−1} − 2t^{−2})x_α(t^{−1} − t)x_{3α+β}(3t − t^{−1} + 2t^2),

[u_1(t), x(s)] = x_{3α+β}(−2s(t − t^{−2})),

[u_1(t), y(s)] = x_{−β}(−2st^{−1}(1 + t^3)).

Ots¸da sleduet, qto U_0 = E(S_3), gde S_3 = { −β, α, 3α + β }.

(S10).

DlØ analiza fftogo sluqaØ nam ponadobitsØ sledu¸wee nabl¸- denie.

Lemma 7. Pust~ g = uhwv – razloßenie Br¸a proizvol~nogo ffle-

menta g ∈ G(G_2, K). Pust~ v matriqnom predstavlenii fflementu g sootvetstvuet matrica A = (a_{ij}). Togda kofffficienty fftoæ matricy

A_0 = ( a_{61} a_{62} a_{71} a_{72} )

s toqnost~¸ do umnoßeniØ na fflement h ∈ H(G_2) ime¸t sledu¸- wiæ vid.

Esli

w = w_α, w_αw_β, w_{3α+β}, w_{α+β}w_β , A_0 = ( 0 0 0 0 ) , w = w_{3α+β}w_β , A_0 = ( 0 c_1 0 −1 ) , w = w_{2α+β}, A_0 = ( c_1 c_1d_1 −1 −d_1 ) ,

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 269

w = w_{2α+β}w_β , A_0 = ( c_1 c_1d_1 − 1 −1 −d_1 ) , w = w_{3α+2β}, A_0 = ( −1 −c_1 0 1 ) , w = w_{3α+2β}w_β, A_0 = ( −1 −d_1 0 0 ) , w = w_{α+β}, A_0 = ( 0 −1 0 0 ) , gde c_1 i d_1 – kofffficienty pri x_α v razloßenii fflementov u = ∏ x_τ (c_τ ), c_τ ∈ K, i v = ∏ x_τ (d_τ ), d_τ ∈ K, kogda korni τ poloßitel~ny i berutsØ v vozrasta¸wem porØdke.

Dokazatel~stvo. Neposredstvennye vyqisleniØ v matriqnom

predstavlenii.

V sluqae (S10) pust~ x(t) = x_ρ(t)x_δ(t), y(s) = x_{−ρ}(s)x_{−δ} (s). Poloßim g = y(q)x(1)y(p)x(1), p, q ∈ K, i vyqislim fflement gy(s)g^{−1} . Togda kofffficienty ( a_{61} a_{62} a_{71} a_{72} ) ime¸t vid ( f_1(p, q, s) f_2(p, q, s) f_4(p, q, s) f_3(p, q, s) ) , gde f_1(p, q, s), f_2(p, q, s), f_3(p, q, s), f_4(p, q, s) ∈ K[p, q, s] – mnogoqleny nad polem K.

Sostavim sistemu uravneniæ { f_1 = 0, f_2 = 0, f_3 = 0,

f_4 ≠ 0.

V algebraiqeskom zamykanii polØ K ffta sistema razrexima otnositel~no p, q, s. Sledovatel~no, v silu lemmy 7 fflement gy(s)g^{−1} imeet razloßenie Br¸a vida uhw_{2α+β}v, priqœm kofffficienty pri x_α v razloßenii u i v ravny nul¸.

Rassmotrim paru podgrupp (X_{ρ,δ} , gX_{ρ,δ} g^{−1}), soderßawu¸sØ v X: (X_{ρ,δ} , gX_{ρ,δ}g^{−1}) ∼ (h^{−1}u^{−1}X_{ρ,δ} uh, w_ρvX_{ρ,δ} v^{−1}w^{−1}_ρ ) = = (X_{ρ,δ}, X_{−ρ,−3α−β}),

270 V. V. NESTEROV t.e. para (X_{ρ,δ} , gX_{−ρ}g^{−1}) prinadleßat sluqa¸ (S8)_1. Sledovatel~no, tak kak X_δ soderßitsØ v gruppe ⟨X_{ρ,δ} , X_{−ρ,−3α−β}⟩, to i uX_δu^{−1} = X_δ takße soderßitsØ v X.

Takim obrazom, poluqaem, qto ⟨X_1, X_2⟩ = ⟨X_ρ, X_δ, X_{−ρ,−δ}⟩ ≃ G_2(K). §6. Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 1

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy 1 ostaetsØ tol~ko pokazat~, qto pary podgrupp v sluqaØh (S5), (S6), (S8) raspada¸tsØ na dve orbity, a orbity pary podgrupp v sluqaØh (S3) i (S10) parametrizu¸tsØ fflementom polØ K.

Vnaqale opixem normalizator N (X_ρ) gruppy X_ρ v gruppe Xevalle G(G_2, K).

Napomnim, qto privedennoe razloßenie Br¸a utverßdaet, qto l¸boæ fflement g ∈ G moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlen v vide g = uhwv, gde u ∈ U , h ∈ H, v ∈ U ∩ w^{−1}V w i w ∈ N , gde N/H izomorfna gruppe VeælØ W .

Pust~ u = ∏ x_τ (c_τ ), c_τ ∈ K, i v = ∏ x_τ (d_τ ), d_τ ∈ K, gde korni τ poloßitel~nye i berutsØ v vozrasta¸wem porØdke.

Pri fftih oboznaqeniØh rassmotrim dlØ proizvol~nogo g ∈ G uravnenie gx_{2α+β}(t)g^{−1} = x_{2α+β}(s). Imeem: uhwvx_{2α+β}(t)v^{−1}w^{−1}h^{−1}u^{−1} = x_{2α+β}(s), hwx_{2α+β}(t)x_{3α+β}(q_1t)x_{3α+2β}(q_2t)w^{−1}h^{−1} =

x_{2α+β}(s)x_{3α+β} (p_1s)x_{3α+2β}(p_2s).

Ots¸da w(2α + β) = 2α + β. Sledovatel~no, libo w = 1, libo w = w_β. V pervom sluqae v = 1, vo vtorom v = x_β(d), d ∈ K, i v oboih sluqaØh p_1, p_2 = 0. Otkuda poluqaem, qto

u = x_β(c_1)x_{2α+β}(c_2)x_{3α+β}(c_3)x_{3α+2β}(c_4). (∗)

Takim obrazom, esli g ∈ N (X_ρ), to libo g = uh, libo g = uhw_βx_β, gde u vida (∗).

Rassmotrim teper~ kaßdyæ sluqaæ otdel~no.

V sluqae (S5) predstaviteli orbit – pary (X_ρ, X_{−α}) i (X_{ρ,δ} , X_{−α}) (sm. tabl. 5). Vmesto vtoroæ pary rassmotrim soprØßœnnu¸ eæ paru (X_ρ, X_{−α,β}). Togda iz usloviØ g(X_ρ, X_{−α})g^{−1} = (X_ρ, X_{−α,β})

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 271 sleduet, qto g ∈ N (X_ρ), t.e. libo g = uh, libo g = uhw_βx_β i, sootvetstvenno, dolßno vypolnØt~sØ odno iz sledu¸wih usloviæ: uX_{−α}u^{−1} = X_{−α,β}, uX_{−α−β}u^{−1} = X_{−α,β}. VyqisleniØ levyh qasteæ ravenstv pokazyva¸t, qto oni soderßat neediniqnye unipotenty, kotoryh net v pravyh qastØh, otkuda i sleduet nesoprØßœnnost~ dannyh par.

V sluqae (S6) predstavitelØmi dvuh orbit ØvlØ¸tsØ pary (X_ρ, X_{−α,−3α−β}) i (X_{ρ,δ} , X_{−α,−3α−β}). Vmesto vtoroæ pary voz~mœm soprØßœnnu¸ eæ paru (X_ρ, {x_{−α}(s)x_β (s)}). Togda, podobno sluqa¸ (S5), uslovie soprØßœnnosti svoditsØ k odnomu iz sledu¸wih usloviæ: uhX_{−α,−3α−β}h^{−1}u^{−1} = {x_{−3α−β}(s)x_{−α}(s)x_β (s)}, uhX_{−α−β,−3α−2β}h^{−1}u^{−1} = {x_{−3α−β}(s)x_{−α}(s)x_β (s)}. PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto oba uravneniØ nerazreximy i, sledovatel~no, pary ne soprØßeny.

V sluqae (S8) imeem delo s parami (X_{ρ,δ} , X_{−ρ}) i (X_{ρ,δ}, X_{−ρ,−3α−β}). RexaØ uravnenie gX_{ρ,δ} g^{−1} = X_{ρ,δ} podobno tomu, kak my opisyvali normalizator X_ρ v naqale §6, poluqaem, qto g = uh, gde u = x_β(c_1)x_{α+β} (c_2)x_{2α+β}(c_3)x_{3α+β}(c_4)x_{3α+2β}(c_5).

Sledovatel~no, vopros soprØßœnnosti svoditsØ v dannom sluqae k rexeni¸ sledu¸wego uravneniØ: uX_{−ρ}u^{−1} = X_{−ρ,−3α−β}, kotoroe nerazreximo.

Rassmotrim teper~ vopros nezavisimosti ot parametra. A imenno, nam ostaœtsØ obsudit~ nesoprØßœnnost~ sledu¸wih par: (S3) ({x_ρ(t)x_δ(ct)}, {x_α(s)x_{−β} (s)}) i ({x_ρ(t^′)x_δ(c^′t^′)}, {x_α(s^′)x_{−β}(s^′)}) (S10) ({x_ρ(t)x_δ(ct)}, {x_{−ρ}(s)x_{−δ} (s)}) i ({x_ρ(t^′)x_δ(c^′t^′)}, {x_{−ρ}(s^′)x_{−δ}(s^′)}).

272 V. V. NESTEROV

Iz rassußdeniæ v sluqae (S8) sleduet, qto, esli suwestvuet fflement g, kotoryæ soprØßeniem perevodit odnu paru podgrupp v drugu¸, to on imeet vid g = uh, u ∈ U . Poskol~ku v fftom sluqae g dolßen normalizovat~ vtoru¸ podgruppu par, to poluqaem, qto g = h.

L¸boæ fflement h ∈ H(G_2) moßet byt~ predstavlen kak h = h_α(k_1)h_β(k_2). Deæstvie im privodit k sledu¸wim sistemam na kofffficientah uravneniæ:

(S3) { k_1t = t^′, k_2ct = c^′t^′, i { k^2_1k^{−1}_2 s = s^′,

k^3_1k^{−2}_2 s = s^′,

(S10) { k_1t = t^′, k_2ct = c^′t^′, i { k^{−1}_1 s = s^′,

k^{−1}_2 s = s^′,

Rexenie sistem daœt, qto c = c^′, pofftomu kaßdomu fflementu c sootvetstvuet svoØ orbita.

Takim obrazom, dokazatel~stvo teoremy 1 zaverxeno.

§7. Dokazatel~stvo teoremy 2

Kak bylo ukazano, pri harakteristike 3 voznika¸t tol~ko sluqai (S4)^∗, (S5)^∗_1, (S7)^∗, kotorye v toqnosti sootvetstvu¸t sluqaØm (T1), (T2), (T3) teoremy 2.

Poskol~ku v harakteristike 3

[x_α(t), x_{2α+β}(s)] = 1,

v sluqae (T1) podgruppy X_α i X_{2α+β} kommutiru¸t i odnoparametriqeskie podgruppy vida x_α(at)x_{2α+β}(bt) ØvlØ¸tsØ korotkimi kornevymi podgruppami pri vseh a, b ∈ K.

V sluqae (T2) my imeem delo s kommutacionnym sootnoxeniem [x_{2α+β}(t), x_{−α}(s)] = x_{α+β}(±2ts), v silu kotorogo podgruppa ⟨X_1, X_2⟩ = X_1X_2Y , gde Y – korotkaØ kornevaØ podgruppa. OstaœtsØ zametit~, qto ffta gruppa izomorfna U ( ~A_2, K).

Sluqaæ (T3) polnost~¸ analogiqen (S7).

Dokazatel~stva teorem polnost~¸ zaverxeny.

PARY KOROTKIH KORNEVYH PODGRUPP 273

Literatura

1. N. A. Vavilov, O geometrii dlinnyh kornevyh podgrupp v gruppah Xevalle. — Vestn. Leningr. un-ta, Ser. 1, vyp.1 (1988), 5–10.

2. N. A. Vavilov, Vzaimnoe raspoloßenie dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle. — Vestn. Leningr. un-ta, Ser. 1, vyp.1 (1989), 1–7.

3. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Trudy Leningr. Mat. Obw. 1 (1990), 64–109.

4. A. S. Kondrat~ev, Podgruppy koneqnyh grupp Xevalle. — UMN 41, ˝ 1 (1986), 57–96.

5. V. V. Nesterov, Pary korotkih kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle. — Dokl. RAN 357 (1997), 302–305.

6. V. V. Nesterov, Raspoloßenie dlinnoæ i korotkoæ kornevyh podgrupp v gruppe Xevalle tipa G_2. — Zap. nauqn. semin. POMI 272 (2000), 273–285.

7. M. Aschbacher, G. M. Seitz, Involutions in Chevalley groups over fields of even order. — Nagoya Math. J. 63 (1976), 1–91.

8. B. N. Cooperstein, The geometry of root subgroups in exceptional groups. I, II.

— Geom. Dedic. 8, no. 3 (1979), 317–381; 15, no. 1 (1983), 1–45. 9. B. N. Cooperstein, Geometry of long root subgroups in groups of Lie type. — Proc. Symp. Pure Math. 37 (1980), 243–248.

10. J. Hurrelbrink, U. Rehmann, Eine endliche Präsentation der Gruppe G2(Z). — Math. Z. 141 (1975), 243–251.

11. W. M. Kantor, Subgroups of classical groups generated by long root elements. — Trans. Am. Math. Soc. 248, no. 2 (1979), 347–379.

12. W. M. Kantor, Generation of linear groups. The Geom. Vein: Coxeter Festschift.

Springer-Verlag, Berlin et al, 1981, pp. 497–509.

Nesterov V. V. Pairs of short root subgroups in the Chevalley group of type G_2.

The present paper is devoted to the pairs of unipotent short root subgroups in the Chevalley group of type G_2 over a field of characteristic distinct from 2. Namely, we describe the subgroups generated by a pair of short root subgroups and classify the orbits of the Chevalley group acting by simultaneous conjugation on such pairs. Most of the calculations are valid for fields of characteristic 2.

Postupilo 10 aprelØ 2001 g. Baltiæskiæ gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet

email v nesterov 2000@mail.ru