Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

V. I. Mysovskih SISTEMY KOMP^ıTERNO` ALGEBRY I SIMVOL^NYE VYQISLENI˚

§1. Vvedenie

Komp~¸ternaØ algebra – ffto novoe napravlenie, voznikxee pri vzaimodeæstvii rØda matematiqeskih disciplin (v pervu¸ oqered~, algebry) i informatiki. V xirokom smysle pod fftim slovosoqetaniem ponima¸tsØ l¸bye simvol~nye (v otliqie ot qislennyh) vyqisleniØ, vypolnØemye na komp~¸tere. Osnovnye klassy zadaq podobnogo sorta pereqisleny niße, v razdele o sistemah komp~¸ternoæ algebry. ImeetsØ takße special~noe znaqenie termina “komp~¸ternaØ algebra”, primenØemoe k sovokupnosti metodov rexeniØ nelineænyh sistem algebraiqeskih uravneniæ. V nastoØweæ stat~e my upotreblØem fftot termin v xirokom smysle.

Sleduet otmetit~ kardinal~noe razliqie meßdu simvol~nymi vyqisleniØmi (t.e. metodami i algoritmami komp~¸ternoæ algebry) i qislennymi metodami. VyqisleniØ s qislami s plava¸weæ toqkoæ realizovany v komp~¸tere na apparatnom urovne i, sledovatel~no, vypolnØ¸tsØ s oqen~ vysokoæ skorost~¸. S drugoæ storony, predstavlenie vewestvennogo (i daße racional~nogo) qisla, soderßawego beskoneqnoe koliqestvo cifr posle desØtiqnoæ toqki, v vide qisla s plava¸weæ toqkoæ, ØvlØetsØ priblißennym. Pofftomu glavnoæ zabotoæ specialista po qislennym metodam i pol~zovatelØ paketa dlØ qislennyh rasqetov ØvlØetsØ kontrol~ za toqnost~¸ vseh promeßutoqnyh vyqisleniæ, a ego osnovnoæ cel~¸ slußit dostißenie zadannoæ toqnosti priblißeniØ dlØ koneqnogo rezul~tata. Uße vyqisleniØ s celymi qislami proizvol~noæ razrØdnosti ne mogut byt~ realizovany na apparatnom urovne i proizvodØtsØ na programmnom urovne. To ße otnositsØ i k rabote s racional~nymi qislami, sostavlennymi iz celyh bol~xoæ razrØdnosti, i k polinomam

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 00-01-00441. 227

228 V. I. MYSOVSKIH vysokoæ stepeni, a takße ko vsem proqim ob¨ektam simvol~nyh vyqisleniæ. Sledovatel~no, takie vyqisleniØ proizvodØtsØ s gorazdo men~xeæ skorost~¸, qem rasqety s qislami s plava¸- weæ toqkoæ. Odnako, poskol~ku simvol~nye vyqisleniØ da¸t absol¸tno toqnyæ rezul~tat, pol~zovatel~ ne dolßen zabotit~sØ o pogrexnosti. Takim obrazom, kaßdyæ iz ukazannyh tipov vyqisleniæ imeet svoi preimuwestva i nedostatki. Vopros o tom, kakoæ iz nih predpoqest~ zavisit, glavnym obrazom, ot specifiki rexaemoæ zadaqi. Otmetim takße, qto v poslednie gody stanovØtsØ populØrnymi i ØvlØ¸tsØ ob¨ektom pristal~nogo vnimaniØ issledovateleæ tak nazyvaemye gibridnye metody, soqeta¸wie metody komp~¸ternoæ algebry, qislennye metody, a takße metody interval~nogo analiza.

§2. KlassifikaciØ sistem i tipy zadaq

Za dva poslednih desØtiletiØ bylo sozdano ogromnoe qislo sistem komp~¸ternoæ algebry, bol~xinstvo iz kotoryh xiroko primenØetsØ v nauqnyh vyqisleniØh, pri rexenii prikladnyh problem, v industrii. V zavisimosti ot nabora standartnyh zadaq, kotorye mogut byt~ rexeny pri pomowi dannyh sistem, poslednie podrazdelØ¸tsØ na universal~nye (ili, inaqe, sistemy obwego naznaqeniØ) i specializirovannye. Pereqislim naibolee znaqimye tipy zadaq, rexaemye pri pomowi universal~nyh sistem.

1. Vsevozmoßnye simvol~nye vyqisleniØ s celymi qislami proizvol~noæ dliny, s racional~nymi qislami bez ograniqeniØ razrØdnosti ih qislitelØ i znamenatelØ, s fflementami koneqnyh poleæ, s polØmi algebraiqeskih qisel (t.e. s koneqnymi rasxireniØmi polØ Q, naprimer, pri pomowi kompleksnyh korneæ n-æ stepeni iz 1) i ih kol~cami celyh.

2. Celyæ rØd zadaq po vyqisleniØm s polinomami ot neskol~- kih peremennyh nad ukazannymi v predyduwem punkte polØmi i kol~cami (nahoßdenie naibol~xego obwego delitelØ, toqnogo znaqeniØ korneæ mnogoqlenov v radikalah, razloßenie na mnoßiteli, vyqislenie diskriminantov i rezul~tantov, bazisov Grœbnera i t.p.). Rexenie sistem polinomial~nyh uravneniæ i drugih sistem nelineænyh uravneniæ, svodØwihsØ k nim podstanovkami fflementarnyh funkciæ.

3. Simvol~nye vyqisleniØ s polinomami nad oblast~¸ vyra-

SISTEMY KOMP^ıTERNO` ALGEBRY 229 ßeniæ. V qastnosti, vyqisleniØ s mnogoqlenami, kofffficienty kotoryh soderßat proizvol~noe qislo parametrov.

4. Simvol~noe vyqislenie predelov funkciæ, soderßawih parametry.

5. Simvol~noe differencirovanie, t.e. nahoßdenie proizvodnyh po standartnym pravilam, izuqaemym v vysxih uqebnyh zavedeniØh. Podqerknem, qto ffti metody soverxenno otliqny ot sposobov qislennogo differencirovaniØ, izvestnyh v vyqislitel~noæ matematike.

6. Simvol~noe integrirovanie, t.e. vyqislenie neopredelennyh integralov. Otmetim korennoe otliqie sootvetstvu¸wih algoritmov ot qislennyh metodov, ispol~zuemyh dlØ nahoßdeniØ priblißennyh znaqeniæ opredelennyh integralov.

7. Rexenie obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ i sistem differencial~nyh uravneniæ v simvol~noæ forme.

8. Simvol~noe rexenie uravneniæ matematiqeskoæ fiziki i sistem uravneniæ v qastnyh proizvodnyh.

9. V bol~xinstve universal~nyh sistem komp~¸ternoæ algebry ime¸tsØ sredstva dlØ izobraßeniØ 2-mernoæ i 3-mernoæ grafiki. Takim obrazom, pol~zovatel~ imeet vozmoßnost~ stroit~ grafiki krivyh i poverhnosteæ, zadannyh parametriqeski. Kak pravilo, moßno upravlØt~ cvetom, masxtabom, razrexeniem i toqkoæ nabl¸deniØ; okrußat~ grafik osØmi, kubom i t.p.

V kaqestve primera upomØnem neskol~ko naibolee izvestnyh universal~nyh sistem komp~¸ternoæ algebry: Maple, Mathemat-

ica, MuPAD, Axiom, Reduce, Derive, Macsyma, Maxima. K soßale-

ni¸, bol~xinstvo fftih sistem bylo razrabotano na kommerqeskoæ osnove, pofftomu ih licenzionnye versii proda¸tsØ i stoØt znaqitel~nyh deneg. PriØtnoe iskl¸qenie sostavlØet sozdannaØ v universitete goroda Paderborn (Germany) sistema komp~¸ternoæ algebry MuPAD (Multi Processing Algebra Data Tool) [6]. Otmetim takße svobodno rasprostranØemu¸ (na obwih principah licenzii GNU) universal~nu¸ sistemu Maxima, razrabotannu¸ v tehasskom universitete (Austin) U. F. Xelterom.

Iz samogo nazvaniØ specializirovannyh sistem komp~¸ternoæ algebry Øsno, qto oni specializirovany na kakom-libo tipe zadaq ili oblasti. Kak pravilo, takie sistemy i pakety sozdavalis~ gruppoæ specialistov-ffntuziastov dannogo profilØ na obwestvennyh naqalah v svobodnoe ot prepodavatel~skoæ

230 V. I. MYSOVSKIH raboty vremØ. Pofftomu znaqitel~naØ qast~ takih specializirovannyh sistem rasprostranØetsØ razrabotqikami besplatno dlØ nekommerqeskih celeæ. Privedem neskol~ko primerov takih sistem i paketov. Naibolee interesnoæ i perspektivnoæ avtoru fftih strok predstavlØetsØ sistema komp~¸ternoæ algebry

GAP (Groups, Algorithms and Programming) [7], sozdannaØ v nemec-

kom gorode Aachen i pozße modificirovannaØ v universitete xotlandskogo goroda St. Andrews. Iznaqal~no razrabatyvaemaØ kak sistema dlØ vyqisleniæ v gruppah, sistema GAP v nasto- Øwee vremØ predstavlØet soboæ mownyæ instrument praktiqeski dlØ l¸byh diskretnyh algebraiqeskih vyqisleniæ. V predposledneæ versii GAP 3.4.4 imeetsØ 26 podpaketov dlØ ffffektivnyh vyqisleniæ s grafami; kodami, ispravlØ¸wimi oxibki; matricami bol~xih razmernosteæ; prostranstvennymi kristallografiqeskimi gruppami i t.p. PoslednØØ modifikacii GAP 4.2 vkl¸qaet v sebØ znaqitel~no bolee ffffektivnye algoritmy, mnogie iz kotoryh po bystrodeæstvi¸ prevoshodØt svoi analogi v GAP 3.4.4 v 2–3 raza. Obe versii sistemy oblada¸t grafiqeskimi sredstvami dlØ izobraßeniØ grafov, sootvetstvu¸- wih rexetkam podgrupp zadannoæ gruppy ili kakih-to podgrafov dannogo grafa v sluqae grupp bol~xogo porØdka. �ti vozmoßnosti dostupny lix~ pri ispol~zovanii operacionnoæ sistemy UNIX (kotoraØ vsegda predpoqtitel~na dlØ bol~xinstva sistem komp~¸ternoæ algebry, nesmotrØ na naliqie versiæ dlØ drugih operacionnyh sistem) i oboloqki X-Windows. Sistema GAP rasprostranØetsØ svobodno dlØ nekommerqeskih celeæ.

Iz drugih besplatno rasprostranØemyh specializirovannyh sistem upomØnem razrabotannu¸ vo Francii sistemu PARI-GP. Ona prednaznaqena dlØ vyqisleniæ v teorii qisel, soderßit kompaktnye i ffffektivnye algoritmy dlØ simvol~nyh vyqisleniæ s algebraiqeskimi qislami, sootvetstvu¸wimi kol~cami i polinomami nad fftimi kol~cami. Sistemy imeet ves~ma malye razmery, umewaetsØ na dvuh 3.5” disketah. Neskol~ko sistem komp~¸ternoæ algebry dlØ vyqisleniæ v diskretnoæ matematike (s grafami, kodami, dizaænami, tablicami metok, polinomami Xuberta i t.p.) bylo sozdano na kafedre Lehrstuhl 2 für Mathe-

matik v universitete nemeckogo goroda Bayreuth. Sredi nih bes-

platno rasprostranØemye pakety Discreta, Symmetrica, a takße ispol~zuemaØ v himiqeskoæ promyxlennosti sistema MOLGEN

SISTEMY KOMP^ıTERNO` ALGEBRY 231 dlØ pereqisleniØ vseh izomerov organiqeskih soedineniæ zadannoæ struktury. Otmetim takße, qto imeetsØ ogromnoe qislo sistem komp~¸ternoæ algebry dlØ vyqisleniØ v takih oblastØh nauki, kak mehanika, astronomiØ, razliqnye razdely fiziki i tak dalee. My ne budem pereqislØt~ zdes~ nazvaniØ i opisyvat~ vozmoßnosti vseh fftih sistem, a ukaßem dlØ zainteresovannogo qitatelØ adres v Internet, gde on smoßet naæti podrobnu¸ informaci¸ o sistemah komp~¸ternoæ algebry i drugom matematiqeskom programmnom obespeqenii. Straniqka pod nazvaniem

“Mathematics Software” dostupna qerez EMIS (Europe Mathematics Information Service) po adresu:

http://www.ras.ru/EMIS/PSU-mirror/MathLists/Software.html

§3. Osobennosti arhitektury i principy postroeniØ

Teper~ otmetim rØd obwih harakteristik sistem komp~¸ternoæ algebry. Bol~xinstvo iz nih postroeno s ispol~zovaniem nekotoryh obwih principov v arhitekture. V pervu¸ oqered~ sleduet otmetit~, qto bol~xinstvo sistem komp~¸ternoæ algebry iznaqal~no razrabatyvalos~ dlØ operacionnyh sistem tipa

UNIX, pofftomu daße pri naliqii sootvetstvu¸wih modifika-

ciæ dlØ MS-DOS i Windows oni naibolee ffffektivno rabota- ¸t v srede UNIX. Bol~xaØ qast~ prodvinutyh (t.e. akkuratno sproektirovannyh i dostatoqno mownyh) sistem imeet Ødro, kotoroe vypolnØet rØd kl¸qevyh funkciæ. K poslednim otnosØtsØ: avtomatiqeskoe dinamiqeskoe raspredelenie pamØti, kl¸qevye operacii s osnovnymi prostymi i sostavnymi (obyqno spiski i zapisi) tipami dannyh. Krome togo, bol~xinstvo podobnyh sistem imeet svoæ sobstvennyæ Øzyk programmirovaniØ, obyqno paskalevskogo tipa, no, kak pravilo, ne trebu¸wiæ opisaniØ tipov i ob¨ektov. Odnoæ iz vaßneæxih funkciæ Ødra ØvlØetsØ interpretaciØ programm napisannyh na Øzyke sistemy. V dopolnenie k fftomu, Ødro soderßit nabor programmnyh sredstv dlØ testirovaniØ, obnarußeniØ sintaksiqeskih oxibok i t.p. V bol~xinstve prodvinutyh sistem komp~¸ternoæ algebry Ødro napisano na Øzyke S, otkuda i vytekaet ih naibol~xaØ ffffektivnost~ v srede UNIX.

Krome Ødra, horoxo razrabotannye sistemy komp~¸ternoæ algebry soderßat biblioteki razliqnyh urovneæ. V pervu¸ oqered~, ffto biblioteki funkciæ i procedur, a takße obxirnye

232 V. I. MYSOVSKIH biblioteki dannyh. Bolee togo, izvestnye prodvinutye sistemy vkl¸qa¸t, kak pravilo, razliqnye podpakety dlØ ffffektivnogo rexeniØ kakih-libo special~nyh zadaq. PodobnaØ osobennost~ ob¨ØsnØetsØ tem, qto v nastoØwee vremØ dlØ vypolneniØ odnogo i togo ße tipa simvol~nyh vyqisleniæ imeetsØ neskol~ko (poroæ daße neskol~ko desØtkov) algoritmov. Vybor togo ili inogo algoritma opredelØetsØ kl¸qevymi osobennostØmi rexaemoæ v dannyæ moment zadaqi – naprimer, stepen~¸ mnogoqlena i qislom ego nenulevyh kofffficientov; razmernost~¸ sistemy ili matricy i t.p. V rØde prodvinutyh sistem, toqnee v vyxedxih v poslednie gody ih versiØh, imeetsØ vozmoßnost~ avtomatiqeskogo vybora algoritma samoæ sistemoæ v zavisimosti ot naqal~- nyh dannyh. Naprimer, takaØ vozmoßnost~ imeetsØ v posledneæ versii sistemy GAP 4.2.

Vaßnoæ osobennost~¸ postroeniØ sovremennyh sistem komp~¸ternoæ algebry ØvlØetsØ dinamiqnost~ zapiseæ o kaßdom ob¨ekte. A imenno, pri vypolnenii vsØkogo novogo vyqisleniØ s dannym ob¨ektom poluqennyæ rezul~tat fiksiruetsØ i hranitsØ vo vnov~ sozdavaemom pole sootvetstvu¸weæ zapisi. Esli pol~zovatel~ zahoqet vosproizvesti fftot rezul~tat, to vmesto povtornogo vyqisleniØ posledniæ budet prosto izvleqen iz sootvetstvu¸weæ zapisi. Takim obrazom, za sqet nekotorogo dopolnitel~nogo rashoda pamØti ffkonomitsØ vremØ raboty processora. Qem bol~xe vyqisleniæ s dannym ob¨ektom proizvodit pol~zovatel~, tem bol~xe komponent priobretaet sootvetstvu¸waØ zapis~. Estestvenno, qto ffta osobennost~ imeet mesto tol~ko v ramkah dannogo seansa pol~zovatel~skoæ raboty s sistemoæ. Vyhod iz sistemy uniqtoßaet dannye takogo sorta. Pri rexenii oqen~ emkih zadaq fftoæ osobennost~¸ moßno vospol~zovat~sØ dlØ vysvoboßdeniØ pamØti. S drugoæ storony, vo mnogih sistemah (naprimer, GAP) imeetsØ vozmoßnost~ udalØt~ celye zapisi i ih otdel~nye komponenty vruqnu¸, ne zaverxaØ seans raboty.

K obwim principam postroeniØ sovremennyh sistem dlØ simvol~nyh vyqisleniæ moßno otnesti i naliqie obxirnoæ dokumentacii, postavlØemoæ v razliqnyh udobnyh dlØ pol~zovatelØ formatah. Vo-pervyh, vse podobnye sistemy, daße takie nebol~xie, kak sistema PARI-GP, ime¸t udobnu¸ pomow~ “on-line”, kotoraØ vyzyvaetsØ pri pomowi nabora imeni interesu¸wego

SISTEMY KOMP^ıTERNO` ALGEBRY 233 pol~zovatelØ kl¸qevogo slova. Krome togo, distributiv obyqno soderßit “.html” faæly, udobnye dlØ qteniØ pri pomowi

“netscape”, “Explorer”, “Opera” i t.p. V nekotoryh sistemah do-

kumentaciØ postavlØetsØ takße v vide “.tex” ili “.doc” faælov, pozvolØ¸wih sformirovat~ i raspeqatat~ polnoe rukovodstvo ili spravoqnik po sisteme. DlØ ffkonomii resursov pol~zovatel¸ daleko ne vsegda imeet smysl raspeqatyvat~ takoe rukovodstvo, dlØ bol~xinstva celeæ dostatoqno ispol~zovat~ pomow~

“on-line” neposredstvenno v processe raboty. Naprimer, predpo-

slednØØ versiØ GAP 3.4.4 soderßit rukovodstvo (Manual) ob¨- emom 1600 stranic v TeX.

Kak uße upominalos~ vo vvedenii, qistye sistemy komp~¸- ternoæ algebry vypolnØ¸t simvol~nye vyqisleniØ. Odnako v bol~xinstve sistem (osobenno universal~nyh) dlØ udobstva pol~zovatelØ realizovany qisla s plava¸weæ toqkoæ i ime¸tsØ funkcii dlØ qislennoæ ocenki poluqennogo rezul~tata pri podstanovke znaqeniæ parametrov ili pri analize vyraßeniæ s radikalami. Naprimer, v sisteme MuPAD dlØ fftoæ celi slußit standartnaØ funkciØ float.

Dalee my privedem dva primera ispol~zovaniØ sistem komp~¸ternoæ algebry dlØ algebraiqeskih vyqisleniæ: rexenie nelineænoæ algebraiqeskoæ sistemy i vyqisleniØ s rexetkami podgrupp koneqnoæ gruppy s ispol~zovaniem tablicy metok Bernsaæda.

§4. Primery algebraiqeskih vyqisleniæ

Kak pravilo, vypolnenie prØmyh simvol~nyh vyqisleniæ ne vyzyvaet zatrudneniØ u pol~zovatelØ universal~noæ ili specializirovannoæ sistemy komp~¸ternoæ algebry. Obyqno takie rasqety provodØtsØ s ispol~zovaniem standartnyh operatorov simplify (uprostit~), expand (razloßit~, raskryt~ skobki),

solve (rexit~), factorize (razloßit~ na mnoßiteli) i t.d. Razu-

meetsØ, sintaksis ispol~zuemyh komand zavisit ot konkretnoæ sistemy, a imena standartnyh funkciæ i ih argumenty mogut byt~ utoqneny v dokumentacii.

1ffi. Proill¸striruem nahoßdenie rexeniæ nelineænoæ algebraiqeskoæ sistemy v pakete dlØ simvol~nyh vyqisleniæ Maxima na primere sistemy s dvumØ neizvestnymi iz raboty [4]. Tre-

234 V. I. MYSOVSKIH buetsØ rexit~ sledu¸wu¸ polinomial~nu¸ sistemu:

3x^2y + 2xy + y + 9x^2 + 5x − 3 = 0

2x^3y − xy − y + 6x^3 − 2x^2 − 3x + 3 = 0

x^3y + x^2y + 3x^3 + 2x^2 = 0.

Ispol~zovanie vsego odnogo operatora

solve([3*x*x*y+2*x*y+y+9*x+5*x-3=0,
2*x^3*y-x*y-y+6*x^3-2*x*x-3*x+3=0,
x^3*y+x*x*y+3*x^3+2*x*x=0],[x,y]);

privodit k poluqeni¸ vseh treh rexeniæ ishodnoæ sistemy. �to ( − √ 5 · √ 13 − 5 √ 5 · √ 13 − 9 , − √ 5 · √ 13 + 3 4 ) ;

(0, 3); ( − √ 5 · √ 13 + 5 √ 5 · √ 13 + 9 , √ 5 · √ 13 − 3 4 ) . Posle fflementarnogo uproweniØ vidim sovpadeniØ rexeniæ s rezul~tatami raboty [4]:

(0, 3);

((5 + √ 65)/4, −(3 + √ 65)/4);

((5 − √ 65)/4, (−3 + √ 65)/4).

L¸bopytno otmetit~, qto ot pol~zovatelØ sistemy Maxima, kotoraØ pozvolila legko provesti vyqisleniØ, ne trebuetsØ znaniØ bazisov Grebnera, reducirovannyh bazisov i proqih instrumentov komp~¸ternoæ algebry. VsØ ffta tehnika uße zaloßena v algoritmy dannogo paketa.

2ffi. Zaqastu¸ tormozom dlØ rexeniØ konkretnoæ zadaqi pri pomowi prØmyh simvol~nyh vyqisleniæ slußit ih znaqitel~- naØ resursoemkost~ ili nizkaØ skorost~ realizovannyh algoritmov. V takoæ situacii rexa¸wee znaqenie moßet imet~ udaqno podobrannyæ dlØ dannoæ zadaqi metod vyqisleniØ. Tak,

SISTEMY KOMP^ıTERNO` ALGEBRY 235 avtor fftih strok v teqenie mnogih let bezuspexno pytalsØ dokazat~ gipotezu Z. I. Boreviqa ob ffkvivalentnosti ponØtiæ polinormal~nosti i paranormal~nosti v koneqnoæ razreximoæ gruppe. �ti nastoæqivye popytki priveli k mysli o nespravedlivosti gipotezy i poisku kontrprimera. Poskol~ku takoæ kontrprimer predpolagal by ves~ma tonkie razliqiØ v stroenii rexetok promeßutoqnyh podgrupp, ego postroenie teoretiqeskimi metodami ne predstavlØlos~ vozmoßnym. S drugoæ storony, polnyæ perebor vseh podgrupp vseh koneqnyh grupp do nekotorogo fiksirovannogo porØdka dlØ poiska nußnoæ rexetki potreboval by gromadnogo vremeni vvidu kraæne bystrogo rosta qisla neizomorfnyh grupp odnogo porØdka i qisla klassov soprØßennyh podgrupp v nih. PrØmye vyqisleniØ s gruppovymi fflementami i polnyæ perebor Øvno ne godilis~. V dannoæ zadaqe pomogla tehnika tablic metok Bernsaæda i razrabotannaØ v sisteme GAP [7] biblioteka tablic metok dlØ podgrupp nekotoryh koneqnyh prostyh grupp.

Pri ispol~zovanii fftogo instrumenta medlennye vyqisleniØ s gruppovymi fflementami zamenØ¸tsØ oqen~ bystrymi operaci- Ømi s celymi qislami iz tablicy metok pri pomowi dannyh iz biblioteki TOM sistemy GAP. Podrobnosti o metode, algoritmah, teoremy o neobhodimyh i dostatoqnyh usloviØh polinormal~- nosti i paranormal~nosti i sam kontrprimer moßno naæti v rabotah avtora [2, 3]. Zdes~ my privedem lix~ tekst testa na svoæstvo paranormal~nosti dlØ poØsneniØ skazannogo vyxe.

IsParaTom:=function(G,d)
local t, interm, comp, i, k, nk, pos1, pos2, nu1, nu2;
t:=TableOfMarks(G);
interm:=IntermClassesSubsTom(G,d);

# The author’s functions is used here.

comp:=Filtered(interm, i->
        IsCompleteSubTom(G,d,i));
if not IsPolyTom(G,d)
then return false; fi;
for k in comp do
nk:=NormalizersTom(t)[k];
pos1:=Position(SubsTom(t)[k],d);
pos 2:=Position(SubsTom(t)[nk],d);
nu1:=NrSubsTom(t)[k][pos1];

236 V. I. MYSOVSKIH

  nu2:=NrSubsTom(t)[nk][pos2];
    if nu1 < > nu2 then return false; fi;
  od;
  return true;
end;

Literatura

1. A. Akritas, Osnovy komp~¸ternoæ algebry s priloßeniØmi. M., Mir (1994), 544 s.

2. V. I. Mysovskih, Metki Bernsaæda i rexenie dvuh problem Z. I. Boreviqa o polinormal~nyh podgruppah. Dokl. Akad. nauk, 367, No. 4 (1999), 445–446.

3. V. I. Mysovskih, Subnormalizatory i svoæstva vloßeniØ podgrupp koneqnyh grupp. Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 258–280.

4. B. Buchberger, Gröbner Bases: An Algorithmic Method in Polynomial Ideal Theory. CAMP-Publ. Nr (1983), 83–290.

5. R. Fröberg, An introduction to Gröbner bases. Jonh Wiley and Sons (1997). 6. B. Fuchssteiner et al., Multi processing algebra data tool: MuPAD. Birkhäuser Verlag Basel (1994).

7. M. Schönert et al., GAP – Groups, Algorithms and Programming. Lehrstuhl D für Mathematik, RWTH Aachen, Germany, fifth edition (1995).

Mysovskikh V. I. Computer algebra packages and symbolic computation.

General principles for the construction and architecture of computer algebra packages are considered. The range of tasks that can be solved with their help is indicated. A classification of such systems is presented,and the most popular and significant packages for symbolic computing are listed. We mention fundamental characteristics of computer algebra systems, as well as data types. A difference between symbolic computation and numerical methods is indicated. Two examples of algebraic calculations in the packages Maxima and GAP 4.2 are given. They concern the solution of nonlinear algebraic systems and the computations with subgroup lattices, respectively.

Postupilo 24 oktØbrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail:vimys@pdmi.ras.ru