Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

A. I. Madunc

FORMAL^NYE GRUPPY LıBINA–TE`TA NAD KOL^COM CELYH MNOGOMERNOGO LOKAL^NOGO POL˚

TeoriØ formal~nyh grupp L¸bina–Teæta horoxo razvita v sluqae grupp nad kol~com celyh klassiqeskogo (odnomernogo) lokal~nogo polØ (sm. [3, 4]). Cel~ dannoæ raboty – obobwit~ rezul~taty fftoæ teorii na mnogomernyæ sluqaæ.

Vvedem osnovnye oboznaqeniØ (podrobnee o ponØtiØh, svØzannyh s mnogomernymi lokal~nymi i polnymi polØmi, sm. [2]).

K – n-mernoe lokal~noe pole, t.e. posledovatel~nost~ polnyh diskretno normirovannyh poleæ K_n, K_n�_1, . . . , K_0, gde kaßdoe posledu¸wee pole ØvlØetsØ polem vyqetov predyduwego, priqem

K_0 koneqno.

q = p^f – qislo fflementov polØ K_0.

v = (v_1, . . . , v_n) – normirovanie ranga n (mnogomernoe normi-

rovanie).

(t_1, . . . , t_n) – sistema lokal~nyh parametrov polØ K. Poskol~-

ku v dal~neæxem nam ponadobitsØ tol~ko t_1, my dlØ kratkosti budem oboznaqat~ ego t i nazyvat~ prostym fflementom.

O – kol~co celyh polØ K otnositel~no mnogomernogo normirovaniØ.M

– maksimal~nyæ ideal kol~ca O.

O_1 = {a ∈ O : (v_2(a), v_3(a), . . . , v_n(a)) ¿ (0, 0, . . . , 0)}. M1 = {a ∈ O : (v2(a), v3(a), . . . , vn(a)) ¿ (1, 0, . . . , 0)}. Napomnim, qto mnoßestvo Z^n = {r = (r_1, . . . , r_n) : r_s ∈ Z} predpolagaetsØ leksikografiqeski uporØdoqennym v sledu¸wem smysle:

r^{(1)} = (r^{(1)}_1 , . . . , r^{(1)}_n ) < r^{(2)} = (r^{(2)}_1 , . . . , r^{(2)}_n )

oznaqaet, qto r^{(1)}m < r^{(2)}m , r^{(1)}_{m+1} = r^{(2)}_{m+1} , . . . , r^{(1)}n = r^{(2)}n , gde m 6 n.

Zametim, qto M = tO. Krome togo, vypolneny vkl¸qeniØ M1 ⊂ M ⊂ O ⊂ O1. 221

222 A. I. MADUNC Legko videt~ takße, qto p ∈ M.

Teper~ privedem nekotorye rezul~taty iz teorii formal~- nyh grupp (sm. [4]). Sformuliruem tak nazyvaemu¸ funkcional~nu¸ lemmu.

Funkcional~naØ lemma. Pust~ R – pole, A – ego podkol~co, I –

ideal v A, σ – kol~cevoæ gomomorfizm, p – prostoe qislo, p ∈ A, q = p^f , s_i ∈ R, i ¿ 1, priqem vypolneny usloviØ 1. σ(A) ⊂ A, 2. σ(a) ≡ a^q mod I, a ∈ A, 3. dlØ l¸bogo i imeem s_iI ⊂ A. Po kaßdomu rØdu g(X) = ∑ i¿1^{giXi nad A my teper~ moßem po-}

stroit~ novyæ rØd f_g (X) = ∑ i¿1^fi^{Xi nad R po sledu¸wemu funk-}

cional~nomu uravneni¸:

f_g (X) = g(X) + ∑ i¿1^{siσ} if_g (X), gde σf_g (X) = ∑ i¿1^{f σ}i^{Xqi . Pri fftom formula, svØzyva¸waØ kofff-}

ficienty rØdov, imeet vid

f_qr_m = g_qr_m + s_1σ(f_qr�1_m) + . . . + s_r σ^r(f_m)

(zdes~ m ne delitsØ na q).

Pust~ g(X) = ∑ i¿1^{giXi, h(X) = ∑}i¿1^{hiXi rØdy nad A, i g1}

obratim v A. Togda

1. rØd F_g(X, Y ) = f�^1_g (f_g (X) + f_g (Y )) imeet kofffficienty v A, 2. rØd f�^1_g (f_h(X)) imeet kofffficienty v A, 3. suwestvuet rØd l(X) s kofffficientami v A takoæ, qto f_g (h(X)) = f_l(X),

4. esli α(X) – stepennoæ rØd nad A, a β(X) – nad R, to α(X) ≡ β(X) mod I^r togda i tol~ko togda, kogda

f_g(α(X)) ≡ f_g(β(X)) mod I^r ,

5. esli h(X), l(X) udovletvorØ¸t nekotorym funkcional~nym uravneniØm i h(X) ≡ l(X) ≡ X mod X^2, to formal~nye zakony H(X, Y ) i L(X, Y ) strogo izomorfny togda i tol~ko togda, kogda funkcional~nye uravneniØ dlØ h(X) i l(X) odnogo tipa.

Primenim funkcional~nu¸ lemmu k sluqa¸ R = K, A = O,

I = M, σ – toßdestvennyæ gomomorfizm, s1 = t^{�1}, si = 0, i > 1,

FORMAL^NYE GRUPPY LıBINA––TE`TA 223

g(X) = X. �to moßno sdelat~, poskol~ku O/M ØvlØetsØ polem,

sostoØwim iz q fflementov, qto oqevidnym obrazom daet sootnoxenie

a^q ≡ a mod M

dlØ vseh a ∈ O.

Itak, naxe funkcional~noe uravnenie imeet vid

f(X) = X + t�^1f(X^q ).

Po qasti 1 funkcional~noæ lemmy kofffficienty formal~noæ gruppy F (X, Y ) = f�^1(f(X) + f(Y )) leßat v O. Poskol~ku rØd

tf(X) udovletvorØet funkcional~nomu uravneni¸ togo ße tipa,

qto i f(X), no s g(X) = tX, po qasti 2 funkcional~noæ lemmy kofffficienty rØda f�^1(tf(X)) leßat v O.

Oboznaqim fftot rØd [t]_F (X). Takim obrazom, [t]_F (X) ØvlØetsØ ffndomorfizmom nad O formal~noæ gruppy F (X, Y ). Krome togo, legko videt~, qto

[t]_F (X) ≡ tX mod deg2 i [t]_F (X) ≡ X^q mod M.

Teper~ vvedem mnoßestvo

E_t = {l(X) ∈ O[[X]] : l(X) ≡ tX mod deg2, l(X) ≡ X^q mod M}.

Tem ße sposobom, qto i v odnomernom sluqae (sm. [1, 3]) dokazyvaetsØ, qto dlØ l¸bogo l(X) ∈ E_t suwestvuet edinstvennaØ formal~naØ gruppa F_l(X, Y ) nad O, takaØ qto l(X) – ee ffndomorfizm. �ti formal~nye gruppy budem nazyvat~ formal~nymi gruppami L¸bina–Teæta. Itak, F (X, Y ) – formal~naØ gruppa L¸bina–Teæta, sootvetstvu¸waØ ffndomorfizmu [t]_F (X).

Analogiqnym obrazom, podobno odnomernomu sluqa¸ (sm. [4]) dokazyvaetsØ takße to, qto l¸baØ formal~naØ gruppa L¸bina– Teæta poluqaetsØ po funkcional~noæ lemme pri nekotorom

g(X) ∈ O[[X]] i dlØ l¸bogo g(X) ∈ O[[X]] poluqennaØ po funkci-

onal~noæ lemme formal~naØ gruppa F_g(X, Y ) ØvlØetsØ formal~- noæ gruppoæ L¸bina–Teæta. Pofftomu imeet mesto

224 A. I. MADUNC

Predloßenie 1. F (X, Y ) – formal~naØ gruppa L¸bina–Teæta v

tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ee logarifm (obrazu¸waØ) f(X) udovletvorØet uslovi¸ f(X) − t�^1f(X^q ) ∈ O[[X]].

Napomnim, qto f(X) ∈ K[[X]] nazyvaetsØ logarifmom formal~noæ gruppy F (X, Y ), esli f(X) ≡ X mod deg2 i F (X, Y ) = f�1_{(f(X) + f(Y ))}.

Odnako dalee my nabl¸daem nekotoroe otliqie ot klassiqeskoæ teorii. DlØ klassiqeskogo lokal~nogo polØ byl veren tot fakt, qto prostoæ fflement t opredelen fftim usloviem odnoznaqno, t.e. esli i dlØ prostogo t_1 vypolneno uslovie

f(X) − t�^1_1 f(X^q ) ∈ O[[X]], to t = t_1. V naxeæ situacii ffto ne tak.

Predloßenie 2. Pust~ f(X) − t�^1f(X^q ) ∈ O[[X]]. Togda dlØ pro-

stogo t_1 vypolneno uslovie f(X)−t�^1_1 f(X^q ) ∈ O[[X]] v tom i tol~- ko v tom sluqae, kogda t − t_1 ∈ M_1.

Dokazatel~stvo. Pust~ vypolneno uslovie f(X) − t�^1_1 f(X^q ) ∈

O[[X]]. Sledovatel~no,

f_qi − t�^1f_qi�1 = g_qi ∈ O i f_qi − t�^1_1 f_qi�1 = c_qi ∈ O.

Domnoßiv ffti ravenstva na tf�^1_{qi} i t_1f�^1_{qi} sootvetstvenno i vyqtØ iz pervogo vtoroe, poluqaem

t − t_1 = (g_qi t − c_qi t_1)f�^1_{qi} .

UqityvaØ, qto f_q−t�^1 = g_q ∈ O, imeem v(f_q ) = (−1, 0, . . . , 0). Dalee nesloßnoæ indukcieæ pokazyvaem, qto v(f_qi ) = (−i, 0, . . . , 0). Takim obrazom, dlØ vseh i verno sootnoxenie

v(t − t_1) ¿ (i + 1, 0, . . . , 0),

qto i daet uslovie t − t_1 ∈ M_1.

Teper~ provedem dokazatel~stvo v obratnu¸ storonu. Pust~

t − t_1 = a ∈ M_1 i f(X) − t�^1f(X^q ) ∈ O[[X]]. Togda

f_qi_m − t�^1f_qi�1_m = g_qi_m ∈ O i f_qi_m − t�^1_1 f_qi�1_m = g_qi_m + t�^1f_qi�1_m(1 − (1 − at�^1)�^1)

FORMAL^NYE GRUPPY LıBINA––TE`TA 225 (zdes~ m ne delitsØ na q). Ostalos~ dokazat~, qto t�1_{fqi}�_{1 m(1 − (1 − at}�1_)�1_{) ∈ O.}

Poskol~ku f_m ∈ O i f_qi_m = t�^1f_{qi}�_{1m} +g_qi_m, g_qi_m ∈ O, indukcieæ poluqaem, qto t^mf_qi_m ∈ O. Sledovatel~no,

t�1_{fqi}�_{1m(1 − (1 − at}�1_)�1_{) = t}i�1_{fqi}�_{1mt}�i_{(at}�1_{− a}2_t�2_{+ . . . ).}

No a ∈ M_1, i potomu dlØ l¸bogo i imeem t�^ia ∈ O, qto zaverxaet dokazatel~stvo.

Zameqanie. Takim obrazom, po l¸boæ formal~noæ gruppe L¸-

bina–Teæta s toqnost~¸ do M_1 opredelØetsØ prostoæ fflement

t(F ) i odnoznaqno opredelØetsØ fflement t(F ) ∈ O/M_1.

Teorema 1. Formal~nye gruppy L¸bina–Teæta F (X, Y ) i G(X, Y )

izomorfny nad O togda i tol~ko togda, kogda t_F = t_G, priqem v fftom sluqae oni strogo izomorfny.

Dokazatel~stvo. Pust~ tF = tG. Togda po Predloßeni¸ 2 moß-

no vybrat~ prostoæ t takoæ, qto dlØ logarifmov vypolneny usloviØ f(X) − t�^1f(X^q ) ∈ O i g(X) − t�^1g(X^q ) ∈ O. Po qasti 4 funkcional~noæ lemmy imeem strogiæ izomorfizm formal~- nyh grupp.

Pust~ teper~ F (X, Y ) i G(X, Y ) izomorfny, ϕ – izomorfizm. Po uße dokazannomu g(X) − t�^1_G g(X^q ) ∈ O. PodstavlØØ v ffto ravenstvo ϕ(X) vmesto X, poluqaem sootnoxenie

g(ϕ(X)) − t�^1_G g(ϕ(X)^q ) = f(X) − t�^1_G (f(x^q ) + qh(X)) ∈ O,

gde h(X) ∈ O[[X]]. UqityvaØ, qto f(X) − t�^1_F f(X^q ) ∈ O, primenØem Predloßenie 2.

Teper~ izuqim faktor-mnoßestvo O/M_1. DlØ fftogo trebuetsØ napomnit~, kak opredelØetsØ mnogomernoe normirovanie: v_K = v = (v_1, . . . , v_n) : K → Z^n ∪ {∞}, gde v(0) = ∞, a pri a ≠ 0 v_i(a) = v_{Ki} ( at�vn(a) n . . . t�^{vi}+1^{(a)} i+1 ) dlØ 1 6 i 6 n − 1; v_n(a) = v_{Kn} (a).

226 A. I. MADUNC (Zdes~ nadqerkivanie oboznaqaet obraz v K_i.)

Legko videt~, qto moßno korrektno opredelit~ gomomorfizm, sopostavlØ¸wiæ kaßdomu a ∈ O ego vyqet v pole K_1, priqem Ødrom budet ØvlØt~sØ M_1, a obrazom – kol~co celyh polØ K_1. Oboznaqim ego O_K1. Itak, my dokazali

Predloßenie 3. O/M1 ≈ OK_1.

Zametim, qto K_1 – klassiqeskoe (odnomernoe) lokal~noe pole. DlØ l¸bogo prostogo fflementa t iz lokal~nogo polØ K_1 opredelim mnoßestvo

E_t = {l(X) ∈ O[[X]] : l(X) ≡ tX mod deg2, l(X) ≡ X^q mod M}

(zdes~ nadqerkivanie oboznaqaet obraz v K_1).

Teorema. Formal~nye gruppy L¸bina–Teæta izomorfny nad O

togda i tol~ko togda, kogda sredi ih ffndomorfizmov est~ prinadleßawie E_t pri odnom i tom ße t, priqem v fftom sluqae formal~nye gruppy strogo izomorfny.

Literatura 1. S. V. Vostokov, I. B. ȷukov, Nekotorye podhody k postroeni¸ abele-

vyh rasxireniæ dlØ p-adiqeskih poleæ. Trudy S.-Peterb. mat. obw-va, 3

(1994), 194–214.

2. I. B. ȷukov, A. I. Madunc, Mnogomernye polnye polØ: topologiØ i

drugie osnovnye ponØtiØ. Trudy S.-Peterb. mat. obw-va, 3 (1994), 4–46.

3. K. Ivasava, Lokal~naØ teoriØ poleæ klassov. M., Mir, 1983, 180 ss.

4. M. Hazewinkel, Formal groups and applications. New York, Academic Press, 1978, 573 pp.

Madunts A. I. Lubin–Tate formal groups over integer ring of multidimensional local field.

The paper gives isomorphism criterions for Lubin–Tate formal groups over an integer ring of a miltidimensional local field.

Postupilo 21 maØ 2001 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ tehniqeskiæ universitet