Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e

UNIVERSAL^NA˚ ZADAQA POGRUȷENI˚ S CIKLIQESKIM ˚DROM POR˚DKA 8

NastoØwaØ rabota prodolßaet issledovaniØ avtorov po universal~no razreximoæ zadaqe pogrußeniØ (sm. [1, 2]). Napomnim ffto ponØtie. Pust~ 1 → A → G^φ→ F → 1 – toqnaØ posledovatel~nost~ koneqnyh grupp. GovorØt, qto ona opredelØet universal~no razreximu¸ zadaqu pogrußeniØ, esli zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, F ) razrexima dlØ l¸bogo koneqnogo rasxireniØ K/k s gruppoæ Galua F . Zametim, qto v kaqestve rexeniØ dopuska¸tsØ algebry Galua, priqem zadaqa pogrußeniØ moßet stavit~sØ i nad algebroæ Galua K nad polem k (sm. [3]).

V rabote [1] pokazano, qto klass universal~no razreximyh rasxireniæ xire klassa poluprØmyh rasxireniæ. V rabote [2] pokazano, qto esli A – cikliqeskaØ gruppa neqetnogo porØdka, to klass universal~no razreximyh zadaq sovpadaet s klassom poluprØmyh. V nastoØweæ rabote my pokaßem, qto analogiqnyæ rezul~tat veren, kogda A – cikliqeskaØ gruppa porØdka 8.

Zametim, qto moßno ograniqit~sØ sluqaem, kogda G – pgruppa, t.e. v dannom sluqae moßno sqitat~, qto G – 2-gruppa. Deæstvitel~no, pust~ 1 → A → G → F → 1 – gruppovoe rasxirenie s cikliqeskim Ødrom porØdka 8 i zadaqa pogrußeniØ, svØzannaØ s dannoæ posledovatel~nost~¸ ØvlØetsØ universal~no razreximoæ, togda universal~no razreximoæ budet i zadaqa, svØzannaØ s posledovatel~nost~¸ 1 → A → G2 → F2 → 1, DannaØ rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI, granty 00-01-00116 i 00-01-00441. 210

UNIVERSAL^NA˚ ZADAQA POGRUȷENI˚ 211 gde G_2, F_2 – silovskie 2-podgruppy G i F , sootvetstvenno. Esli my pokaßem, qto poslednee rasxirenie ØvlØetsØ poluprØmym, to takovym budet i ishodnoe rasxirenie. Takim obrazom, v dal~- neæxem budem predpolagat~, qto G – 2-gruppa.

Zametim, qto gruppa avtomorfizmov cikliqeskoæ gruppy porØdka 8 – ffto gruppa F_0 porØdka 4 s obrazu¸wimi σ_0 i τ_0, priqem deæstvie na obrazu¸wem fflemente a gruppy A zadaetsØ formulami a^{σ0} = a^5, a^{τ0} = a^{−1}. Budem v dal~neæxem predpolagat~, qto gruppa F deæstvuet na Ødre A kak polnaØ gruppa avtomorfizmov.

Dokaßem vspomogatel~noe teoretiko-gruppovoe utverßdenie. Rassmotrim sledu¸wie tri gruppovyh rasxireniØ s odnim i tem ße Ødrom A:

1) 1 → A → H_1^{α1}→ H_1 → 1, (1)

gde H_1 – 2-gruppa klassa nil~potentnosti 2 s dvumØ obrazu¸- wimi h_{11}, h_{12} i dopolnitel~nymi sootnoxeniØmi

h^4_{11} = 1, h^2_{12} = 1, [ h_{11}, h_{12}

]_2 = 1.

Zdes~ i v dal~neæxem my ispol~zuem oboznaqeniØ: [a, b] =

a^{−1}b^{−1}ab, [a, b, c] = [[a, b]c]. Gruppa H_1 imeet porØdok 16 i deæ-

stvie H_1 na Ødre A zadaetsØ formulami

a^{h11} = a^5, a^{h12} = a^{−1}.

Gruppu H_1 opredelim kak 2-gruppu s tremØ obrazu¸wimi a, h_{11},

h_{12} i sootnoxeniØmi

h^4_{11} = 1, h^2_{12} = 1, a^8 = 1, [ a, h_{11} ] = a4, [ a, h_{12} ] = a^−2, [ h_{11}, h_{12}, h_{11} ] = a4, [ h_{11}, h_{12}, h_{12} ] = 1, [ h_{11}, h_{12}

]_2 = 1.

Gomomorfizm α_1 opredelØetsØ po formulam

α_1(h_{11}) = h_{11}, α_1(h_{12}) = h_{12}, α_1(a) = 1.

2) 1 → A → H_2^{α2}→ H_2 → 1, (2)

gde H_2 – abeleva gruppa porØdka 8 s obrazu¸wimi h_{21}, h_{22}, priqem h^4_{21} = 1, h^2_2 = 1 i deæstvie H_2 na A opredelØetsØ formulami

a^{h21} = a^5, a^{h22} = a^{−1}.

212 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E Gruppu H_2 opredelim kak 2-gruppu s tremØ obrazu¸wimi a, h_{21},

h_{22} i sootnoxeniØmi

h^4_{21} = a^4, h^2_2 = 1, a^8 = 1, [ a, h_{22} ] = a4, [ a, h_{22} ] = a^−2, [ h_{21}, h_{22} ] = 1.

Gomomorfizm α_2 opredelØetsØ po formulam

α_2(h_{21}) = h_{21}, α_2(h_{22}) = h_{12}, α_2(a) = 1.

3) 1 → A → H_3^{α3}→ H_2 → 1. (3)

Gruppa H_2 opredelena vyxe. Gruppu H_3 opredelim kak 2-gruppu s tremØ obrazu¸wimi a, h_{31}, h_{32} i sootnoxeniØmi

h^4_{31} = 1, h^2_{32} = a^4, a^8 = 1, [ a, h_{32} ] = a4, [ a, h_{32} ] = a^−2, [ h_{31}, h_{32} ] = 1.

Gomomorfizm α_3 opredelØetsØ po formulam

α_3(h_{31}) = h_{21}, α_3(h_{32}) = h_{22}, α_3(a) = 1.

Zametim, qto gruppa F_0 ØvlØetsØ gomomorfnym obrazom vvedennyh grupp H_i, esli my poloßim β_i(a) = 1, β_i(h_{i1}) = σ_0,

β_i(h_{i2}) = τ_0, gde β_i – gomomorfizm H_i → F_0, sledovatel~no, moßno

rassmatrivat~ prØmye proizvedeniØ grupp H_i s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ F_0.

Lemma. Pust~_{1 → A → G φ→ F → 1}

– rasxirenie koneqnyh 2-grupp, A – cikliqeskaØ gruppa porØdka 8 i F deæstvuet na A kak polnaØ gruppa avtomorfizmov. Krome togo, pust~ dlØ l¸boæ sobstvennoæ podgruppy F gruppy F naædetsØ izomorfnaØ eæ podgruppa G v G so svoæstvom φ(G) = F . Togda, esli F imeet 2 obrazu¸wie, to v gruppe G suwestvuet normal~- naØ podgruppa H_0 takaØ, qto H_0 ∩ A = 1 i faktorgruppa G/H_0 est~ rasxirenie odnogo iz vidov (1 − 3), libo prØmoe proizvedenie kakih-libo grupp vida (1−3) s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ F_0. Esli gruppa F imeet bolee dvuh obrazu¸wih, to suwestvuet analogiqnaØ podgruppa H_0, takaØ qto G/H_0 – est~ rasxirenie, poluqennoe pod¨emom rasxireniØ cikliqeskoæ gruppy vtorogo porØdka s pomow~¸ cikliqeskoæ gruppy porØdka 2.

Dokazatel~stvo. Pust~ snaqala F – gruppa s dvumØ obrazu¸-

wimi σ i τ , priqem oni vybrany tak, qto ih deæstvie na gruppe

UNIVERSAL^NA˚ ZADAQA POGRUȷENI˚ 213 A opredelØetsØ formulami a^τ = a^5, a^τ = a^{−1}. Oboznaqim qerez F_1 podgruppu v F , sostoØwu¸ iz fflementov, deæstvu¸wih trivial~no na Ødro A, togda F_1 – normal~nyæ delitel~ v F i

F/F_1 = F_0, priqem pri gomomorfizme F → F_0 fflementy σ i τ

otobraßa¸tsØ v σ_0 i τ_0 sootvetstvenno.

Rassmotrim 2-gruppu P klassa nil~potentnosti 3 s dvumØ obrazu¸wimi p_1 i p_2 i dopolnitel~nymi sootnoxeniØmi p^4_1 = 1,

p^4_2 = 1, [p_1, p_2]^2 = 1 (Øsno, qto [p_1, p_2, p_1] i [p_1, p_2, p_2] ime¸t vtoroæ

porØdok). Zametim, qto porØdok fftoæ gruppy raven 128. Opredelim gomomorfizm δ : P → F_0, poloßiv

δ(p_1) = σ_0, δ(p_2) = τ_0.

Ne umalØØ obwnosti, moßno sqitat~, qto P ØvlØetsØ faktorgruppoæ gruppy F , ibo v protivnom sluqae moßno vmesto grupp G i F rassmatrivat~ prØmye proizvedeniØ s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ F_0, t.e. gruppy G ×_{F0} P i F ×_{F0} P sootvetstvenno. ˚sno,

qto usloviØ lemmy dlØ novyh grupp budut sohraneny.

Pust~ σ – proobraz σ v gruppe G i G_σ – podgruppa indeksa 2 v G, ne soderßawaØ σ. Togda G_σ – poluprØmoe rasxirenie Ødra A s pomow~¸ F_σ, gde F_σ = φ(G_σ). Pust~ F_σ – podgruppa v G, izomorfnaØ F_σ, ne pereseka¸waØsØ s A. Gruppa F_σ imeet tri obrazu¸wie τ , [σ, τ ] i σ^2, ØvlØ¸wiesØ proobrazami fflementov τ ,

[σ, τ ] i σ2 iz gruppy F_σ. Analogiqno, podgruppa G_τ indeksa 2 v

G, ne soderßawaØ τ , ØvlØetsØ poluprØmym rasxireniem A s pomow~¸ F_τ i v gruppe G_τ suwestvuet podgruppa F_τ , poroßdennaØ fflementami σ, [σ, τ ] i τ^2, kotorye ØvlØ¸tsØ proobrazami v G_τ fflementov σ, [σ, τ ] i τ^2.

Rassmotrim v F_σ podgruppu F_1 indeksa 2, sostoØwu¸ iz fflementov, deæstvu¸wih trivial~no na Ødro A. F_1 poroßdaetsØ fflementami σ^2, τ^2, [σ, τ ], [ [σ, τ ], τ ] , [ σ^2, τ ]. �lement σ deæstvuet na gruppe G soprØßeniem, sledovatel~no, perevodit F_1 v nekotoru¸ soprØßennu¸ podgruppu. Tak kak F_1 perestanovoqno s A, to kommutant gruppy F_1 zamknut otnositel~no deæstviØ σ.

Pokaßem, qto fflementy (σ^2)^2, τ , [σ, τ ]^2, [σ, τ], τ] i [σ^2, τ ] pod deæstviem σ osta¸tsØ v F_1. σ^2 otliqaetsØ ot σ^2 na nekotoru¸ stepen~ fflementa a, sledovatel~no (σ^2)^2 invarianten otnositel~no deæstviØ σ. Pokaßem, qto (τ^2)^σ ∈ F_1. Deæstvitel~no, ( τ^2 )_σ = τ2 [ τ^2, σ ] = τ 2 [ τ , σ ][ τ, σ, τ ][ τ , σ ] =

214 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E = τ2 [τ, σ] a^i [ [τ, σ] a^i, τ ] [τ, σ] a^i = = τ2 [τ, σ] a^i [ [τ, σ], τ ] a^{−2i} [τ, σ] a^i = [τ, σ] [ [τ, σ], τ ] [τ, σ] ∈ F 1. Dalee, [ σ^2, τ ]_σ = [ σ^2, τ^σ ] = [ σ^2, τ [τ, σ ] ] = = [ σ^2, τ [τ , σ ]a^{−i} ] = [ σ^2, τ [τ , σ ]^{−1} ] ∈ F_1.

�lement [σ, τ ]^2 otliqaetsØ ot sootvetstvu¸wego fflementa v gruppe G_τ na stepen~ fflementa a^2, sledovatel~no, pod deæstviem soprØßeniØ σ on ostaetsØ v F_1. Rassmotrim teper~ [ [σ, τ ], τ ]^σ. Tak kak [ [σ, τ ], τ ] ≡ [ τ^2, σ ][σ, τ ]^{−2}mod F^′_1, gde F^′_1 – kommutant gruppy F_1, to dostatoqno pokazat~, qto [ τ^2, σ ]^σ ∈ F_1. Zametim, qto [ τ^2, σ^2 ] = [ τ^2, σ ][ τ^2, σ, σ ][ τ^2, σ ]. My uße dokazali, qto

[ τ2, σ ] ∈ F 1, sledovatel~no [ τ 2, σ, σ ] ∈ F 1.

Takim obrazom, my pokazali, qto podgruppa H_0, poroßdennaØ fflementami σ^2, τ^2, [ σ^2, τ ], [ σ, τ ]^2, [ [σ, τ ], τ ] ØvlØetsØ normal~nym delitelem v gruppe G. Sledovatel~no, po Predloßeni¸ 1.13.3 knigi [3] klass kogomologiæ f ∈ H^2(F, A), opredelØ¸wiæ rasxirenie G, poluqaetsØ pod¨emom klassa f ∈ H^2(F/H_0, A), gde H_0 – obraz H_0 v F . Zametim, qto F/H_0 – ffto gruppa porØdka 16 klassa nil~potentnosti 2 s dvumØ obrazu¸wimi σ_2, τ_2 i sootnoxeniØmi σ^4_2 = 1, τ^2_2 = 1, [σ_2, τ_2]^2 = 1 (σ_2, τ_2 – obrazy fflementov σ i τ sootvetstvenno pri gomomorfizme F → F/H_0).

Esli v ishodnoæ gruppe [ σ, τ ]^σ /∈ F_1, to rassmotrim prØmoe proizvedenie G_3 grupp G i gruppy vida (1) s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ F_0. V gruppe G_3 pri sohranenii preßnih oboznaqeniæ uslovie [σ, τ]^σ ∈ F_1 uße vypolneno. Zametim, qto rasxirenie G_3 sootvetstvuet pod¨emu klassa f + f_1, gde f_1 – klass kogomologiæ, sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ H_1. Togda klass f + f_1 poluqaetsØ pod¨emom nekotorogo klassa f_2 ∈ H^2(F_4, A), gde F_4 – abeleva faktorgruppa porØdka 8 gruppy F , poroßdennaØ fflementami σ_4 i τ_4 (obrazami σ i τ sootvetstvenno), priqem σ^4 = 1,

τ^2_4 = 1.

Gruppa H^2(F_4, A) ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ s dvumØ obrazu¸wimi porØdka 2, priqem v kaqestve ee obrazu¸wih moßno vzØt~ klassy, sootvetstvu¸wie rasxireniØm vida (2) i (3). Takim obrazom, my zakonqili rassmotrenie sluqaØ, kogda F imeet dve obrazu¸wie.

UNIVERSAL^NA˚ ZADAQA POGRUȷENI˚ 215 Pust~ teper~ gruppa F imeet bolee dvuh obrazu¸wih. Kak i vyxe, obrazu¸wie σ i τ deæstvu¸t na Ødre po formulam a^σ = a^5,

a^τ = a^{−1}. Vyberem obrazu¸wu¸ ω gruppy F , deæstvu¸wu¸ na A

trivial~no. Pust~ ω – proobraz ω v G i G_ω – podgruppa indeksa 2 v G, ne soderßawaØ ω. Togda G_ω – poluprØmoe rasxirenie A s pomow~¸ F_ω, gde F_ω = φ(G_ω). Sledovatel~no, v gruppe G_ω suwestvuet podgruppa F_ω izomorfnaØ F_ω i ne pereseka¸waØsØ s Ødrom A. Oboznaqim qerez H_0 podgruppu v F_ω, sostoØwu¸ iz fflementov perestanovoqnyh s fflementami gruppy A. Pokaßem, qto H_0 – normal~nyæ delitel~ v G. Pust~ σ, τ – obrazu¸wie gruppy F_ω, ØvlØ¸wiesØ proobrazami σ i τ sootvetstvenno, i

G_{1ω} – podgruppa indeksa 4 v G, ne soderßawaØ σ i τ , krome

togo, poloßim F_{1ω} = φ(G_{1ω}).

Zametim, qto σ, τ i ω deæstvu¸t na gruppe G soprØßeniem i nam dostatoqno pokazat~, qto H_0 zamknuto otnositel~no deæstviØ ukazannyh fflementov. Krome togo, H^σ_0 = H_0 i H^τ_0 = H_0, tak kak H_0 – normal~nyæ delitel~ v gruppe F_ω. OstaetsØ pokazat~, qto H^ω_0 = H_0. Predpoloßim protivnoe, i pust~ suwestvuet

h ∈ H_0 takoæ, qto [h, ω ] ∈ H_0. Tak kak ω deæstvuet na a trivi-

al~no, to gruppa G_{1ω} ne ØvlØetsØ poluprØmym rasxireniem A s pomow~¸ F_{1ω}, qto protivoreqit uslovi¸ lemmy.

Poloßim G_3 = G/H_0 i G_3/A = F_3. Zametim, qto F_3 – fflementarnaØ abeleva 2-gruppa s tremØ obrazu¸wimi σ_3, τ_3, ω_3, ØvlØ¸wimisØ obrazami fflementov σ, τ , ω sootvetstvenno. Takim obrazom, my pokazali, qto klass kogomologiæ f ∈ H^2(F, A), sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G, ØvlØetsØ pod¨emom klassa f_3 ∈

H^2(F_3, A), sootvetstvu¸wego rasxireni¸ G_3.

Vyqislim gruppu H^2(F_3, A). Zametim, qto H^n({σ_3}, A) = 0 dlØ vseh n, sledovatel~no, toqna posledovatel~nost~ Hohxil~da– Serra 0 → H2 ( F_3/{σ_3}, A^{{σ3}} ) → H^2(F_3, A) → H^2 ( {σ_3}, A ) = 0.

Takim obrazom, H^2(F_3, A) ≈ H^2 ( F_3/{σ_3}, A^{{σ3}} ) . Gruppa F_3/{σ_3} – fflementarnaØ abeleva 2-gruppa s obrazu¸wimi τ_3, ω_3, a gruppa

A^{{σ3}} – cikliqeskaØ gruppa porØdka 4. Rasxirenie G_3 moßno

zadat~ obrazu¸wimi a, σ_3, τ_3, ω_3 i sootnoxeniØmi

a^8 = 1, σ^2_3 = 1, τ^2_3 = a^{4i}, ω^2_3 = a^{4j}, [a, σ_3 ] = a^4, [a, τ_3 ] = a^{−2},

[a, ω3 ] = 1, [ σ3, ω3 ] = 1, [ σ3, τ3 ] = 1, [ ω3, τ3 ] = 1,

216 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E gde i i j – celye qisla, ne ØvlØ¸wiesØ qetnymi odnovremenno.

Zametim, qto f_3 ∈ H^2(F_3, A), sootvetstvu¸wee rasxireni¸

G_3, ØvlØetsØ pod¨emom klassa f_4 ∈ H^2(F_4, A), gde F_4 – cikli-

qeskaØ gruppa porØdka 2, poroßdennaØ τ^i_3 ω^j_3, i klass f_4 sootvetstvuet cikliqeskoæ gruppe porØdka 4. Lemma dokazana.

Primery.

1. Pust~ G – 2-gruppa s obrazu¸wimi σ, τ , a i sootnoxeniØmi

a^8 = 1, σ^{16} = 1, τ^{16} = 1, [σ, τ ]^8 = 1, [σ, τ, σ] = a^4, [σ, τ, τ ]4 = 1, [σ, τ, τ, τ ] = [σ, τ, τ ]2, [a, σ] = a4, [a, τ ] = a^−2 Zametim, qto G – gruppa porØdka 2^{16}, priqem podgruppa A, poroßdennaØ fflementom a ØvlØetsØ normal~nym delitelem v G. Pust~

F = G/A. Takim obrazom zadano gruppovoe rasxirenie 1 → A → G → F → 1, kotoroe, oqevidno, ne ØvlØetsØ poluprØmym. Rassmotrim podgruppu G_σ, poroßdennu¸ σ^2, [σ, τ ], τ , a, kotoraØ ØvlØetsØ podgruppoæ indeksa 2 v G, soderßaweæ Ødro A. Moßno proverit~, qto G_σ – poluprØmoe proizvedenie podgruppy A i podgruppy F_σ , poroßdennoæ σ^2a^2, [σ, τ ], τ^2.

Podgruppa G_τ , poroßdennaØ σ, [σ, τ ], τ^2, a ØvlØetsØ poluprØmym proizvedeniem podgruppy A i podgruppy F_τ , poroßdennoæ σ, [σ, τ ]a, τ^2. Podgruppa G_{στ} , poroßdennaØ στ , [σ, τ ], σ^2, a ØvlØetsØ poluprØmym proizvedeniem podgruppy A i podgruppy, poroßdennoæ στ , [σ, τ ]a^2, τ^2. Takim obrazom, my pokazali, qto l¸- boe sobstvennoe podrasxirenie rasxireniØ G, soderßawee Ødro A, raspadaetsØ. ˚sno, qto klass f ∈ H^2(F, A) sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G, poluqaetsØ pod¨emom klassa, sootvetstvu¸wego rasxireni¸ vida (1).

2. Pust~ G2 – rasxirenie vida (2) i H – 2-gruppa s obrazu¸wi-

mi h_1, h_2 i sootnoxeniØmi h^8_1 = 1, h^2 = 1, [h_1, h_2] = h^4_1. Poloßim

G = G_2 ×_{F0} H – prØmoe proizvedenie grupp G_2 i H s ob¨edinennoæ

faktorgruppoæ F_0, priqem gomomrfizm γ : H → F_0 opredelim po formulam γ(h_1) = σ_0, γ(h_2) = τ_0. Togda l¸boe sobstvennoe podrasxirenie gruppy G, soderßawee Ødro A, budet poluprØmym.

UNIVERSAL^NA˚ ZADAQA POGRUȷENI˚ 217

3. Pust~ G3 – rasxirenie vida (3) i H – 2-gruppa s obrazu¸-

wimi h_1, h_2 i sootnoxeniØmi h^2_1 = 1, h^4_2 = 1, [h_1, h_2] = h^2. Togda

G = G_3 ×_{F0} H obladaet analogiqnym svoæstvom, t.e. l¸boe sob-

stvennoe podrasxirenie gruppy G, soderßawee Ødro A, budet poluprØmym.

Dokaßem osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty.

Teorema. Pust~ universal~no razreximaØ zadaqa pogrußeniØ svØ-

zana s rasxireniem koneqnyh grupp 1 → A → G → F → 1, gde A – cikliqeskaØ gruppa porØdka 8 i F deæstvuet na Ødro A kak polnaØ gruppa avtomorfizmov. Togda gruppovoe rasxirenie G ØvlØetsØ poluprØmym.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto utverßdenie teoremy ne-

verno. Rassmotrim minimal~nyæ kontrprimer, t.e. taku¸ zadaqu, dlØ kotoroæ l¸baØ soputstvu¸waØ zadaqa ØvlØetsØ poluprØmoæ. Takim obrazom, my rassmatrivaem universal~no razreximu¸ zadaqu pogrußeniØ, svØzannu¸ s toqnoæ posledovatel~nost~¸ grupp 1 → A → G → F → 1, priqem G ne ØvlØetsØ poluprØmym rasxireniem, no rasxireniØ, poluqennye zamenoæ F na ee sobstvennu¸ podgruppu, ØvlØ¸tsØ poluprØmymi.

Pust~ qislo obrazu¸wih gruppy F bol~xe 2. Togda po lemme klass kogomologiæ f ∈ H^2(F, A), sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G, poluqaetsØ pod¨emom netrivial~nogo klassa f ∈ H^2(F , A_0), gde A_0 – podgruppa Ødra porØdka 2, a F – faktorgruppa porØdka 2 gruppy F . Takim obrazom, my dolßny postroit~ kvadratiqnoe rasxirenie K_0/k, kotoroe pogrußaetsØ v rasxirenie K/k s gruppoæ Galua F , no zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, G_0, A_0) nerazrexima, gde G_0 – cikliqeskaØ gruppa porØdka 4.

Pust~ k – lokal~noe pole, ØvlØ¸weesØ rasxireniem neqetnoæ stepeni polØ 2-adiqeskih qisel Q_2 i K_0 = k( √ 3). Uslovie razreximosti zadaqi pogrußeniØ (K_0/k, G_0, A_0) sostoit v raspadenii algebry kvaternionov [3, −1] nad polem k. Tak kak k – pole neqetnoæ stepeni nad Q_2, to ffta algebra ne raspadaetsØ.

Uslovie pogrußeniØ polØ K_0 v pole K s gruppoæ Galua F v sluqae, kogda pole k imeet dostatoqno vysoku¸ stepen~ nad Q_2,

218 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E sostoit v vypolnenii usloviØ soglasnosti (sm. [3], gl. IV, §2), priqem dostatoqno rassmatrivat~ soputstvu¸wie brauffrovskie zadaqi, porØdok Ødra kotoryh raven 2 (pole k soderßit pervoobraznyæ koren~ iz 1 tol~ko vtoroæ stepeni). Zametim, qto vse takie zadaqi ØvlØ¸tsØ raspada¸wimisØ.

Pust~ teper~ F – 2-gruppa s dvumØ obrazu¸wimi. Po lemme klass f ∈ H^2(F, A), sootvetstvu¸wiæ rasxireni¸ G, ØvlØetsØ pod¨emom klassa f ∈ H^2(F , A), gde f sootvetstvuet libo odnomu iz rasxireniæ vida (1)–(3), libo poluqaetsØ iz nih s pomow~¸ operacii prØmogo proizvedeniØ s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ

F_0, t.e. f = if_1 + jf_2 + kf_3, gde f_1, f_2, f_3 – klassy, sootvetstvu¸-

wie rasxireniØm (1)–(3) (zdes~, strogo govorØ, nußno podnØt~ rasxireniØ vida (2) i (3) do faktorgruppy kak u rasxireniØ vida (1)), qisla i, j, k prinima¸t znaqeniØ 0,1, priqem odnovremenno oni ne mogut ravnØt~sØ nul¸.

Napomnim, qto klassy f_1, f_2, f_3 ØvlØ¸tsØ obrazu¸wimi gruppy H^2(H_1, A) (napomnim, qto H_1 – faktorgruppa rasxireniØ vida (1), krome togo, gruppa H^2(H_1, A) imeet ewe odnu obrazu¸- wu¸ f_4, sootvetstvu¸wu¸ sledu¸wemu rasxireni¸. Pust~ H_4 – gruppa s dvumØ obrazu¸wimi h_{41}, h_{42} i sootnoxeniØmi h^{32}_{41} = 1,

h^2_{42} = 1, [ h_{42}, h_{41} ] = h^{−2}_{41} . Esli D – gruppa diffdra s obrazu¸wimi d_1 i d_2 i sootnoxeniØmi d^4_1 = 1, d^2 = 1, [d_2, d_1] = d^2_1, to suwe-

stvu¸t gomomorfizmy δ_4 : H_4 → D i δ_2 : H_1 → D, opredelennye formulami

δ_1(h_{41}) = d_1, δ_1(h_{42}) = d_2; δ_2(h_{11}) = d_1, δ_2(h_{12}) = d_2, δ_2(a) = 1.

Togda prØmoe proizvedenie H_4 grupp H_1 i H_4 s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ D sootvetstvuet klassu f_4.

Postroim teper~ rasxirenie K_0/k s gruppoæ Galua H_1 v dva fftapa. Rassmotrim pole k_0 = Q_2(^4 √ 2, √ −1, √ 2 + √ 2). Zametim, qto k_0/Q_2 – normal~noe rasxirenie s gruppoæ Galua H_1, priqem avtomorfizm h_{11} deæstvuet trivial~no na radikal √ −1, a avtomorfizm h_{12} deæstvuet trivial~no na radikal √ 2 + √ 2. Soglasno stroeni¸ gruppy Galua maksimal~nogo 2-rasxireniØ po-

lØ Q2 (sm. [4], gl. II, §5) pole k0 pogrußaetsØ kak v rasxirenie

s gruppoæ H_1, tak i v rasxirenie s gruppoæ H_4.

Pust~ k – nerazvetvlennoe rasxirenie polØ Q_2 i m_0 – lokal~- naØ edinica v pole k takaØ, qto k(√m_0)/K – nerazvetvlennoe ras-

UNIVERSAL^NA˚ ZADAQA POGRUȷENI˚ 219

xirenie. Poloßim K_0 = k

(_4√ 2m21, √ −1, √ (2 + √ 2)m2 ) , gde m_1,

m_2 – edinicy polØ k, priqem m_1 – stepen~ edinicy m_0. My poka

ne budem fiksirovat~ znaqeniØ fflementov m_1 i m_2. Napomnim, qto my dolßny vybrat~ m_1 i m_2 tak, qtoby rasxirenie K_0/k pogrußalos~ by v rasxirenie K/k s gruppoæ Galua F , krome togo, zadaqa pogrußeniØ (K_0/k, G, A) ØvlØetsØ nerazreximoæ.

Zametim, qto esli stepen~ polØ k nad Q_2 dostatoqno vysoka, to dlØ pogrußeniØ K_0 v K dostatoqno vypolneniØ usloviØ soglasnosti (sm. [3], gl. IV, §2), priqem tak kak pole K soderßit pervoobraznye korni stepeni 8, no ne soderßit pervoobraznyh korneæ stepeni 16, to uslovie soglasnosti svoditsØ k razreximosti soputstvu¸wih brauffrovskih zadaq, sootvetstvu¸wih F -operatornym harakteram, porØdok Ødra kotoryh delit 8. Takim obrazom, gruppovye rasxireniØ takih zadaq sootvetstvu¸t klassam kogomologiæ iz gruppy H^2(F , A). Krome togo, v rassmatrivaemyh brauffrovskih zadaqah net rasxireniØ, sootvetstvu- ¸wego klassu f, tak kak v protivnom sluqae klass f pri pod¨eme v gruppu H^2(F, A) byl by raspada¸wimsØ.

Zametim, qto brauffrovskaØ zadaqa, gruppovoe rasxirenie kotoroæ sootvetstvuet klassu f_4, raspadaetsØ po vyboru m_1. Sledovatel~no, ostaetsØ rassmotret~ brauffrovskie zadaqi, gruppovoe rasxirenie kotoryh poroßdaetsØ klassami f_1, f_2, f_3. Esli brauffrovskaØ zadaqa sootvetstvuet klassu f_3, to budem sqitat~, qto stepen~ [k : Q_2] ravna 2q, gde q – neqetnoe qislo. V fftom sluqae uslovie pogrußeniØ takoæ zadaqi vypolneno, tak kak ono sostoit v raspadenii nad polem k algebry kvaternionov [−1, −1]. Esli rassmatrivaemye brauffrovskie zadaqi ne soderßat takoæ zadaqi, qto poloßim stepen~ [k : Q_2] ravnoæ neqetnomu qislu q.

UsloviØ razreximosti zadaq pogrußeniØ s gruppovymi rasxireniØmi, sootvetstvu¸wimi klassam f_1 i f_2, sostoØt v raspadenii nad polem k algebr [2, m_1] i [2, 5] · [−1, m_2] sootvetstvenno. Neposredstvenno proverØetsØ, qto edinicy m_1 i m_2 moßno vybrat~ tak, qtoby vse brauffrovskie zadaqi byli by razreximy, a zadaqa, sootvetstvu¸waØ klassu f byla by nerazreximoæ, priqem v kaqestve m_2 moßno vzØt~ ±1. Teorema dokazana.

Zameqanie. AnalogiqnaØ teorema verna, esli A – cikliqeskaØ

gruppa porØdka 4 ili gruppa F deæstvuet na A kak nepolnaØ gruppa avtomorfizmov.

220 V. V. IXHANOV, B. B. LUR^E Literatura 1. B. B. Lur~e, Ob universal~no razreximyh zadaqah pogrußeniØ. — Trudy MIAN 183 (1990), 121–126.

2. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Universal~no razreximye zadaqi s cikli-

qeskim Ødrom. — Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 189–197.

3. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii

Galua. Nauka, M. (1990).

4. ȷ.-P. Serr, Kogomologii Galua. Mir, M. (1968).

Ishkhanov V. V. and Lur’e B. B. The universally solvable embedding problem with cyclic kernel of degree 8.

It is proved that the universally solvable embedding problem with cyclic kernel of degree 8 is semidirect.

Postupilo 15 sentØbrØ 2001

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN