Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

M. B. ZvØgina

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^

Pust~ Λ – associativnoe kol~co s ediniceæ,_ΛM – kategoriØ levyh unitarnyh Λ-moduleæ. V rabotah [1, 2] my obsußdali dvoæstvennost~ meßdu nekotorymi special~nymi malymi podkategoriØmi_ΛM pri razliqnyh Λ. Vstaet estestvennyæ vopros: kak opisat~ kategori¸, dvoæstvennu¸_ΛM v celom? Voobwe govorØ, takaØ kategoriØ izvestna blagodarØ dvoæstvennosti PontrØgina: ffto kategoriØ kompaktnyh pravyh Λ-moduleæ. No kompaktnost~ – topologiqeskoe ponØtie, a naxa cel~ – postroit~ kategori¸, dvoæstvennu¸_ΛM, qisto algebraiqeskimi sredstvami. Tem samym my pokaßem, kakim obrazom topologo-algebraiqeskaØ struktura kompaktnoæ gruppy na mnoßestve moßet byt~ zamenena strukturoæ qisto algebraiqeskoæ.

Apparat, ispol~zuemyæ nami pri postroenii kategorii, dvoæstvennoæ_ΛM, zaimstvovan iz original~nyh dokazatel~stv teorem o nepreryvnyh funktorah. Sami ffti teoremy v osnovnom izvestny, no nigde sistematiqeski ne izloßeny, tak qto my privodim ih zdes~ ne tol~ko s cel~¸ razvitiØ vyxeupomØnutogo apparata, no takße dlØ sistematizacii.

Za oboznaqeniØmi otsylaem qitatelØ k stat~Øm [1,2]. Ssylat~sØ na ffti stat~i my budem special~nym obrazom: tak, “lemma [1] 2.2” oznaqaet lemmu 2.2 iz [1].

§1. KlassifikaciØ nepreryvnyh funktorov odnogo argumenta Predloßenie 1.1. Pust~ F :Λ M →ZM – kovariantnyæ addi-

tivnyæ funktor. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) F perestanovoqen s induktivnymi predelami;

(b) F toqen sprava i kommutiruet s prØmymi summami.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI, grant 00- 01-00116. 186

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 187 Kovariantnye funktory, udovletvorØ¸wie fftim ffkvivalentnym usloviØm, nazyva¸tsØ nepreryvnymi sprava.

Predloßenie 1.2. Pust~ F :Λ M →ZM – kontravariantnyæ

additivnyæ funktor. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) F perevodit induktivnye predely v proektivnye;

(b) F toqen sleva i perevodit prØmye summy v prØmye proizvedeniØ.

Kontravariantnye funktory, udovletvorØ¸wie fftim ffkvivalentnym usloviØm, nazyva¸tsØ nepreryvnymi sprava.

Predloßenie 1.3. Pust~ F :Λ M →ZM – kovariantnyæ addi-

tivnyæ funktor. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) F kommutiruet s proektivnymi predelami;

(b) F toqen sleva i perestanovoqen s prØmymi proizvedeniØmi.

Kovariantnye funktory, udovletvorØ¸wie fftim ffkvivalentnym usloviØm, nazyva¸tsØ nepreryvnymi sleva.

Predloßenie 1.4. Pust~ F :Λ M →ZM – kontravariantnyæ

additivnyæ funktor. Sledu¸wie utverßdeniØ ravnosil~ny:

(a) F perevodit proektivnye predely v induktivnye;

(b) F toqen sprava i perevodit prØmye proizvedeniØ v prØmye summy.

Kontravariantnye funktory, udovletvorØ¸wie fftim ffkvivalentnym usloviØm, nazyva¸tsØ nepreryvnymi sleva.

Poskol~ku predloßeniØ 1.1–1.4 moßno naæti, naprimer, v [6], my daem zdes~ lix~ nabrosok dokazatel~stva predloßeniØ [1.1].

Dokazatel~stvo. (a)⇒(b) Pust~ F sohranØet induktivnye pre-

dely. Buduqi additivnym, F sohranØet koneqnye prØmye summy; poskol~ku beskoneqnaØ prØmaØ summa est~ induktivnyæ predel koneqnyh, F kommutiruet takße i s beskoneqnymi prØmymi summami.

Dalee, esli 0 → X_1 → X_2 → X_3 → 0 – toqnaØ posledovatel~- nost~ levyh Λ-moduleæ, to X_3 – koØdro morfizma X_1 → X_2, i pofftomu F (X_3) – koØdro morfizma F (X_1) → F (X_2), t.e. posledovatel~nost~ F (X_1) → F (X_2) → F (X_3) → 0 toqna.

188 M. B. ZV˚GINA

(b)⇒(a) Pust~ F toqen sprava i kommutiruet s prØmymi summami. Pust~ {X_i, f_{ij}}_{i,j∈I} – nekotoraØ induktivnaØ sistema levyh Λ-moduleæ. Togda my imeem toqnu¸ posledovatel~nost~ ⊕_{i∈I}X^{(I)}_i → ⊕_{i∈I}X_i → lim−→ X_i → 0, gde otobraßenie ⊕_{i∈I}X^{(I)}_i → ⊕_{i∈I}X_i zadaetsØ tak: x ∈ X^{(I)}_i → { f_{ij} (x) − x, esli i < j, 0 v protivnom sluqae .

Pofftomu posledovatel~nost~ ⊕_{i∈I}F (X_i)^{(I)} → ⊕_{i∈I}F (X_i) → F (lim−→ X_i) →

0 takße toqna, otkuda poluqaem kanoniqeskiæ izomorfizm lim −→ F (X_i) = F (lim −→ X_i).

§2. Funktory, nepreryvnye sprava Teorema 2.1. Pust~ F :Λ M →ZM – additivnyæ kovariantnyæ

funktor. Togda suwestvuet funktornyæ morfizm F (Λ)⊗_Λ → F , kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda F nepreryven sprava.

Zameqanie. Esli F :Λ M →ZM – toqnyæ sprava kovariantnyæ

funktor, to F (Λ)⊗_ΛX → F (X) ØvlØetsØ izomorfizmom dlØ koneqnopredstavimyh_ΛX. Pofftomu dlØ proizvol~nogo kovariantnogo F imeem kanoniqeskiæ izomorfizm F (Λ)⊗_ΛX → L_0F (X), esli_ΛX koneqnopredstavim. S drugoæ storony, esli F :_Λ M →ZM – kovariantnyæ funktor, kommutiru¸wiæ s prØmymi summami, to L_0F nepreryven sprava, i pofftomu F (Λ)⊗_Λ → L_0F est~ izomorfizm.

Sledstvie teoremy 2.1 (funktory neskol~kih argumentov).

Pust~ Λ_1, . . . , Λ_n – associativnye kol~ca s edinicami; F :_{Λ1} M × . . . ×_{Λn} M →ZM – funktor, additivnyæ i kovariantnyæ po kaßdomu iz argumentov. Togda suwestvuet funktornyæ morfizm F (Λ_1, . . . , Λ_n)⊗_{Λ1} X_1 ⊗ . . . ⊗_{Λn} X_n → F (X_1, . . . , X_n), kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda F nepreryven sprava po kaßdomu iz argumentov.

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 189

Teorema 2.2. Pust~ F : ΛM → ZM – additivnyæ kontravari-

antnyæ funktor. Togda suwestvuet funktornyæ morfizm F → Hom_Λ( , F (Λ)), kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda F nepreryven sprava.

Zameqanie. Analogiqno kovariantnomu sluqa¸, oznaqennyæ

morfizm ØvlØetsØ izomorfizmom dlØ vseh koneqnopredstavimyh ΛX, esli tol~ko F toqen sleva. Pofftomu dlØ vsØkogo kontravariantnogo F imeem izomorfizm R^0F (X) = Hom_Λ(X, F (Λ)) pri koneqnopredstavimyh_ΛX. S drugoæ storony, esli kontravariantnyæ F perevodit prØmye summy v prØmye proizvedeniØ, to R^0F nepreryven sprava, pofftomu R^0F = Hom_Λ( , F (Λ)).

Sledstvie teoremy 2.2 (funktory neskol~kih argumentov).

Pust~ Λ_1, . . . , Λ_n – associativnye kol~ca s edinicami, F :_{Λ1} M × . . . ×_{Λn} M →ZM – funktor, additivnyæ i kontravariantnyæ po kaßdomu iz argumentov. Togda suwestvuet funktornyæ morfizm F (X_1, . . . , X_n) → Hom_{Λ1,... ,Λn} ( X_1⊗Z. . . ⊗ZX_n, F (Λ_1, . . . , Λ_n) ) , kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom togda i tol~ko togda, kogda F nepreryven sprava po kaßdomu iz argumentov (pod Hom_{Λ1,... ,Λn} zdes~ ponimaetsØ mnoßestvo morfizmov v kategorii levyh polimoduleæ_{Λ1,... ,Λn} Y ).

My ne stanem privodit~ zdes~ dokazatel~stva sformulirovannyh teorem: oni dostatoqno prosty i mogut byt~ proqitany, naprimer, v [4]. Osnovnoæ interes predstavlØ¸t teoremy o funktorah, nepreryvnyh sleva, k kotorym my i pereædem.

§3. Kovariantnye funktory, nepreryvnye sleva: formulirovka i naqalo dokazatel~stva teoremy o predstavimosti Teorema 3.1. Pust~ F : ΛM → ZM – additivnyæ kovariant-

nyæ funktor. Togda suwestvuet funktornyæ morfizm F → Hom_Λ (Hom_{Funct} (F, Id), ), kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom v tom i tol~- ko v tom sluqae, kogda F nepreryven sleva. (Pod Hom_{Funct} (F, Id) my ponimaem abelevu gruppu funktornyh morfizmom F → Id, gde Id :_Λ M → ZM est~ stira¸wiæ funktor).

�ta teorema, kak i teoremy predyduwego paragrafa, izvestna; dokazatel~stvo moßet byt~ proqitano v [4]. My privodim

190 M. B. ZV˚GINA original~noe dokazatel~stvo, kak uße govorilos~, radi razvitiØ apparata, kotoryæ budet primenen v dal~neæxem, pri postroenii kategorii, dvoæstvennoæ_ΛM.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego nadelim abelevu gruppu

Hom_{Funct} (F, Id) strukturoæ levogo Λ-modulØ: dlØ funktornogo morfizma φ : F → Id i proizvol~nogo levogo Λ-modulØ X poloßim λφ : F (X) → X, (λφ)(y) = λφ(y) (λ ∈ Λ). Trivial~naØ proverka pokazyvaet, qto morfizm λφ ØvlØetsØ funktornym morfizmom, λφ : F → Id, priqem (λμ)φ = λ(μφ), tak qto Λ deæstvuet na Hom_{Funct} (F, Id) kak kol~co levyh operatorov.

Dalee, opredelim gomomorfizm F (X) → Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), X):

y ∈ F (X) → f_y : Hom_{Funct} (F, Id) → X, f_y (φ) = ( φ(X) ) (y) (gde φ(X) : F (X) → X est~ znaqenie funktornogo morfizma φ na ob¨ekte X). Funktornost~ postroennogo morfizma proverØetsØ standartnym obrazom.

Esli morfizm funktorov F → Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), ) ØvlØetsØ izomorfizmom, to oqevidnym obrazom F nepreryven sleva (ibo takov Hom_Λ po vtoromu argumentu). DlØ dokazatel~stva obratnogo utverßdeniØ nam potrebuetsØ neskol~ko special~nyh lemm.

§4. Kovariantnye funktory, nepreryvnye sleva: kl¸qevye lemmy i zaverxenie dokazatel~stva teoremy o predstavimosti Lemma 4.1. Pust~ F : ΛM → ZM – kovariantnyæ additivnyæ

funktor, kommutiru¸wiæ s prØmymi proizvedeniØmi. Togda pri l¸bom_ΛV i nepustom mnoßestve I F (V^{F (V )×I} ) ØvlØetsØ monogennym levym Γ(_ΛV^{F (V )×I} )-modulem. V qastnosti, F (V^{F (V )}) monogenen nad F (_ΛV^{F (V )}). Napomnim, qto simvolom Γ(_ΛX) my oboznaqaem kol~co ffndomorfizmov modulØ_ΛX.

Dokazatel~stvo. Fiksiruem i0 ∈ I i opredelim fflement x^0_I ∈

F (V )^{F (V )×I} (= F (V^{F (V )×I} ) sledu¸wim obrazom:

x^0_I = {x^0_{y,i}}_{y∈F (V ),i∈I} , x^0_{y,i} = yδ_{i,i0} (δ – simvol Kronekera).

My utverßdaem, qto fflement x^0_I poroßdaet F (V )^{F (V )×I} nad Γ(_ΛV^{F (V )×I} ). Deæstvitel~no, pust~ x = {x_{y,i}} – proizvol~- nyæ fflement F (V )^{F (V )×I} . Poloßim γ_x : V^{F (V )×I} → V^{F (V )×I} ,

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 191 γ_x{v_{y,i}} = { v_{xy,i,i0} } . Oqevidnym obrazom γ_x ∈ Γ(_ΛV^{F (V )×I} ), priqem F (γ_x){z_{y,i}} = {z_{xy,i,i0} }; inaqe govorØ, γ_x{z_{y,i}} = {z_{xy,i,i0} } (po opre- deleni¸ deæstviØ kol~ca Γ(_ΛV^{F (V )×I} ) na F (V^{F (V )×I} )). Imeem γ_xx^0_I = { x^0_{xy,i,i0} } = {x_{y,i}} = x. Itak, proizvol~nyæ x ∈ F (V )^{F (V )×I} predstavlØetsØ v vide γ_xx^0_I, tak qto x^0_I deæstvitel~no poroßdaet F (V )^{F (V )×I} nad Γ(_ΛV^{F (V )×I} ), i lemma dokazana.

Lemma 4.2. Pust~ po-preßnemu F : ΛM → ZM – kovariantnyæ

funktor, perestanovoqnyæ s prØmymi proizvedeniØmi; pust~, dalee,_ΛV – proizvol~nyæ modul~, i I_0 – Ødro ffpimorfizma levyh

Γ(_ΛV^{F (V )})-moduleæ Γ(_ΛV^{F (V )})^{·x0}→ F (V^{F (V )}), postroennogo v lemme 4.1 (pri odnofflementnom I; x^0 = {y}_{y∈F (V )}). DlØ proizvol~nogo nepustogo mnoßestva J oboznaqim qerez I_J Ødro ffpimorfizma levyh

Γ(_ΛV^{F (V )×I0×J} )-moduleæ Γ(_ΛV^{F (V )×I0×J} )^{·x} 0 I0^×J→ F (V F (V )×I0×J ), gde x^0_{I0×J} = {x^0δ_{i,0}δ_{j,j0} } (j_0 – fiksirovannyæ fflement mnoßestva J; qerez x^0 my po-preßnemu oboznaqaem {y}_{y∈F (V )} ∈ F (V )^{F (V )}). Togda levyæ ideal I_J kol~ca Γ(_ΛV^{F (V )×I0×J} ) koneqnoporoßden (toqnee govorØ, moßet byt~ poroßden dvumØ fflementami).

Dokazatel~stvo. DlØ kratkosti poloßim Y = V^{F (V )}, Γ =

Γ(_ΛY^{I0×J} ). Morfizm γ ∈ Γ leßit v ideale I_J v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda γ{x^0δ_{i,0}δ_{j,j0} } = 0. Pokaßem, qto I_J poroßdaetsØ nad Γ dvumØ morfizmami γ_1 i γ_2, γ_1{y_{i,j}} = {i(y_{0,j0} )}, γ_2{y_{i,j}} = {y_{i,j}(1 − δ_{i,0}δ_{j,j0} )} (y_{i,j} ∈ Y ). Oqevidno, qto γ_1, γ_2 ∈ I_J ; dlØ proizvol~nogo γ ∈ I_J rassmotrim morfizm γ^′ = γ − γγ_2 = γ(id − γ_2). Imeem γ^′{y_{i,j}} = γ{y_{i,j} δ_{i,0}δ_{j,j0} }. Postroim morfizm δ_γ tak, qtoby imelo mesto ravenstvo γ^′ = δ_γ γ_1. DlØ fftogo opredelim ρ_0 : Y → Y^{I0×J} , ρ_0(y) = {yδ_{i,o}δ_{j,j0} } i π_{i,j} : Y^{I0×J} → Y , π_{i,j}{y_{k,l}} = y_{i,j} (t.e. π_{i,j} – kanoniqeskaØ proekciØ Y^{I0×J} na somnoßitel~ s nomerom (i, j)). Rassmotrim kompozici¸ π_{i,j}γρ_0 : Y → Y . Imeem π_{i,j}γρ_0(x^0) = π_{i,j}γ{x^0δ_{i,0}δ_{j,j0} } = 0, ibo γ ∈ I_J . Pofftomu π_{i,j}γρ_0 ∈ I_0 dlØ vsØkoæ pary (i, j) ∈ I_0 × J. My poloßim δ_γ {y_{i,j}} = {y_{πi,j} γρ_0, j_0}. Proverim, qto γ^′ = δ_γ γ_1: δ_γ γ_2{y_{i,j}} = δ_γ {i(y_{o,j0} )} = {π_{i,j}γρ_0(y_{o,j0} )} = = γρ_0(y_{0,j0} ) = γ{y_{i,j} δ_{i,0}δ_{j,j0} } = γ^′{y_{i,j} }. Itak, my imeem γ = γ^′ + γγ_2 = δ_γ γ_1 + γγ_2 pri vsØkom γ ∈ I_J . Pofftomu levyæ ideal I_J kol~ca Γ deæstvitel~no poroßdaetsØ dvumØ fflementami γ_1 i γ_2, i lemma dokazana.

192 M. B. ZV˚GINA

Sledstvie 1. Pust~ F : ΛM → ZM – kovariantnyæ funktor,

kommutiru¸wiæ s prØmymi proizvedeniØmi, i_ΛV – proizvol~- nyæ modul~. Togda suwestvuet takoe mnoßestvo I(F, V ), qto F (V )^{I(F,V )×J} – koneqnopredstavimyæ levyæ Γ(_ΛV^{I(F,V )×J} )-modul~ pri proizvol~nom nepustom mnoßestve J.

Dokazatel~stvo. Poloßim I(F, V ) = F (V ) × I0, gde I0 – le-

vyæ ideal kol~ca Γ(_ΛV^{F (V )}), opisannyæ v lemme 4.2. Soglasno lemmam 4.1, 4.2 imeem rezol~ventu Γ(_ΛV^{I(F,V )×J} )-modulØ F (V )^{I(F,V )×J} Γ ( ΛV^{I(F,V )×J} )_2 → Γ(_ΛV^{I(F,V )×J} ) → F (V )^{I(F,V )×J} → 0 pri vsØkom nepustom mnoßestve J.

Sledstvie 2. Pust~ po-preßnemu F kovarianten i kommuti-

ruet s prØmymi proizvedeniØmi. DlØ in¨ektivnogo_ΛV levyæ Γ(_ΛV^{(F,V )×J} )-modul~ F (V )^{F (V )×J} V^{I(F,V )×J} -refleksiven pri l¸bom nepustom mnoßestve J. Inymi slovami, suwestvuet takaØ prØmaØ stepen~ V_0 = V^{I(F,V )} modulØ_ΛV , qto F (V_0)^J est~ V^J_0 - refleksivnyæ levyæ Γ(_ΛV^J_0 )-modul~ pri proizvol~nom nepustom J.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno soslat~sØ na sledstvie iz lemmy

[1] 2.1.

Lemma 4.3. Pust~ F kovarianten i kommutiruet s prØmymi

proizvedeniØmi. DlØ proizvol~nogo modulØ_ΛV i nepustogo mnoßestva I vsØkiæ gomomorfizm levyh Γ(_ΛV^I )-moduleæ F (V )^I → V^I imeet vid φ^I pri nekotorom φ ∈ Hom_{Γ(ΛV )}(F (V ), V ). Inymi slovami, suwestvuet monomorfizm H_V I (F (V^I )) → H_V (F (V )), φ^I → φ.

Dokazatel~stvo. Pust~ φI ∈ H_V I (F (V )^I ), togda morfizm φI kom-

mutiruet so vsemi morfizmami nad Λ V^{I γ}→ V^I , tak qto ime¸t mesto kommutativnye diagrammy F (V )^{I φI}−−−−→ V^I F (γ) γ F (V )^{I φI}−−−−→ V^I . Pust~ dlØ naqala γ = γ_i : V^I → V^I – proekciØ na i-tyæ somnoßitel~, γ_i{v_j} = {v_iδ_{i,j}}. Togda F (γ_i){y_j } = {y_iδ_{i,j}}({y_i} ∈ F (V )^I ).

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 193 Kommutativnost~ narisovannoæ diagrammy pri γ = γ_i oznaqaet, qto esli φ_I {y_i} = {v_j}, to φ_I {δ_{i,j} y_j} = {δ_{i,j}v_j} i, v qastnosti, i-taØ komponenta fflementa φ_I (y) zavisit tol~ko ot i-toæ komponenty y ∈ F (V )^I , t.e. φ_I = Π_{i∈I}φ_i, φ_i ∈ H_V (F (V )). Dalee, primenØØ fftu ße kommutativnu¸ diagrammu k morfizmu γ = γ_{i,j} , menØ¸wemu i-tu¸ i j-tu¸ komponenty V^I mestami (i ≠ j), poluqim φ_i = φ_j pri l¸byh i, j ∈ I, t.e. φ_I = φ^I pri nekotorom φ ∈ H_V (F (V )). Qto i trebovalos~.

Lemma 4.4. Pust~ F – kovariantnyæ funktor, kommutiru¸wiæ s

prØmymi proizvedeniØmi;_ΛV – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ i V_0 = V^{I(F,V )}-modul~, postroennyæ v sledstvii 2 iz lemm 4.1, 4.2. Togda pri vsØkom φ ∈ H_{V0} (F (V_0)) φ^I ∈ H_V I_0 (F (V^I_0 )) dlØ l¸bogo nepustogo mnoßestva I. Inymi slovami, monomorfizm H_V I_0 (F (V^I_0 )) → H_{V0} (F (V_0)), φ^I → φ, postroennyæ v predyduweæ lemme, ØvlØetsØ izomorfizmom pri l¸bom nepustom I.

Dokazatel~stvo. V silu sledstviØ 2 iz lemm 4.1, 4.2 F (V^I_0 )

ØvlØetsØ V^I_0 -refleksivnym levym Γ(_ΛV^I_0 )-modulem, tak qto imeet mesto izomorfizm levyh Γ(_ΛV^I_0 )-moduleæ

F (V^I_0 )^{f(I)}→ Hom_Λ(H_V I_0 F (V^I_0 ), V^I_0 ).

S drugoæ storony, vozvodØ v stepen~ I izomorfizm levyh Γ(_ΛV_0)-moduleæ F (V_0)^g→ Hom_Λ(H_{V0} F (V_0), V_0), poluqim izomorfizm F (V_0)^{I gI}→ Hom_Λ(H_{V0} F (V_0), V^I_0 ). Oboznaqim qerez ν_{V0,I} monomorfizm, postroennyæ v lemme 4.3: H_V I_0 F (V^I_0 )^{νV0,I}→ H_{V0} F (V_0), ν_{V0,I} (φ^I ) = φ, i proverim kommutativnost~ diagrammy

F (V_0)^{I f(I)}−−−−→ Hom_Λ(H_V I_0 F (V^I_0 ), V^I_0 )

(g^I )^−1 G_{V I0} (ν_{V0,I} )% Hom_Λ(H_{V0} (F (V_0), V^I_0 ).

Deæstvitel~no, f(I)(g^I )^{−1}(ψ → {ψ(y_i)}) = f(I){y_i } = (φ^I → {φ(y_i)}); G_V I_0 (ν_{V0,I} )(ψ → {ψ(y_i)}) = (φ^I → (ψ → {ψ(y_i)}) ∘ φ^I = (φ^I → {φ(y_i)}).

194 M. B. ZV˚GINA Takim obrazom, narisovannaØ diagramma deæstvitel~no kommutativna, i pofftomu G_V I_0 (ν_{V0,I} ) est~ izomorfizm levyh Γ(_ΛV^I_0 )-moduleæ.

Dalee, oboznaqiv qerez C koØdro monomorfizma levyh Λmoduleæ ν_{V0,I} , budem imet~ toqnu¸ (v silu in¨ektivnosti V )

posledovatel~nost~ 0 → G_V I_0 (C) → G_V I_0 (H_{V0} F (V_0))^{GV I0 νV0,I}−→ G_V I_0 (H_V I_0 F (V^I_0 )) → 0, i poskol~ku G_V I_0 ν_{V0,I} – izomorfizm, poluqaem G_V I_0 (C) = 0 i, sledovatel~no, C = 0 (t.k. V^I_0 – koobrazu¸wiæ), t.e. ν_{V0,I} – izomorfizm. Qto i trebovalos~.

Lemma 4.5. Pust~ po-preßnemu F kommutiruet s prØmymi pro-

izvedeniØmi,_ΛV – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ, i V_0 = V^{I(F,V )} – modul~, postroennyæ v sledstvii 2 iz lemm 4.1, 4.2. DlØ proizvol~nogo nepustogo mnoßestva I gomomorfizm

η : Hom_{Funct} (F, Id) → Hom_{Γ(ΛV} I_{0 )}(F (V^I_0 ), V^I_0 ), η(φ) = φ(V^I_0 ),

ØvlØetsØ izomorfizmom levyh Λ-moduleæ. Pri fftom kommutativna diagramma

F (V^I_0 ) −−−−→ Hom_Λ(Hom_{Γ(ΛV} I_{0 )}(F (V^I_0 ), V^I_0 ), V^I_0 ) = G_V I_0 H_V I_0 F (V^I_0 ) & HomΛ(η,id) Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), V^I_0 ), v kotoroæ kosaØ strelka est~ znaqenie funktornogo morfizma, postroennogo v §3, na ob¨ekte V^I_0 .

Dokazatel~stvo. DlØ naqala zametim, qto η(φ) = φ(V^I_0 ) :

F (V^I_0 ) → V^I_0 est~ deæstvitel~no gomomorfizm levyh Γ(_ΛV^I_0 )- moduleæ pri vsØkom funktornom morfizme F^φ→ Id. Pri fftom η – gomomorfizm levyh Λ-moduleæ. Pokaßem, qto ffto izomorfizm.

Pust~ ψ^I ∈ Hom_{Γ(ΛV} I_{0 )}(F (V^I_0 ), V^I_0 ), gde ψ ∈ Hom_{Γ(ΛV0)}(F (V_0), V_0). Morfizm φ(V^J_0 ) = ψ^J : F (V^J_0 ) → V^J_0 ØvlØetsØ funktornym dlØ ograniqeniæ funktorov F i Id na polnu¸ podkategori¸_ΛM, ob¨ekty kotoroæ sut~ levye Λ-moduli vida V^J_0 . Deæstvitel~no, diagrammy vida F (V^J_0 )^{F (γ)}−−−−→ F (V^J_0 ) ψ^J ψ^J V^J_0^γ−−−−→ V^J_0 .

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 195 kommutativny pri γ ∈ Γ(_ΛV^J_0 ), t.k. v silu lemmy 4.4 ψ^J ∈ Hom_{Γ(ΛV} J_{0 )}(F (V^J_0 ), V^J_0 ) – a ots¸da sleduet kommutativnost~ diagramm vida

F (V^J_0 )^{F (γ)}−−−−→ F (V_0) ψ^J ψ V^J_0^γ−−−−→ V_0 pri γ ∈ Hom_Λ(V^J_0 , V_0), a tem samym i diagramm vida

F (V^J_0 )^{F (γ)}−−−−→ F (V^K_0 ) ψ^J ψ_K V^J_0^γ−−−−→ V^K_0 . pri γ ∈ Hom_Λ(V^J_0 , V^K_0 ) – a ffto i oznaqaet funktornost~ morfizma φ(V^J_0 ) = ψ^J .

Itak, ishodØ iz gomomorfizma ψ^I ∈ Hom_{Γ(ΛV} I_{0 )}(F (V^I_0 ), V^I_0 ) my postroili morfizm φ = ν_0(ψ^I ) ograniqeniæ funktorov F i Id na polnu¸ podkategori¸_ΛM, ime¸wu¸ ob¨ektami moduli vida V^J_0 . Poskol~ku vsØkiæ levyæ Λ-modul~ obladaet gomotopiqeski edinstvennoæ rezol~ventoæ iz moduleæ vida V^J_0 , a funktor F toqen sleva, fftot morfizm dopuskaet prodolßenie do funktornogo ν(ψ) : F → Id. Oqevidno, ν : Hom_{Γ(ΛV} I_{0 )}(F (V^J_0 ), V^I_0 ) → Hom_{Funct} (F, Id) est~ gomomorfizm levyh Λ-moduleæ, obratnyæ k η, i takim obrazom η deæstvitel~no ØvlØetsØ izomorfizmom.

Kommutativnost~ diagrammy, izobraßennoæ v formulirovke lemmy, proverØetsØ neposredstvenno – my pozvolim sebe opustit~ sootvetstvu¸wie vykladki i sqitat~ lemmu dokazannoæ.

Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 3.1. Pust~ F – kovari-

antnyæ funktor, nepreryvnyæ sleva. Nam nußno dokazat~, qto funktornyæ morfizm F → Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), ), postroennyæ v §3, ØvlØetsØ izomorfizmom. Lemma 4.5 pokazyvaet, qto fftot morfizm na ob¨ektah vida V^I_0 raspadaetsØ v kompozici¸ dvuh izomorfizmov i potomu sam ØvlØetsØ izomorfizmom (pod V_0 my po-preßnemu ponimaem in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ levyæ Λmodul~, postroennyæ v sledstvii 2 iz lemm 4.1, 4.2). Postroiv dlØ proizvol~nogo_ΛX rezol~ventu vida 0 → X → V^I_0 → V^J_0 i

196 M. B. ZV˚GINA primeniv 5-lemmu k kommutativnoæ diagramme 0 −−−−−→ F (X) −−−−−→ F (V I0 )

?
y

                         ?
                         y

0 −−−−−→ HomΛ(Hom_{Funct} (F, Id), X) −−−−−→ HomΛ(Hom_{Funct} (F, Id), V I0 ) −−−−−→ F (V J_0 )

?
y

−−−−−→ Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), V J_0 )

(qto vozmoßno v silu toqnosti sleva funktorov F i Hom_Λ (Hom_{Funct} (F, Id), )), poluqim izomorfizm F (X) → Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), X), inducirovannyæ na X morfizmom funktorov F → Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), ). Takim obrazom, fftot funktornyæ morfizm deæstvitel~no ØvlØetsØ izomorfizmom, i teorema dokaza- na. Zameqanie. Esli F :Λ M →ZM – kovariantnyæ funktor,

kommutiru¸wiæ s prØmymi proizvedeniØmi, to pravyæ proizvodnyæ R^0F nepreryven sleva i potomu predstavim, R^0F = Hom_Λ(Hom_{Funct} (F, Id), ).

§5. Nepreryvnye sleva kontravariantnye funktory Teorema 5.1. Pust~ F :Λ M →ZM – nepreryvnyæ sleva kontra-

variantnyæ additivnyæ funktor. Togda F = 0.

Zameqanie 5.1. Na kategorii, dvoæstvennoæ ΛM, suwestvu¸t ne-

nulevye kontravariantnye funktory, nepreryvnye sleva – ffto v toqnosti funktory, dvoæstvennye A⊗_Λ pri A_Λ ≠ 0.

Zameqanie 5.2. DlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno poka-

zat~, qto F (V ) = 0, gde_ΛV – nekotoryæ (fiksirovannyæ!) in¨- ektivnyæ koobrazu¸wiæ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku F perevodit prØmye proizvedeniØ

v prØmye summy, iz F (V ) = 0 sleduet F (V^I ) = 0 pri l¸bom nepustom mnoßestve I. VsØkiæ_ΛX vkladyvaetsØ v V^I pri nekotorom I, 0 → X → V^I , i v silu toqnosti F sprava imeem toqnu¸ posledovatel~nost~ F (V^I ) → F (X) → 0, otkuda F (X) = 0.

Zameqanie 5.3. DlØ dokazatel~stva teoremy pri proizvol~nom

Λ dostatoqno dokazat~ ee pri Λ = Z.

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 197

Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~noæ abelevoæ gruppy ZY moßno

rassmotret~ kovariantnyæ funktor_ΛM → ZM, X→HomZ(F (X), Y ). �tot funktor nepreryven sleva i pofftomu, soglasno teoreme predyduwego paragrafa, on predstavim nekotorym levym Λmodulem G(Y ), HomZ(F (X), Y ) = Hom_Λ(G(Y ), X). StandartnaØ proverka pokazyvaet, qto G(Y ) zavisit ot Y kontravariantnym obrazom, priqem G :ZM →_Λ M est~ funktor, nepreryvnyæ sleva. Pofftomu, esli sformulirovannaØ teorema verna pri Λ = Z, to G = 0, otkuda HomZ(F (X), ) = 0 pri vsØkom_ΛX i tem samym F = 0, tak qto teorema verna pri proizvol~nom Λ.

Dokazatel~stvo teoremy. Soglasno vyxeprivedennym zameqa-

niØm, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ Λ = Z i dokazat~, qto F (V ) = 0 dlØ nekotoroæ in¨ektivnoæ koobrazu¸weæ abelevoæ gruppy ZV . Fiksiruem in¨ektivnu¸ koobrazu¸wu¸ ZV i beskoneqnoe mnoßestvo I, i rassmotrim kanoniqeskoe vloßenie 0 → V^{(I)} → V^I . V silu toqnosti F sprava imeem ffpimorfizm F (V^I ) → F (V^{(I)}) → 0. Kanoniqeskiæ morfizm F (V )^{(I)} → F (V^I ) ØvlØetsØ izomorfizmom (imenno fftot izomorfizm my imeem v vidu, kogda govorim, qto F perevodit prØmye proizvedeniØ v prØmye summy). Pofftomu kompoziciØ F (V )^{(I)} → F (V^I ) → F (V^{(I)}) est~ ffpimorfizm. No s drugoæ storony ffta kompoziciØ ØvlØetsØ monomorfizmom kak induktivnyæ predel monomorfizmov F (V )^n → F (V^{(I)}). Ots¸da vidno, qto F (V^I ) → F (V^{(I)}) – izomorfizm. Poskol~ku V^{(I)} – in¨ektivnaØ abeleva gruppa, toqnaØ posledovatel~nost~ 0 → V^{(I)} → V^I → V^I /V^{(I)} → 0 rasweplØetsØ, pofftomu F (V^I /V^{(I)}) = 0, otkuda blagodarØ toqnosti F sprava i “diagonal~nomu” vloßeni¸ V → V^I /V^{(I)}, v ∈ V → {v}_{i∈I} mod V^{(I)} sleduet, qto F (V ) = 0. Teorema dokazana.

§6. HarakterizaciØ nepreryvnyh funktorov neskol~kih argumentov Teorema 6.1. Pust~ Λ1, . . . , Λm, Γ1, . . . , Γn, Δ1, . . . , Δk – associa-

tivnye kol~ca s edinicami, i F :_{Λ1} M×. . .×_{Λm}M×_{Γ1}M×. . .×_{Γn}M×

Δ1M×. . .×ΔkM →ZM – nenulevoæ additivnyæ funktor n + m + k ar-

gumentov, kontravariantnyæ i nepreryvnyæ sprava po pervym m argumentam, kovariantnyæ i nepreryvnyæ sprava po sledu¸wim n argumentam i, nakonec, kovariantnyæ i nepreryvnyæ sleva po poslednim k argumentam. Togda vozmoßny tri sluqaØ:

198 M. B. ZV˚GINA

1) m = k = 0, i F (Y_1, . . . , Y_n) = F (Γ_1, . . . , Γ_n) ⊗_{Γ1} Y_1 ⊗ . . . ⊗_{Γn} Y_n; 2) n = k = 0, i F (X_1, . . . , X_m) = Hom_{Λ1,... ,Λm} (X_1 ⊗Z. . . ⊗ZX_m, F (Λ_1, . . . , Λ_m));

3) n = 0, k = 1 (Δ_1 = Δ), i F (X_1, . . . , X_m, Z) = Hom_{Λ1,... ,Λm} ( X_1 ⊗_{Λ1} . . . ⊗_{Λm} X_m,

Hom_Δ(Hom_{Funct} (F (Λ_1, . . . , Λ_m), ), Id), Z ) . Dokazatel~stvo. (1) Pust~ F :Δ_1 M ×Δ_2 M →ZM – funktor,

kovariantnyæ i nepreryvnyæ sleva po oboim argumentam. Togda F = 0.

V samom dele, takoæ funktor predstavim, skaßem, po vtoromu argumentu:

F (Z_1, Z_2) = Hom_{Δ2} (Hom_{Funct} (F (Z_1, ), Id), Z_2),

pri fftom Hom_{Funct} (F (Z_1, ), Id) obØzan byt~ kontravariantnym funktorom argumenta Z_1, nepreryvnym sleva, i pofftomu raven nul¸ (v silu teoremy 5.1), tak qto F = 0.

(2) Pust~ F :_Γ M ×_Δ M →ZM – kovariantnyæ funktor dvuh argumentov, nepreryvnyæ sprava po pervomu argumentu i sleva po vtoromu. Togda F = 0.

Deæstvitel~no, v fftom sluqae F (Y, Z) = F (Γ, Z) ⊗_Δ Y , i esli F (Γ, Z) ≠ 0, to fftot funktor ne moßet byt~ nepreryvnym sleva po argumentu Z, t.k. ⊗_ΔY ne kommutiruet s prØmymi proizvedeniØmi, esli Y ne ØvlØetsØ koneqnoporoßdennym. Pofftomu F (Γ, Z) = 0, i tem samym F = 0.

(3) Pust~ F :_Λ M ⊗_Δ M →ZM – nepreryvnyæ sprava funktor dvuh argumentov, kontravariantnyæ po pervomu argumentu i kovariantnyæ po vtoromu. Togda F = 0.

Deæstvitel~no, F (X, Y ) = Hom_Λ(X, F (Λ, Γ) ⊗_Γ Y ), i esli F (Λ, Γ) ≠ 0, to fftot funktor ne moßet byt~ nepreryvnym sprava po argumentu Y (ibo Hom_Λ(X, ) ne kommutiruet s prØmymi summami pri beskoneqnoporoßdennyh_ΛX). Pofftomu F (Λ, Γ) = 0, i F = 0.

SummiruØ (1), (2) i (3), poluqim utverßdenie teoremy.

§7. Pereformulirovka poluqennyh rezul~tatov na Øzyke kategoriæ funktorov

Oboznaqim qerez_ΛRgCo,_ΛRgCt,_ΛLfCo i_ΛLfCt sootvetstvenno kategorii nepreryvnyh sprava kovariantnyh, nepreryvnyh

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 199 sprava kontravariatnyh, nepreryvnyh sleva kovariantnyh i nepreryvnyh sleva kontravariantnyh funktorov_ΛM →ZM i funktornyh morfizmov. Teoremy, dokazannye v §§1–5, dopuska- ¸t sledu¸wu¸ pereformulirovku:

(1) KategoriØ_ΛRgCo ffkvivalentna M_Λ; (2) KategoriØ_ΛRgCt ffkvivalentna_ΛM; (3) KategoriØ_ΛLfCo dvoæstvenna_ΛM; (4) KategoriØ_ΛLfCt trivial~na.

Naibolee interesen (i naimenee trivialen) rezul~tat o dvoæstvennosti meßdu_ΛM i_ΛLfCo. V sovokupnosti s dvoæstvennost~¸ PontrØgina fftot rezul~tat daet ffkvivalentnost~ meßdu ΛLfCo i kategorieæ Comp_Λ kompaktnyh pravyh Λ-moduleæ. VyraßaØs~ kraæne nestrogo, kompaktnyæ pravyæ Λ-modul~ est~ nepreryvnyæ sleva kovariantnyæ funktor_ΛM →ZM. Takim obrazom, my uße poluqili qisto algebraiqesku¸ kategori¸_ΛLfCo, dvoæstvennu¸_ΛM. Odnako ob¨ekty fftoæ kategorii opisyva¸tsØ nekonstruktivno. KategoriØ, kotoroæ budet posvØwena ostavxa- ØsØ qast~ raboty, stroitsØ gorazdo bolee konstruktivno, neßeli ffkvivalentnaØ eæ_ΛLfCo, hotØ i neinvariantno: ona zavisit ot vybora in¨ektivnogo koobrazu¸wego_ΛV . Odnako naliqie v kategorii_ΛM kanoniqeskogo in¨ektivnogo koobrazu¸- wego Cont(Λ) = HomZ(Λ, R/Z) obespeqit nam postroenie kategorii, kanoniqeski dvoæstvennoæ_ΛM. �to postroenie pokaßet, kak i bylo obewano, kakim obrazom moßno zamenit~ topologoalgebraiqesku¸ strukturu kompaktnogo Λ-modulØ na mnoßestve strukturoæ qisto algebraiqeskoæ.

§8. ΛV -mul~tistrukturirovannye abelevy gruppy

Pust~_ΛV – proizvol~nyæ modul~. My budem govorit~, qto abeleva gruppa Y_ΛV -mul~tistrukturirovana, esli na gruppah vida Y^I zadany soglasovannye meßdu soboæ struktury levyh Γ(_ΛV^I )-moduleæ. �to oznaqaet, qto vsØkomu nepustomu mnoßestvu I postavlen v sootvetstvie kol~cevoæ gomomorfizm α(I) : Γ(_ΛV^I ) → End Z(Y^I ), priqem kommutativny vsevozmoßnye dia-

200 M. B. ZV˚GINA grammy vida ( Γ(_ΛV^I )^{(J)} )_J −−−−→ Γ(_ΛV^{I×J} ) (α(I)(^J))^J α_{(I×J)} ( End Z(Y^I )^{(J))J} −−−−→ End Z(Y^{I×J} )

s estestvennymi gorizontal~nymi strelkami {γ_{k,j}}_{k,j∈J} → ( {y_j }_{j∈J} → { ∑ k∈J γ_{k,j}(y_k) } j∈J ) ,

γ_{k,j} ∈ Γ(_ΛV^I ) i y_j ∈ V^I dlØ verhneæ stroki,

γ_{k,j} ∈ End Z(Y^I ) i y_j ∈ Y^I – dlØ nißneæ.

Pod_ΛV -mul~timorfizmom my budem ponimat~ takoæ gomomorfizm Y_1^φ→Y_{2 Λ}V -mul~tistrukturirovannyh abelevyh grupp,

qto pri vsØkom nepustom I Y^I_1^{φI}→ Y^I_2 est~ gomomorfizm levyh Γ(_ΛV^I )-moduleæ. Kategori¸_ΛV -mul~tistrukturirovannyh abelevyh grupp i_ΛV -mul~timorfizmov my oboznaqim qerez_ΛV - Mult.

Primer. Esli X – levyæ Λ-modul~, to funktor HomΛ(X, ) poro-

ßdaet_ΛV -mul~tistrukturu na abelevoæ gruppe Hom_Λ(X, V ) (inducirovannu¸ sistemoæ estestvennyh izomorfizmov Hom_Λ(X, V^I ) = Hom_Λ(X, V )^I ). V qastnosti, imeem kanoniqesku¸_ΛV -mul~- tistrukturu na V = Hom_Λ(Λ, V ).

V sledu¸wem paragrafe my pokaßem, qto v sluqae in¨ektivnogo koobrazu¸wego_ΛV privedennyæ primer ØvlØetsØ obwim, t.e. vsØkaØ_ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva gruppa izomorfna Hom_Λ(X, V ) pri nekotorom_ΛX.

§9. Teorema o predstavimosti ΛV -mul~tistruktury Teorema 9.1. Pust~ Y – ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva

gruppa. Togda suwestvuet_ΛV -mul~timorfizm

Y → Hom_Λ(Hom_{ΛV -Mult}(Y, V ), V ),

kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom, esli_ΛV – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ.

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 201

Dokazatel~stvo. Poskol~ku dokazatel~stvo fftoæ teoremy v

toqnosti kopiruet dokazatel~stvo teoremy 3.1 (vmeste s ispol~zuemym apparatom), my ograniqimsØ postroeniem_ΛV -mul~- timorfizma Y^{θY}→ Hom_Λ(Hom_{ΛV -Mult}(Y, V ), V ) i formulirovkami lemm. θ_Y stroitsØ tak: (θ_Y (y))(ψ) = ψ(y) dlØ y ∈ Y , ψ ∈ Hom_{ΛV -Mult}(Y, V ).

Lemma 9.1. Pust~ ΛV – proizvol~nyæ modul~, Y – ΛV -mul~ti-

strukturirovannaØ abeleva gruppa. Togda pri l¸bom nepustom mnoßestve I Y^{Y ×I} est~ monogennyæ levyæ Λ-modul~, poroßdaemyæ fflementom x^0_I = { yδ_{i,i0} } y∈Y,i∈I pri fiksirovannom i0 ∈ I. V

qastnosti, Y^Y poroßdaetsØ nad Γ(_ΛV^Y ) fflementom x^0 = {y}_{y∈Y} .

Lemma 9.2. Pust~ po-preßnemu ΛV – proizvol~nyæ modul~ i Y –

ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva gruppa. Oboznaqim qerez I_0 Ødro ffpimorfizma levyh Γ(_ΛV^Y )-moduleæ, postroennogo v lemme

9.1, Γ(_ΛV^Y ) ·x^0→ Y^Y , i qerez I_J – Ødro ffpimorfizma Γ(_ΛV^{Y ×I0×J} )-

moduleæ Γ(_ΛV^{Y ×I0×J} ) ·x^0_{I0×J} → Y^{Y ×I0×J} , gde x^0_{I0×J} = {x^0δ_{i,0}δ_{j,j0} }, x^0 = {y}_{y∈Y} (pri proizvol~nom nepustom mnoßestve J i fiksirovannom j_0 ∈ J). Togda levyæ ideal I_J kol~ca Γ(_ΛV^{Y ×I0×J} ) koneqnoporoßden (toqnee, poroßdaetsØ dvumØ fflementami).

Sledstvie 1. Pust~ Y – ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva

gruppa. Togda suwestvuet takoe mnoßestvo I(Y ), qto Y^{I(Y )×J} – koneqnopredstavimyæ levyæ Γ(_ΛV^{I(Y )×J} -modul~ pri proizvol~nom nepustom mnoßestve J.

Sledstvie 2. Pust~ ΛV in¨ektiven, Y – ΛV -mul~tistrukturi-

rovannaØ abeleva gruppa, i I(Y ) – mnoßestvo, postroennoe v sledstvii 1. Dalee, poloßim V_0 = V^{I(Y )} i Y_0 = Y^{I(Y )}. Togda Γ(_ΛV^J_0 )- modul~ Y^J_0 V^J_0 -refleksiven pri proizvol~nom nepustom mnoßestve J.

Lemma 9.3. Pust~ ΛV – proizvol~nyæ modul~, i Y1, Y2 – ΛV -

mul~tistrukturirovannye abelevy gruppy. DlØ proizvol~nogo nepustogo I vsØkiæ gomomorfizm levyh Γ(_ΛV^I )-moduleæ Y^I_1 → Y^I_2 imeet vid φ^I pri nekotorom φ ∈ Hom_{Γ(ΛV )}(Y_1, Y_2). V qastnosti, poloßiv Y_2 = V , imeem monomorfizm H_V I (Y^I ) → H_V (Y ), φ^I → φ.

202 M. B. ZV˚GINA

Lemma 9.4. Pust~ ΛV – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ, Y – ΛV -mul~-

tistrukturirovannaØ abeleva gruppa i V_0 = V^{I(Y )} – modul~, postroennyæ v sledstvii 2 iz lemm 9.1, 9.2, a Y_0 = Y^{I(Y )}. Togda pri vsØkom φ ∈ H_{V0} (Y_0) imeem φ^I ∈ H_V I_0 (Y^I_0 ) dlØ proizvol~nogo nepustogo mnoßestva I. Inymi slovami, monomorfizm H_V I_0 (Y^I ) → H_{V0} (Y_0), postroennyæ v lemme 9.3, ØvlØetsØ izomorfizmom pri l¸bom nepustom I.

Lemma 9.5. Pust~ po-preßnemu ΛV – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ,

Y –_ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva gruppa, Y_0 i V_0 – moduli, postroennye v sledstvii 2 iz lemm 9.1, 9.2. Togda gomomorfizm η : Hom_{ΛV -Mult}(Y, V ) → Hom_{Γ(ΛV} I_)(Y^I_0 , V^I_0 ), η(φ) = φ^I , ØvlØetsØ izomorfizmom levyh Λ-moduleæ, priqem kommutativna diagramma

Y^I_0 −−−−→ Hom_Λ(Hom_{Γ(ΛV} I_{0 )}(Y^I_0 , V^I_0 ), V^I_0 )

θ^I_{Y0} & HomΛ(η,id)

Hom_Λ(Hom_{ΛV -Mult}(Y, V ), V^I_0 ).

Sformulirovav ffti pØt~ lemm, kotorye dokazyva¸tsØ doslovno tak ße, kak i lemmy §4 (ibo v privedennyh tam dokazatel~- stvah ispol~zuetsØ lix~ tot fakt, qto funktor F , kommutiru- ¸wiæ s prØmymi proizvedeniØmi, induciruet na vsØkoæ abelevoæ gruppe F (V )_ΛV -mul~tistrukturu), my budem sqitat~ teoremu 9.1 o predstavimosti dokazannoæ.

Zameqanie 9.1. DokazannaØ teorema daet ffffektivnyæ sposob

postroeniØ_ΛV -mul~tistrukturirovannyh grupp dlØ in¨ektivnyh koobrazu¸wih_ΛV . V samom dele, esli Y = Hom_Λ(X, V ), to primeniv funktor G_V k svobodnoæ rezol~vente Λ^{(J)} → Λ^{(I)} → X → 0 levogo Λ-modulØ X, budem imet~ toqnu¸ posledovatel~- nost~ 0 → Y → V^{I θ}→ V^J , gde gomomorfizm θ zadaetsØ matriceæ s finitnymi stolbcami {λ_{i,j}} ∈ (Λ^{(I)})^J , θ{v_i} = { ∑ i∈I λ_{ij}v_i } . Takim

obrazom, vsØkaØ_ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva gruppa izomorfna Ødru nekotorogo gomomorfizma θ ukazannogo vida – so strukturami Γ(_ΛV^K )-modulØ na Y^K , inducirovannymi gomomorfizmami levyh Γ(_ΛV^K )-moduleæ (V^K )^{I θK}→ (V^K )^J .

Gomomorfizmy V^I → V^J , zadavaemye matricami {λ_{i,j} } ∈ (Λ^{(I)})^J , my budem v dal~neæxem nazyvat~_ΛV -nepreryvnymi. Itak, abeleva gruppa Y dopuskaet_ΛV -mul~tistrukturu v tom i

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 203 tol~ko v tom sluqae, kogda ona izomorfna Ødru_ΛV -nepreryvnogo gomomorfizma. Poskol~ku svobodnaØ rezol~venta_ΛX : Λ^{(J)} → Λ^{(I)} → 0 opredelena s toqnost~¸ do gomotopiqeskoæ ffkvivalentnosti,_ΛV -nepreryvnaØ rezol~venta 0 → V^{(I)} → V^{(J)} opredelena s toqnost~¸ do_ΛV -nepreryvnoæ gomotopiqeskoæ ffkvivalentnosti (t.e. gomotopiqeskoæ ffkvivalentnosti kompleksov v kategorii, ob¨ekty kotoroæ sut~ moduli vida V^I , a morfizmy_ΛV - nepreryvny). Takim obrazom, zadanie_ΛV -mul~tistruktury na Y ravnosil~no ukazani¸_ΛV -nepreryvno gomotopiqeskogo klassa_ΛV -nepreryvnyh rezol~vent Y : 0 → V^I → V^J .

§10. Osnovnoæ rezul~tat dvoæstvennosti Teorema 10.1. Pust~ ΛV – in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ. Togda ka-

tegoriØ_ΛV -Mult dvoæstvenna kategorii_ΛM.

Dokazatel~stvo. TrebuemaØ dvoæstvennost~ osuwestvlØetsØ

funktorami

ΛM^{−→}← Λ V -Mult, ΛX → HomΛ(X, V ), HomV -Mult(Y, V ) ← Y.

Rezul~taty §9 pokazyva¸t, qto ffti funktory ØvlØ¸tsØ vzaimno obratnymi.

Zameqanie. Pri kanoniqeskom in¨ektivnom koobrazu¸wem V =

Cont(Λ) = HomZ(Λ, R/Z) my poluqaem kanoniqesku¸ dvoæstvennost~ meßdu_ΛM i_ΛCont(Λ)-Mult.

Privedem zaodno funktory, osuwestvlØ¸wie dvoæstvennost~ PontrØgina, dvoæstvennost~ meßdu_ΛM i_ΛLfCo i ffkvivalentnost~ kategoriæ_ΛLfCo i_ΛV -Mult.

Sußenie dvoæstvennosti PontrØgina na kategori¸_ΛM:_ΛM^{−→}← Comp_Λ,_ΛX →(kompaktnyæ pravyæ Λ-modul~ HomZ(X, R/Z) = Hom_Λ(X, Cont(Λ))) i (kompaktnyæ pravyæ Y_Λ) → Hom_{Comp}Z(Y, R/Z) = Hom_{CompΛ} (Y, Cont(Λ)) (v posledneæ formule Cont(Λ) = HomZ(Λ,

R/Z) nadelØetsØ strukturoæ kompaktnogo pravogo Λ-modulØ,

obespeqivaemoæ klassiqeskoæ dvoæstvennost~¸ PontrØgina).

Dvoæstvennost~ meßdu_ΛM i_ΛLfCo:

ΛY → Hom_Λ(Y, ) i (F :_Λ M →ZM) → Hom_{Funct} (F, Id).

�kvivalentnost~ meßdu_ΛLfCo i_ΛV -Mult:

(F :_Λ M →ZM) → (_ΛV -mul~tistrukturirovannaØ abeleva gruppa F (V ) so strukturami levyh Γ(_ΛV^I )-moduleæ na

204 M. B. ZV˚GINA

F (V )^I = F (V^I ), inducirovannymi funktorom F ) i (_ΛV - mul~tistruktura Y ) →(funktor Hom_Λ(Hom_{ΛV -Mult} (Y, V ), ):

ΛM →ZM).

§11. Zamena topologiqeskoæ struktury na algebraiqesku¸

Iz rezul~tatov §10 sleduet, qto zadanie struktury kompaktnogo pravogo Λ-modulØ na abelevoæ gruppe Y ravnosil~no zadani¸ nepreryvnogo sleva kovariantnogo funktora_ΛM →ZM, prinima¸wego znaqenie Y na module_ΛCont(Λ) ili, ffkvivalentno,_ΛCont(Λ)-mul~tistrukturirovani¸ Y .

Imenno, esli Y_Λ – kompaktnyæ pravyæ Λ-modul~ i γ ∈ Hom_Λ(Cont(Λ)^I , Cont(Λ)^I ), to morfizm γ : Y^I → Y^I dolßen kommutirovat~ so vsemi stepenØmi nepreryvnyh morfizmov kompakt-

nyh pravyh Λ-moduleæ Y^{I φI}→ U^I φ ∈ Hom_{CompΛ} (Y, U )) (ibo pri ravnosil~nyh topologiqeskoæ i qisto algebraiqeskoæ strukturah ponØtiØ “nepreryvnyæ gomomorfizm kompaktnyh pravyh Λ-moduleæ” i “_ΛCont(Λ)-mul~timorfizm” dolßny sovpadat~). Pofftomu nepreryvnoe vloßenie Y^η→ Cont(Λ)^{Y ∗} , η(y) = {x(y)} (Y^∗ = Hom_{CompΛ} (Y, Cont(Λ))) dolßno obespeqivat~ nam kommutativnost~ diagramm vida Y^{I ηI}−−−−→ Cont(Λ)^{Y ∗×I} γ γ Y^{I ηI}−−−−→ Cont(Λ)^{Y ∗×I} (my estestvennym obrazom polagaem

γ : Cont(Λ)^{Y ∗×I} → Cont(Λ)^{Y ∗ ×I} =

=γ^{Y ∗} : (Cont(Λ)^I )^{Y ∗} → (Cont(Λ)^I )^{Y ∗} ).

Ots¸da vidim, qto γη^I (Y^I ) ⊂ η^I (Y^I ), i formula γ{y_i}_{i∈I} = (η^I )^{−1}γη^I {y_i}_{i∈I} daet iskomu¸ Cont(Λ)-mul~tistrukturu na Y .

Obratno, esli abeleva gruppa Y_Λ Cont(Λ)-mul~tistrukturirovana, to ob¨Øviv bazoæ okrestnosteæ nulØ v Y mnoßestva vida f^{−1}(U ), gde f ∈ Hom_{ΛCont(Λ)-Mult} (Y, Cont(Λ)), U – bazisnaØ okrestnost~ nulØ v Cont(Λ), poluqim strukturu kompaktnogo pravogo Λ-modulØ na Y . Ots¸da imeem

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 205

Predloßenie 11.1. Struktura kompaktnogo pravogo Λ-modulØ

ffkvivalentna_ΛComp(Λ)-mul~tistrukture.

V qastnosti, struktura kompaktnoæ abelevoæ gruppy ffkvivalentna ZR/Z-mul~tistrukture.

Predloßenie 11.2. (a) Struktura svØznogo kompaktnogo pravogo

Λ-modulØ na Y ffkvivalentna takoæ_ΛCont(Λ)-mul~tistrukture, qto Hom_{ΛCont(Λ)-Mult} (Y, Cont(Λ)) est~ levyæ Λ-modul~, ne ime¸wiæ fflementov koneqnogo porØdka.

(b) Struktura vpolne nesvØznogo kompaktnogo pravogo Λ-modulØ na Y ffkvivalentna takoæ_ΛCont(Λ)-mul~tistrukture, qto Hom_{ΛCont(Λ)-Mult} (Y, Cont(Λ)) sostoit iz fflementov koneqnogo porØd- ka. �to predloßenie i podobnye emu, opisyva¸wie qisto algebraiqeski topologiqeskie svoæstva kompaktnyh grupp, ØvlØ¸tsØ sledstviØmi teoremy dvoæstvennosti PontrØgina (sm. [5], gl. 6, §38).

§12. Racional~nyæ ostov i popolnenie

Moßno zadat~ strukturu kompakta na abelevoæ gruppe Y bolee ffkonomnym sposobom, qem ffto bylo sdelano v predyduwem paragrafe. Imenno, esli abeleva gruppa Y dopuskaet strukturu kompakta, to ona tem samym dopuskaet i strukturu levogo Γ(ZR/Z)-modulØ, poskol~ku Y = HomZ(X, R/Z), gde X = Hom_{Comp}Z(Y, R/Z). Pri fftom abeleva gruppa HomZ(X, Q/Z) kanoniqeski izomorfna IY , gde I – pravyæ ideal kol~ca Γ(ZR/Z), sostoØwiæ iz gomomorfizmov abelevyh grupp R/Z→ R/Zs obrazami, leßawimi v Q/Z⊂ R/Z. Poskol~ku obe pary funktorov

Z-Mult^{−→}← ZR/Z-Mult i ZM^{−→}← ZQ/Z-Mult, ZX → HomZ(X, R/Z) i ZX → HomZ(X, Q/Z) sootvetstvenno osuwestvlØ¸t ffkvivalentno-

sti kategoriæ, skvoznye funktory ZQ/Z-Mult^{−→}← ZR/Z-Mult takße da¸t ffkvivalentnost~ kategoriæ. Pofftomu zadanie struktury kompakta na levom Γ(ZR/Z)-module Y ravnosil~no zadani¸

Q/Z-mul~tistruktury na IY .

My budem nazyvat~ abelevu gruppu IY racional~nym ostovom levogo Γ(ZR/Z)-modulØ Y . Esli na Y zadana struktura kompakta, to sootvetstvu¸wee topologiqeskoe prostranstvo est~ popolnenie racional~nogo ostova Y (v inducirovannoæ topologii).

206 M. B. ZV˚GINA

Obratno, esli gruppa Y_1 ZQ/Z-mul~tistrukturirovana, to moßno zadat~ na neæ topologi¸, ob¨Øviv bazoæ okrestnosteæ nulØ mnoßestva vida f^{−1}(U ), gde f ∈ HomQ_/Z_{-Mult}(Y_1, Q/Z), U – bazisnaØ okrestnost~ nulØ v Q/Z. Popolnenie ^Y_1 topologiqeskoæ gruppy Y_1 kompaktno, priqem Y_1 est~ racional~nyæ ostov ^Y_1. ZR/Z-mul~tistrukturirovannaØ gruppa, sootvetstvu- ¸waØ ^Y_1, est~ HomZ ( HomQ/Z-Mult^{(Y}1^, Q^/Z^{),} R^/Z^{).}

Racional~nyæ ostov kompaktnoæ abelevoæ gruppy est~ ee plotnaØ podgruppa, kotoraØ moßet sovpadat~ so vsem kompaktom: takoe sovpadenie imeet mesto, naprimer, dlØ kompaktnyh grupp Z_p i voobwe dlØ vseh vpolne nesvØznyh kompaktnyh abelevyh grupp (i tol~ko dlØ nih). V samom dele, Y vpolne nesvØzna togda i tol~ko togda, kogda Y = HomZ(X, R/Z), gde X – gruppa kruqeniØ. Sootvetstvenno, v fftom i tol~ko v fftom sluqae IY = HomZ(X, Q/Z) = HomZ(X, R/Z) = Y .

SummiruØ vse skazannoe v fftom paragrafe, poluqaem

Predloßenie 12.1. (a) Struktura kompakta na levom Γ(ZR/Z)-

module ffkvivalentna ZQ/Z-mul~tistrukture na ego racional~- nom ostove;

(b) vsØkaØ ZQ/Z-mul~tistrukturirovannaØ abeleva gruppa Y_1 est~ racional~nyæ ostov svoego popolneniØ HomZ ( HomQ/Z-Mult^{(Y}1^, Q/Z), R/Z^);

(c) racional~nyæ ostov kompaktnoæ abelevoæ gruppy Y est~ ee plotnaØ podgruppa, sovpada¸waØ s Y v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda Y vpolne nesvØzna.

§13. �ffektivnyæ sposob postroeniØ mnoßestva s algebraiqeskoæ strukturoæ, ffkvivalentnoæ strukture kompaktnoæ abelevoæ gruppy Predloßenie 13.1. (a) Abeleva gruppa dopuskaet strukturu

kompakta v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ona izomorfna Ødru ZR/Z-nepreryvnogo gomomorfizma. Zadanie kompaktnoæ topologii na abelevoæ gruppe Y ravnosil~no v fftom sluqae ukazani¸

R/Z-nepreryvno-gomotopiqeskogo klassa rezol~vent Y , t.e. R/Z-

nepreryvnyh gomomorfizmov (R/Z)^I → (R/Z)^J s Ødrom, izomorfnym Y ;

(b) nepreryvnye gomomorfizmy kompaktnyh abelevyh grupp

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 207 induciru¸tsØ v toqnosti ZR/Z-nepreryvnymi morfizmami ih

ZR/Z-rezol~vent;

(c) racional~nyæ ostov kompaktnoæ abelevoæ gruppy Y est~ proobraz (Q/Z)^I pri vloßenii 0 → Y → (R/Z)^I, ØvlØ¸wemsØ Ødrom rezol~venty Y ;

(d) abeleva gruppa dopuskaet strukturu racional~nogo ostova nekotorogo kompakta v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ona izomorfna Ødru ZQ/Z-nepreryvnogo gomomorfizma. Zadanie topologii racional~nogo ostova kompakta na abelevoæ gruppe Y_1 ravnosil~no ukazani¸ Q/Z-nepreryvno-gomotopiqeskogo klassa

ZQ/Z-rezol~vent Y1, t.e. ZQ/Z-nepreryvnyh morfizmov (Q/Z)^I →

(Q/Z)^J s Ødrom, izomorfnym Y1.

Vse utverßdeniØ sledu¸t iz sovokupnosti rezul~tatov §§10– 12 i iz zameqaniØ 9.1 – i v special~nom dokazatel~stve ne nußda¸tsØ.

Predloßenie 13.2. (a) KompaktnaØ abeleva gruppa Y svØzna

togda i tol~ko togda, kogda dlØ proizvol~noæ diagrammy ZR/Z-

nepreryvnyh morfizmov

(R/Z)^I −−−−−→ (R/Z)^J

?
y

R/Z , gde gorizontal~naØ

strelka est~ ZR/Z-nepreryvnaØ rezol~venta Y , rassloennaØ summa (R/Z)^J ⨆ (R/Z)I^{R/Zravna libo R/Z, libo nul¸;}

(b) kompaktnaØ abeleva gruppa Y vpolne nesvØzna v tom i tol~- ko v tom sluqae, kogda pri teh ße usloviØh ukazannaØ rassloennaØ summa vsegda otliqna ot nulØ;

(c) racional~nyæ ostov Y_1 kompaktnoæ abelevoæ gruppy imeet svØznoe popolnenie togda i tol~ko togda, kogda dlØ proizvol~noæ

diagrammy ZQ/Z-nepreryvnyh morfizmov vida

(Q/Z)^I −−−−−→ (Q/Z)^J

?
y

Q/Z , ime¸weæ v kaqestve gorizontal~noæ strelki ZQ/Z-rezol~ventu Y_1, rassloennaØ summa (Q/Z)^J ⨆ (Q/Z)I^{Q/Zravna libo Q/Z, libo nu-} l¸; (d) racional~nyæ ostov Y_1 kompaktnoæ abelevoæ gruppy imeet nesvØznoe popolnenie – i tem samym ØvlØetsØ sam vpolne nesvØznoæ abelevoæ gruppoæ – v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda pri

208 M. B. ZV˚GINA teh ße usloviØh ukazannaØ rassloennaØ summa vsegda otliqna ot nulØ.

Dokazatel~stvo. My dokaßem tol~ko utverßdenie (a) – ostal~-

nye dokazyva¸tsØ soverxenno analogiqno. Iz teoremy dvoæstvennosti PontrØgina izvestno, qto Y ØvlØetsØ svØznoæ kompaktnoæ abelevoæ gruppoæ togda i tol~ko togda, kogda Y =

HomZ(X, R/Z) dlØ abelevoæ gruppy X, ne ime¸weæ kruqeniØ

(sm. [5]). Voz~mem svobodnu¸ rezol~ventu 0 ← X ← Z^{(I)} ← Z^{(J)} abelevoæ gruppy X. Uslovie otsutstviØ kruqeniØ v X ravnosil~no sledu¸wemu: vsØkaØ monogennaØ podgruppa Z^{(I)} libo leßit v Ødre ffpimorfizma Z^{(I)} → X (t.e. prihodit iz Z^{(J)}), libo imeet s fftim Ødrom nulevoe pereseqenie. Na Øzyke diagramm ffto oznaqaet, qto dlØ vsØkoæ diagrammy abelevyh grupp

Z^{(I)} ←−−−−− Z^{(J)}

x?
?

Z rassloennoe proizvedenie Z^{(J)} ∏ Z(I)^{Zravno libo Z,}

libo nul¸.

Poskol~ku funktor GR_/Ztoqen i perevodit koneqnye prØmye proizvedeniØ v koneqnye prØmye summy, on perevodit koneqnye proektivnye predely v koneqnye induktivnye (sm. dokazatel~stvo predloßeniæ §1). V qastnosti, GR_/Z

(Z^{(J) ∏}Z_{(I)} Z^) = (R/Z)^{J ⨆}_(R_/Z_{)I} R/Z. Pofftomu primenenie funktora GR/Zk prive-

dennomu zdes~ rezol~ventnomu uslovi¸ otsutstviØ kruqeniØ v X daet v toqnosti uslovie svØznosti Y , sformulirovannoe v (a).

Avtor gluboko priznatelen A. V. ˚kovlevu i A. A. Suslinu za interes k rabote i vnimatel~noe qtenie rukopisi, A. F. Ivanovu za postoØnnoe vnimanie i soderßatel~nye besedy, a takße B. B. Lur~e za drußesku¸ podderßku.

Literatura 1. M. B. ZvØgina, Teorema o lokal~noæ dvoæstvennosti. — Zap. nauqn.

semin. POMI 227 (1995), 66–73.

2. M. B. ZvØgina, Lokal~naØ dvoæstvennost~ dlØ moduleæ nad neterovymi

kommutativnymi kol~cami. — Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999),

169–188.

3. S. Makleæn, GomologiØ. Mir, M. (1966).

4. C. E. Watts, Intrinsic characterizations of some additive functors. — Proc AMS

11 (1960), 5–8.

NEPRERYVNYE FUNKTORY I DVO`STVENNOST^ 209 5. L. S. PontrØgin, Nepreryvnye gruppy. Nauka, M. (1973). 6. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. T. 1, Mir, M. (1977).

Zwiagina M. B. Continuous functors and duality.

Let Λ be an associative ring with unity and let_ΛM be a category of left unitary Λ-modules. The complete characterization of continuous additive co- and contravariant functors_ΛM →ZM is given. Such functors are either representable, or equivalent to a tenzor product, or the trivial functor. The class of categories, which are dual to_ΛM and therefore equivalent to the category of compact right Λ-modules, is constructed by purely algebraic means. The canonical category is extracted from this class. The purely algebraic structure is constructed that is equivalent to the topology-algebraic structure of compact right Λ-module. Algebraic equivalents of connectivity and of complete inconnectivity are given.

Postupilo 21 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet