Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord

POPOLNENIE MODULE` NAD POLUCEPNYMI NETEROVYMI SPRAVA KOL^CAMI

V dannoæ rabote s pomow~¸ levyh idealov polucepnogo kol~- ca R na proizvol~nom pravom R-module vvoditsØ lineænaØ topologiØ. V sluqae nœterovosti sprava kol~ca R reducirovannye qisto-in¨ektivnye moduli mogut byt~ opisany kak polnye v fftoæ topologii moduli (sm. teoremu 2.3). Nad takim kol~com R s pomow~¸ popolneniØ moduleæ stroitsØ qisto-in¨ektivnaØ oboloqka proizvol~nogo pravogo R-modulØ.

Vezde R oboznaqaet polucepnoe kol~co, J – radikal Dßekobsona kol~ca R. Esli ne ogovoreno protivnoe, pod modulem ponimaetsØ pravyæ R-modul~. V rabote ispol~zu¸tsØ opredeleniØ, dannye v stat~Øh [1, 2].

§1. Opredelenie i svoæstva R-topologii Oboznaqenie. Pust~ V – koneqno poroßdœnnyæ levyæ R-modul~.

Oboznaqim qerez Gen(V ) dlinu R-modulØ V /JV .

Zameqanie. Gen(V ) sovpadaet s koliqestvom fflementov v l¸-

bom minimal~nom semeæstve lokal~nyh obrazu¸wih modulØ V [3, lemma 25.1.11].

Predloßenie 1.1. DlØ koneqno poroßdœnnogo levogo ideala I

kol~ca R ravnosil~ny sledu¸wie usloviØ:

(1) I ØvlØetsØ suwestvennym levym idealom R; (2) Gen(I) = Gen(R).

Dokazatel~stvo. (1) ⇒ (2). Vvidu [3, teorema 25.3.3] naædœtsØ

takoæ polnyæ nabor ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov

{e_k}^n_{k=1}, qto I =^n ⨁ k=1 (I∩Re_k), pri fftom vse moduli I∩Re_k ØvlØ¸tsØ

cepnymi koneqno poroßdœnnymi, a potomu – lokal~nymi modulØmi. Poskol~ku I – suwestvennyæ levyæ ideal, to I ∩ Re_k ≠ 0 pri k ∈ {1, 2, . . ., n}. Sledovatel~no, Gen(I) = n = Gen(R). 170

POPOLNENIE MODULE` 171

(2) ⇒ (1). Dopustim, qto I ∩ L = 0 dlØ nekotorogo nenulevogo levogo ideala L v R. Pust~ a ∈ L \ 0, opredelim L_1 = Ra. Togda

Gen(I + L_1) = Gen(I ⊕ L_1) = Gen(I) + Gen(L_1) > Gen(I) = Gen(R).

No I + L_1 ⊂ R, pofftomu soglasno [3, lemma 25.1.13] Gen(I + L_1) 6

Gen(R). Sledovatel~no, L = 0. •

Sledstvie 1.1.1. L¸boæ suwestvennyæ levyæ ideal I kol~ca R

soderßit nekotoryæ koneqno poroßdœnnyæ suwestvennyæ levyæ ideal L. Esli {e_k}^n_{k=1} – polnyæ nabor ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov kol~ca R, to naædœtsØ takoæ levyæ ideal L vida n⨁ k=1 Rx_k, gde x_k ∈ Re_k \ 0 pri l¸bom k ∈ {1, 2, . . ., n}.

Dokazatel~stvo. Esli {ek}^n_{k=1} – polnyæ nabor ortogonal~nyh

primitivnyh idempotentov, to dlØ l¸bogo k ∈ {1, 2, . . ., n} naæ-

dutsØ nenulevye x_k ∈ I ∩ Re_k. Opredelim L =^n ∑ k=1 Rx_k ⊂ I. Togda

L =^n ⨁ k=1 Rx_k – suwestvennyæ levyæ ideal kol~ca R =^n ⨁ k=1 Re_k. • Opredelenie. Pust~ M – pravyæ R-modul~. Nazovœm R-topolo-

gieæ modulØ M lineænu¸ topologi¸ s bazoæ okrestnosteæ nulØ

B = {M I | I – suwestvennyæ levyæ ideal R}.

Zameqanie. Semeæstvo mnoßestv B deæstvitel~no udovletvorØ-

et aksiomam bazy okrestnosteæ nulØ, tak kak dlØ l¸byh suwestvennyh levyh idealov I_1, I_2 v R pereseqenie I_1 ∩ I_2 – toße suwestvennyæ levyæ ideal, a (M I_1) ∩ (M I_2) ⊃ M (I_1 ∩ I_2).

Predloßenie 1.2. Pust~ M – pravyæ R-modul~.

(1) Esli {e_k}^n_{k=1} – polnyæ nabor ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov, to sistema mnoßestv B_1 = {M I | I = n⨁ k=1 Rx_k, gde x_k ∈ Re_k \ 0}, ØvlØetsØ bazoæ okrestnosteæ

nulØ R-topologii modulØ M ;

(2) v R-topologii modulØ M nepreryvno umnoßenie na l¸boæ fflement r ∈ R.

Dokazatel~stvo. (1) V silu sledstviØ 1.1.1 l¸boe mnoßestvo

M I ∈ B soderßit nekotoroe mnoßestvo iz B_1 .

(2) Pust~ M I ∈ B , r ∈ R. Togda levyæ ideal (I : r) = {s ∈ R | sr ∈ I} suwestvenen v R, i {m ∈ M | mr ∈ M I} ⊃ M (I : r). •

172 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Sledstvie 1.2.1. DlØ proizvol~nogo R-modulØ M mnoßestvo

M^1 = ⋂ MI∈B^{M I ØvlØetsØ ego podmodulem.}

Dokazatel~stvo. Otmetim, qto M^1 = {m ∈ M | {m} −→ 0}, gde

{m} oboznaqaet posledovatel~nost~ fflementov M , toßdestvenno ravnu¸ m. Pust~ m ∈ M^1, r ∈ R, togda v silu nepreryvnosti umnoßeniØ na r v M {mr} −→ 0, t.e. mr ∈ M^1. •

Zameqanie 1.2.2. Ispol~zuØ predloßenie 1.2, legko videt~, qto

fflement m ∈ M prinadleßit M^1 togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo primitivnogo idempotenta e ∈ R i l¸bogo fflementa

r ∈ Re \ 0 imeem me ∈ M r. Pri fftom dostatoqno rassmatrivat~

lix~ idempotenty e iz naperœd zadannogo polnogo nabora ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov kol~ca R.

Zameqanie 1.2.3. Esli R – polucepnoe hnp-kol~co, J = Rad(R),

a M – R-modul~, to sistema mnoßestv {M J^n | n ∈ N} ØvlØetsØ bazoæ okrestnosteæ nulØ R-topologii na M , tak kak v fftom sluqae vse nenulevye levye idealy, soderßawiesØ sobstvennym obrazom v Re, gde e – primitivnyæ idempotent, ime¸t vid J^ne. Pofftomu naxe opredelenie R-topologii dlØ moduleæ nad takim kol~com R soglasuetsØ s dannym v [4].

Predloßenie 1.3. Esli R – polucepnoe kol~co, a E – takoæ ne-

razloßimyæ R-modul~, qto vse faktor-moduli modulØ E in¨ektivny, to E^1 = E.

Dokazatel~stvo. Pust~ S= {ek}^n_{k=1} – polnyæ nabor ortogonal~-

nyh primitivnyh idempotentov v R. BlagodarØ zameqani¸ 1.2.2, dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸byh g ∈ S i r ∈ Rg \ 0 imeem

Er = Eg. Moßem sqitat~, qto r ∈ fR dlØ nekotorogo idempoten-

ta f ∈ S.

Pust~ y ∈ Eg, y ≠ 0. Dokaßem, qto suwestvuet R-gomomorfizm

ϕ : rR −→ E takoæ, qto ϕ(r) = y. Moduli rR i yR ØvlØ¸t-

sØ faktor-modulØmi gR, pofftomu trebuemyæ gomomorfizm suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda Ann_{gR}(r) ⊂ Ann_{gR}(y) (zdes~

Ann_{gR}(s) = {x ∈ gR | sx = 0}). Predpoloßim, qto ffto ne tak. To-

gda v silu cepnosti modulØ gR Ann_{gR}(y) soderßitsØ sobstvennym obrazom v Ann_{gR}(r). Pofftomu rR ≃ yR/P dlØ nekotorogo

P ⊂ yR, P ≠ 0, i modul~ rR vkladyvaetsØ v E/P . Tak kak fR –

cepnoæ modul~, to fR ØvlØetsØ suwestvennym rasxireniem modulØ rR; poskol~ku E/P in¨ektiven, to fR toße vkladyvaetsØ

POPOLNENIE MODULE` 173

v E/P . Sledovatel~no, fR ≃ E_0/P dlØ nekotorogo podmodulØ E_0 v E. No fR – proektivnyæ modul~, pofftomu modul~ P ØvlØetsØ prØmym slagaemym E_0. Posledniæ modul~ nerazloßim, tak kak E – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ, a potomu odnorodnyæ modul~. Itak, P = 0, i poluqeno protivoreqie. Sledovatel~no, y ∈ Er v silu in¨ektivnosti modulØ E. •

Sledstvie 1.3.1. Pust~ Y – modul~ nad polucepnym nœterovym

sprava kol~com R. Vse faktor-moduli modulØ Y in¨ektivny togda i tol~ko togda, kogda Y^1 = Y . Esli, krome togo, kol~co R nerazloßimo i neartinovo, to Y^1 = Y togda i tol~ko togda, kogda Y – dopustimyæ in¨ektivnyæ R-modul~.

Dokazatel~stvo. Pust~ Y – takoæ R-modul~, qto Y^1 = Y , a U –

faktor-modul~ Y . Togda dlØ l¸bogo suwestvennogo levogo ideala I kol~ca R imeem Y I = Y , pofftomu U I = U , sledovatel~- no, U^1 = U . Zametim, qto l¸boæ R-modul~ C, udovletvorØ¸- wiæ uslovi¸ C^1 = C, in¨ektiven. Deæstvitel~no, v fftom sluqae

Cg = Cs dlØ l¸bogo primitivnogo idempotenta g v R i l¸bogo s ∈ Rg \ 0. Legko videt~, qto togda modul~ C in¨ektiven ot-

nositel~no vseh vloßeniæ vida I → P , gde P – nerazloßimyæ proektivnyæ modul~, i soglasno [5, lemma 1.6] C – in¨ektivnyæ modul~.

Dokaßem obratnoe utverßdenie. Pust~ Y – in¨ektivnyæ Rmodul~. Poskol~ku kol~co R nœterovo sprava, Y ØvlØetsØ prØmoæ summoæ nekotorogo semeæstva {E_l}_{l∈L} nerazloßimyh moduleæ. ˚sno, qto esli l¸boæ faktor-modul~ modulØ Y in¨ektiven, to fftomu uslovi¸ udovletvorØet l¸boæ modul~ E_l, gde l ∈ L. PrimenØØ predloßenie 1.3, poluqaem, qto (E_l)^1 = E_l pri l ∈ L. Tak kak Y^1 = ⨁ l∈L (E_l)^1, to Y^1 = Y .

Nakonec, poslednee utverßdenie sledstviØ vytekaet iz [2, sledstvie 1.1.2]. •

Sledstvie 1.3.2. Pust~ R – polucepnoe nœterovo sprava kol~-

co, A – podmodul~ R-modulØ M . Esli C = M/A – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~, to A vs¸du ploten v M otnositel~no Rtopologii na M . Esli, krome togo, kol~co R nerazloßimo i neartinovo, to verno i obratnoe.

Dokazatel~stvo. Soglasno sledstvi¸ 1.3.1 dlØ l¸bogo suwe-

stvennogo levogo ideala I v R CI = C, t.e. A + M I = M . Po-

174 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

fftomu zamykanie A v M Cl_M (A) = ⋂ I (A + M I) = M . Poslednee

utverßdenie takße vytekaet iz sledstviØ 1.3.1. •

Dalee vezde predpolagaetsØ, qto R – polucepnoe nœterovo sprava nerazloßimoe neartinovo kol~co.

Opredelenie. R-modul~ M nazyvaetsØ reducirovannym, esli

on ne soderßit nenulevyh in¨ektivnyh podmoduleæ.

Lemma 1.4. Esli modul~ M hausdorfov v svoeæ R-topologii, to

on reducirovan.

Dokazatel~stvo. Tak kak modul~ M hausdorfov, to M^1 = 0.

Predpoloßim, qto M soderßit nenulevoæ in¨ektivnyæ podmodul~ Y . Esli Y – dopustimyæ modul~, to po sledstvi¸ 1.3.1

Y = Y^1 ⊂ M^1 = 0. Pust~ E – nenulevoe koneqno poroßdœnnoe

prØmoe slagaemoe modulØ Y , togda, kak sleduet iz dokazatel~- stva [1, predloßenie 3.2], modul~ E artinov. Rassmotrim prostoæ podmodul~ mR, leßawiæ v E, pri fftom moßem sqitat~, qto

m ∈ Ef, gde f – nekotoryæ primitivnyæ idempotent v R. Pust~ r ∈ Rf \ 0, togda fJ = Ann_{fR}(m) ⊃ Ann_{fR}(r). Sledovatel~no, v

silu in¨ektivnosti E m ∈ Er dlØ l¸bogo r ∈ Rf \ 0. Ispol~- zuØ zameqanie 1.2.2, poluqaem, qto m ∈ E^1 ⊂ M^1 = 0, i snova poluqili protivoreqie. •

Predloßenie 1.5. Pust~ M – reducirovannyæ R-modul~. Esli M

qisto-proektiven ili qisto-in¨ektiven, to M hausdorfov v svoeæ R-topologii.

Dokazatel~stvo. Pust~ S= {ek}^n_{k=1} – polnyæ nabor ortogonal~-

nyh primitivnyh idempotentov v R, e ∈ S. Soglasno zameqani¸ 1.2.2 dlØ l¸bogo nenulevogo fflementa r ∈ Re imeem vkl¸qenie M^1e ⊂ M r. Rassmotrim snaqala cikliqeskiæ cepnoæ modul~ M . Predpoloßim, qto suwestvuet nenulevoæ fflement m ∈ M^1e. Tak kak modul~ M ne in¨ektiven, to naædœtsØ z ∈ E_R(M )\M , i v silu cepnosti modulØ E_R(M ) (sm. [6, teorema 1.1]) poluqaem, qto M $ zR. Po [2, lemma 3.1] suwestvuet s ∈ Re \ 0 takoæ, qto m /∈ M s. No togda m /∈ M^1, qto protivoreqit predpoloßeni¸. Takim obrazom,

M^1e = 0 dlØ l¸bogo e ∈ S, sledovatel~no, M^1 = 0.

Pust~ M = ⨁ l∈L C_l – qisto-proektivnyæ R-modul~, gde vse mo-

duli C_l – cikliqeskie cepnye. Togda po dokazannomu vyxe pri

POPOLNENIE MODULE` 175

l¸bom l ∈ L (C_l)^1 = 0, pofftomu M^1 = ⨁ l∈L (C_l)^1 = 0.

Rassmotrim M – nerazloßimyæ qisto-in¨ektivnyæ R-modul~,

m ∈ M^1e. Poskol~ku modul~ M reducirovan, to po [1, teorema

5.3] suwestvuet bazisnyæ podmodul~ B modulØ M , soderßawiæ m. Togda B – nein¨ektivnyæ cikliqeskiæ cepnoæ modul~, i v silu dokazannogo ranee B^1 = 0. Krome togo, B qist v M , pofftomu

m ∈ M^1 ∩ B = B^1 = 0.

Pust~ M – qisto-in¨ektivnyæ R-modul~, B = ⨁ l∈L C_l – ego

bazisnyæ podmodul~, gde vse moduli C_l – cikliqeskie cepnye. V fftom sluqae suwestvuet vloßenie M = PE_R(B) v ∏ l∈L PE_R(C_l)

(sm.[2, lemma 2.1.1 i sledstvie 1.5.1]). Tak kak moduli C_l ne in¨- ektivny, to vvidu [1, sledstviØ 2.1.1 i 2.1.2, predloßenie 5.1] moduli U_l = PE_R(C_l) toße ne in¨ektivny, i potomu hausdorfovy. Poskol~ku ( ∏ l∈L U_l)I ⊂ ∏ l∈L U_lI dlØ l¸bogo levogo ideala I, to ( ∏ l∈L U_l)^1 ⊂ ∏ l∈L (U_l)^1. Sledovatel~no, M^1 ⊂ ( ∏ l∈L U_l)^1 = 0, i modul~

M hausdorfov. •

Zameqanie 1.5.1. Kak sleduet iz dokazatel~stva predloßeniØ

1.5, dlØ l¸bogo reducirovannogo qisto-proektivnogo modulØ B modul~ PE_R(B) hausdorfov v svoeæ R-topologii i, sledovatel~- no, reducirovan.

Predloßenie 1.6. R-topologiØ proizvol~nogo R-modulØ M obla-

daet sqœtnoæ bazoæ okrestnosteæ nulØ B_0 = {M I_n}_{n∈}N, gde {I_n}_{n∈}N – nekotoroe semeæstvo koneqno poroßdœnnyh levyh idealov.

Dokazatel~stvo. Vyberem S – polnyæ nabor ortogonal~nyh

primitivnyh idempotentov v R. DlØ l¸bogo g ∈ Srassmotrim lineæno uporØdoqennoe mnoßestvo Ω(g), kotoroe sostoit iz vseh nenulevyh levyh idealov, soderßawihsØ v Rg.

Lemma 1.6.1. Mnoßestvo Ω(g) libo koneqno, libo izomorfno, kak

qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, mnoßestvu Z∪ K(g), gde K(g) – koneqnaØ cep~, priqœm dlØ l¸byh z ∈ Zi k ∈ K(g) z < k, libo antiizomorfno N.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim S1 = {e ∈ S | eR – neartinov

modul~}. DeæstvuØ soglasno [6, teorema 2.11], predstavim kol~co

176 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

R v vide ( H X 0 T ) , gde 1_H = ∑ e∈S1^{e, 1T = ∑}e∈S\S1^{e, H – polucepnoe}

hnp-kol~co, T – polucepnoe artinovo kol~co, a X kak H-modul~ delim i svoboden ot kruqeniØ.

Esli g ∈ S_1, to I ∈ Ω(g) togda i tol~ko togda, kogda I =

(_{Y 0} 0 0 ) , gde Y – nenulevoæ levyæ ideal kol~ca H, soderßawiæsØ v Hg. Tak kak togda Y = Rad^k(H)g dlØ nekotorogo k ∈ N_0 = N ∪ {0}, to v fftom sluqae Ω(g) antiizomorfno N.

Pust~ g ∈ S\ S_1, togda l¸boæ levyæ ideal I, soderßawiæsØ v Rg, imeet vid

(_{0 W} 0 L ) , gde L – levyæ ideal kol~ca T , leßawiæ v T g, W – H-podmodul~ levogo H-modulØ Xg, priqœm W ⊃ XL. Dokaßem, qto esli L ≠ 0, to W = Xg. Deæstvitel~no, v fftom sluqae

I_1 = (_{0 XL} 0 L ) i I_0 = (_{0 Xg} 0 0 ) – levye idealy kol~ca R, soderßawiesØ v cepnom module Rg, pri fftom I_1 ⊄ I_0. Sledovatel~no, I_0 ⊂ I_1, pofftomu Xg = XL = W . Itak, vse fflementy Ω(g) delØtsØ na dva vida: I =

(_{0 W} 0 0 ) i I = (_{0 Xg} 0 L ) , priqœm l¸boæ levyæ ideal pervogo vida soderßitsØ v l¸bom levom ideale vtorogo vida. Tak kak kol~co T – polucepnoe artinovo, to levyh idealov vtorogo vida lix~ koneqnoe qislo. Pofftomu esli Xg = 0, to Ω(g) koneqno i lineæno uporØdoqeno.

Pust~ Xg ≠ 0. UbedimsØ, qto mnoßestvo nenulevyh sobstvennyh podmoduleæ levogo H-modulØ Xg izomorfno, kak qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, mnoßestvu Z. Tak kak_H X = ⨁ e∈S\S1^{Xe,} to Xg toße delim i svoboden ot kruqeniØ kak H-modul~, pri fftom Xg – cepnoæ modul~, vse sobstvennye podmoduli kotorogo koneqno poroßdeny. Pust~ A – nenulevoæ koneqno poroßdœnnyæ podmodul~ modulØ Xg, togda A – nerazloßimyæ proektivnyæ H-modul~. Pofftomu vse nenulevye podmoduli A ime- ¸t vid Rad^k(H)A, gde k ∈ N_0, i mnoßestvo vseh takih podmoduleæ antiizomorfno N. Poskol~ku Xg/A in¨ektiven, kak faktormodul~ delimogo, a potomu in¨ektivnogo H-modulØ Xg, to Xg/A ne ØvlØetsØ koneqno poroßdœnnym modulem. Krome togo, l¸- boæ sobstvennyæ podmodul~ Xg/A imeet koneqnu¸ dlinu: esli C – sobstvennyæ podmodul~ Xg, soderßawiæ A, to C koneqno poroßdœn, pofftomu A = Rad^n(H)C dlØ nekotorogo n ∈ N_0 i

Rad^n(H)(C/A) = 0. Sledovatel~no, v silu cepnosti modulØ Xg/A

otobraßenie, sopostavlØ¸wee sobstvennomu podmodul¸ Xg/A

POPOLNENIE MODULE` 177

ego dlinu, ØvlØetsØ biekcieæ s N, sohranØ¸weæ porØdok. •

VozvrawaØs~ k dokazatel~stvu predloßeniØ 1.6, postroim s pomow~¸ lemmy 1.6.1 dlØ kaßdogo g ∈ S taku¸ sistemu levyh idealov V(g) = {V_{g,n}}_{n∈}N, qto V_{g,n} ⊂ Rg, V_{g,n} ⊂ V_{g,m} pri

n > m, priqœm l¸boæ nenulevoæ levyæ ideal I ⊂ Rg soderßit

odno iz mnoßestv V_{g,n}. Opredelim V(g) = Ω(g), esli Ω(g) antiizomorfno, kak uporØdoqennoe mnoßestvo, mnoßestvu N. Esli

Ω(g) koneqno i I(g) – minimal~nyæ fflement Ω(g), to poloßim

dlØ vseh n ∈ N V_{g,n} = I(g). Esli ße suwestvuet izomorfizm

φ : Ω(g) −→ Z∪ K(g), opredelim V = φ^{−1}(−N). Legko videt~,

qto l¸boæ fflement V(g) ØvlØetsØ koneqno poroßdœnnym levym idealom. RassußdaØ analogiqno sledstvi¸ 1.1.1, poluqaem, qto sistema mnoßestv {M I_n}_{n∈}N, gde I_n = ∑ g∈S^{Vg,n, sostavlØet bazu}

okrestnosteæ nulØ R-topologii modulØ M , priqœm pri n > m I_n ⊂ I_m. • Lemma 1.7. Pust~ M – qisto-in¨ektivnyæ R-modul~. Togda v R-

topologii l¸baØ posledovatel~nost~ Koxi fflementov iz M imeet v M predel.

Dokazatel~stvo. (Sr. [7, s. 711, sledstvie 7]). Ispol~zuem bazu

okrestnosteæ nulØ B_0 R-topologii na M , postroennu¸ v predloßenii 1.6. Pust~ {z_n}_{n∈}N– posledovatel~nost~ Koxi v M , togda suwestvuet posledovatel~nost~ {k_n}_{n∈}NtakaØ, qto z_m ∈ z_{kn} +M I_n pri m ¿ k_n. Sledovatel~no, pereseqenie l¸bogo koneqnogo qisla mnoßestv z_{kn} + M I_n nepusto. Zametim, qto poskol~ku dlØ l¸bogo n ∈ N I_n – koneqno poroßdœnnyæ levyæ ideal, to mnoßestvo z_{kn} + M I_n sovpadaet s mnoßestvom vseh rexeniæ nekotorogo lineænogo uravneniØ s pravoæ qast~¸ z_{kn} . PrimenØØ [7, predloßenie 8], poluqaem, qto pereseqenie vseh fftih mnoßestv nepusto. Pust~ a ∈ ⋂ n∈N^{(zkn + M In), togda zkn − a ∈ M In pri l¸bom n ∈} N^,

i pri m ¿ k_n imeem z_m − a ∈ M I_n, pofftomu posledovatel~nost~

z_n shoditsØ k a v R-topologii na M . •

§2. Popolnenie moduleæ i qisto-in¨ektivnaØ oboloqka

DlØ R-modulØ M qerez C(M ) oboznaqim popolnenie M kak abelevoæ gruppy v R-topologii. Soglasno [8, teorema 13.6],

C(M ) moßet byt~ postroeno kak faktor-gruppa C_1/C_0, gde C_1

178 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

sostoit iz vseh posledovatel~nosteæ Koxi v R-topologii na M , a C_0 – iz vseh shodØwihsØ k nul¸ posledovatel~nosteæ Koxi v M . Pust~ B_0 = {M I_n}_{n∈}N– baza okrestnosteæ nulØ R-topologii na M , postroennaØ v predloßenii 1.6. Togda po [8, predloßenie 13.7] C(M ) izomorfno kak abeleva gruppa obratnomu predelu obratnogo spektra {M/M I_n; π^m_n } (n, m ∈ N), gde π^m_n – kanoniqeskie proekcii. Zametim, qto C(M ) – gruppa, polnaØ v lineænoæ topologii s bazoæ okrestnosteæ nulØ {U_n}_{n∈}N, gde U_n sostoit iz klassov teh posledovatel~nosteæ Koxi v M , vse qleny kotoryh leßat v M I_n.

Pust~ i = i_M : M −→ C(M ) – kanoniqeskoe otobraßenie, sopostavlØ¸wee fflementu m ∈ M klass posledovatel~nosti Koxi, toßdestvenno ravnoæ m. ˚sno, qto Ker i = M^1.

Lemma 2.1. Na C(M ) moßno tak opredelit~ strukturu pravogo

R-modulØ, qto i(M ) budet qistym podmodulem v C(M ).

Dokazatel~stvo. Opredelim na C(M ) deæstvie fflementa r ∈ R.

Pust~ a ∈ C(M ), i {m_i}_{i∈}N– predstavitel~ klassa a. Togda v silu nepreryvnosti umnoßeniØ na r v R (sm. predloßenie 1.2)

{m_ir}_{i∈}N– snova posledovatel~nost~ Koxi v M . Poloßim ar rav-

nym klassu posledovatel~nosti {m_ir}_{i∈}Nv C(M ). Legko videt~, qto ffto opredelenie korrektno i prevrawaet C(M ) v R-modul~, pri fftom i stanovitsØ R-gomomorfizmom.

Proverim, qto i(M ) qist v C(M ).

Lemma 2.1.1. Pust~ C – R-modul~, M – ego podmodul~. Esli dlØ

l¸bogo r ∈ Re, gde e – proizvol~nyæ primitivnyæ idempotent v R, imeem M ∩ Cr = M r, to M qist v C.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto qistota M v C ravnosil~na sledu-

¸wemu uslovi¸: dlØ l¸bogo pravogo ideala L v R, dlØ l¸bogo

c ∈ C takogo, qto cL ⊂ M , naædœtsØ a ∈ C takoæ, qto aL = 0 i a−c ∈ M . Pri fftom moßno predpolagat~, qto L – cepnoæ modul~,

i togda L = rR dlØ nekotorogo fflementa r ∈ Re, gde e – primitivnyæ idempotent v R. Legko videt~, qto iz ravenstva M ∩Cr = M r sleduet, qto dlØ L vypolneno ukazannoe vyxe uslovie. •

Esli i(x) ∈ C(M )r, gde r ∈ Re\0, a e – primitivnyæ idempotent v R, to suwestvuet posledovatel~nost~ Koxi {m_i}_{i∈}Nfflementov iz M takaØ, qto {m_ir} = {x} v C(M ). Inaqe govorØ, {m_ir} shoditsØ k x v R-topologii na M . Dopolnim e do polnogo nabora

POPOLNENIE MODULE` 179

ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov {e_k}^n_{k=1}, gde e_1 = e. Esli zadan nabor fflementov {r_k}^n_{k=1}, gde r_1 = r, r_k ∈ Re_k \ 0 (k ∈ {1, 2, . . ., n}), i I =^n ∑ k=1 Rr_k, to M I ∈ B, pofftomu dlØ poqti

vseh i m_ir − x ∈ M I. Sledovatel~no, m_ir − xe ∈ M r, a dlØ l¸- bogo k ∈ {2, . . ., n} xe_k ∈ M r_k. Poluqaem, qto xe ∈ M r, a pri k ∈ {2, . . ., n} imeem: xe_k ∈ M^1. Itak, i(x) = i(xe) ∈ i(M )r. • V dal~neæxem na C(M ) vsegda rassmatrivaetsØ R-modul~naØ struktura, vvedœnnaØ v lemme 2.1.

Opredelenie. R-modul~ M nazyvaetsØ polnym, esli v R-topo-

logii na M l¸baØ posledovatel~nost~ Koxi imeet predel, i M hausdorfov v fftoæ topologii.

RassmatrivaØ dalee qisto-in¨ektivnu¸ oboloqku PE_R(M ) RmodulØ M , sqitaem, qto M ⊂ PE_R(M ), a j = j_M : M → PE_R(M ) – sootvetstvu¸wee qistoe vloßenie.

Predloßenie 2.2. Pust~ M – R-modul~, hausdorfov v svoeæ R-

topologii, U = PE_R(M ). Togda modul~ U polon v svoeæ Rtopologii, i M vs¸du ploten v U otnositel~no R-topologii na U . Dokazatel~stvo. Po [2, lemma 1.4] modul~ U/M dopustim i in¨-

ektiven, pofftomu iz sledstviØ 1.3.2 vytekaet, qto M vs¸du ploten v U . Pust~ B – bazisnyæ podmodul~ modulØ M , togda soglasno [2, sledstvie 1.5.1] U = PE_R(B) ⊕ E, gde E – dopustimyæ in¨- ektivnyæ modul~. Po sledstvi¸ 1.3.1 imeem E = E^1, pofftomu v silu qistoty M v U M ∩E = M ∩E^1 ⊂ M ∩U^1 = M^1 = 0. Dokaßem, qto M – qistyæ podmodul~ modulØ U/E. Pust~ τ : M ⊕ E −→ U – sootvetstvu¸wee vloßenie. Rassmotrim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu: 0 −−−−→ M^{λ1}−−−−→ M ⊕ E −−−−→ E −−−−→ 0 ‖ ‖ τ ρ 0 −−−−→ M^{λ2}−−−−→ U −−−−→ U/M −−−−→ 0, v kotoroæ λ_1, λ_2 – sootvetstvu¸wie vloßeniØ modulØ M . V silu in¨ektivnosti modulØ E monomorfizm ρ rasweplØetsØ, sledovatel~no, M ⊕ E – qistyæ podmodul~ modulØ U . Pofftomu M

180 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

qist v U/E, i soglasno opredeleni¸ qisto-in¨ektivnoæ oboloqki E = 0. Tak kak modul~ B reducirovan po lemme 1.4, to soglasno zameqani¸ 1.5.1 U = PE_R(B) – hausdorfov modul~, i po lemme 1.7 modul~ U polon. •

Teorema 2.3. R-modul~ M polon togda i tol~ko togda, kogda M

– reducirovannyæ qisto-in¨ektivnyæ modul~.

Dokazatel~stvo. Esli M – reducirovannyæ qisto-in¨ektivnyæ

modul~, to po predloßeni¸ 1.5 i lemme 1.7 M polon. Pust~ M – polnyæ modul~, U = PE_R(M ). Tak kak M qist v U , to RtopologiØ na M sovpadaet s topologieæ, inducirovannoæ na M R-topologieæ modulØ U . Ots¸da v silu polnoty M sleduet, qto l¸baØ posledovatel~nost~ Koxi fflementov M v R-topologii na U imeet v M predel. Ispol~zuØ predloßenie 2.2, poluqaem, qto

U = M . Ostalos~ zametit~, qto soglasno lemme 1.4 modul~ M

reducirovan. •

Teorema 2.4. Pust~ M – R-modul~, hausdorfov v svoeæ R-topolo-

gii, i : M −→ C(M ) – kanoniqeskoe vloßenie. Togda suwestvuet izomorfizm φ : C(M ) −→ PE_R(M ) takoæ, qto φ ∘ i = j_M .

Dokazatel~stvo. Vvedœm oboznaqenie U = PER(M ). Pust~ c ∈

C(M ), i {m_i}_{i∈}N– posledovatel~nost~ Koxi, ØvlØ¸waØsØ pred-

stavitelem klassa c. Poloßim φ(c) = lim_i m_i v R-topologii na U . V silu polnoty modulØ U fftot predel suwestvuet i edinstvenen. Esli {n_i}_{i∈}N– drugoæ predstavitel~ klassa c, to m_i −n_i −→ 0 v M , pofftomu lim_i m_i = lim_i n_i v U . Takim obrazom, opredelenie otobraßeniØ φ korrektno. ˚sno, qto φ ØvlØetsØ gomomorfizmom grupp.

Krome togo, v silu nepreryvnosti umnoßeniØ na r ∈ R v U (sm. predloßenie 1.2) φ(cr) = lim_i m_ir = (lim_i m_i)r = (φ(c))r dlØ l¸bogo c ∈ C(M ), pofftomu φ – R-gomomorfizm. Tak kak ograniqenie na M R-topologii modulØ U sovpadaet s R-topologieæ modulØ M , to iz togo, qto φ(c) = 0, t.e. m_i −→ 0 v R-topologii na U , sleduet, qto m_i −→ 0 v R-topologii na M , sledovatel~no,

c = 0, i φ – monomorfizm. Poskol~ku M vs¸du ploten v U , to

otobraßenie φ ffpimorfno. Deæstvitel~no, esli x ∈ U , i posledovatel~nost~ fflementov {m_i} iz M shoditsØ k x v R-topologii na U , to {m_i} – posledovatel~nost~ Koxi v R-topologii na M , i pri c, ravnom klassu {m_i} v C(M ), φ(c) = x. Ostalos~ zametit~, qto pri c ∈ i(M ) φ(c) = lim_i c = c, pofftomu φ ∘ i = j. •

POPOLNENIE MODULE` 181

Sledstvie 2.4.1. Pust~ M – R-modul~, togda C(M ) ≃ C(M/M^1) –

reducirovannyæ qisto-in¨ektivnyæ modul~, a i(M ) vs¸du ploten v C(M ) otnositel~no R-topologii na C(M ).

Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto v silu opisaniØ popol-

neniØ kak obratnogo predela obratnogo spektra {M/M I_n; π^m_n } (n, m ∈ N) i opredeleniØ umnoßeniØ na fflementy R imeem

C(M ) ≃ C(M/M^1). Tak kak modul~ M/M^1 hausdorfov v svoeæ

R-topologii, to ostalos~ primenit~ teoremu 2.4 i predloßenie 2.2. •

Sledstvie 2.4.2. Suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe sootvets-

tvie meßdu tipami izomorfizma reducirovannyh qisto-pro-ektivnyh i reducirovannyh qisto-in¨ektivnyh R-moduleæ: reducirovannomu qisto-proektivnomu modul¸ B sootvetstvuet ego popolnenie v R-topologii C(B), a reducirovannomu qistoin¨ektivnomu modul¸ M – ego bazisnyæ podmodul~ B.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 1.5 l¸boæ reduci-

rovannyæ qisto-proektivnyæ modul~ hausdorfov v svoeæ Rtopologii, pofftomu po teoreme 2.4 C(B) sovpadaet s PE_R(B). Posledniæ modul~ reducirovan v silu zameqaniØ 1.5.1. Korrektnost~ obratnogo otobraßeniØ sleduet iz [1, teorema 3.4] i [2, teorema 2.4]. �ti otobraßeniØ vzaimno obratny vvidu [2, sledstvie 1.4.1] i [1, predloßenie 3.5]. •

DlØ l¸bogo R-gomomorfizma α : U −→ V moßno opredelit~ R-gomomorfizm α̂ : C(U ) −→ C(V ), poloßiv α̂({u_k}) = {α(u_k)}, gde {u_k}_{k∈}Noboznaqaet klass v C(U ) sootvetstvu¸weæ posledovatel~nosti Koxi. Tak kak α(U I) ⊂ V I dlØ l¸bogo suwestvennogo levogo ideala I v R, legko videt~, qto dannoe opredelenie korrektno. Krome togo, Øsno, qto α̂ ∘ i_U = i_V ∘ α.

DlØ postroennogo takim obrazom funktora popolneniØ imeet mesto sledu¸wiæ rezul~tat, analogiqnyæ dokazannomu v [4, predloßenie 2.8] dlØ ograniqennyh hnp-kolec.

Predloßenie 2.5. Pust~ 0 −→ X^τ−→ Y^σ−→ Z −→ 0 – qistaØ

toqnaØ posledovatel~nost~ R-moduleæ. Togda posledovatel~nost~ 0 −→ C(X)^{τ̂}−→ C(Y )^{σ̂}−→ C(Z) −→ 0 toqna i rasweplØetsØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ {In}n∈N – posledovatel~nost~ levyh

idealov kol~ca R, postroennaØ v dokazatel~stve predloßeniØ

182 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

1.6. Tak kak monomorfizm τ qist, to dlØ l¸bogo n ∈ N toqna inducirovannaØ posledovatel~nost~ abelevyh grupp 0 −→ X/XI_n −→

Y /Y I_n −→ Z/ZI_n −→ 0, sledovatel~no, ispol~zuØ [8, predloßenie

13.7, teorema 12.3], poluqaem, qto posledovatel~nost~ popolneniæ toqna v pervom i vtorom qlenah.

Dokaßem teper~, qto monomorfizm τ̂ qist. Tak kak τ – qistyæ monomorfizm, to legko videt~, qto inducirovannyæ gomomorfizm τ : X/X^1 −→ Y /Y^1 – takße qistyæ monomorfizm. Pofftomu moßem dalee predpolagat~, qto X^1 = Y^1 = 0. Oboznaqim i = i_X . Vvidu lemmy 2.1 monomorfizm ϕ = i_Y ∘ τ qist. Rassmotrim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu: 0 −−−−→ X^i−−−−→ C(X) −−−−→ C(X)/i(X) −−−−→ 0 ‖ ‖ τ̂ ρ 0 −−−−→ X^ϕ−−−−→ C(Y ) −−−−→ C(Y )/ϕ(X) −−−−→ 0. Poskol~ku po sledstvi¸ 2.4.1 i(X) vs¸du ploten v C(X), to po sledstvi¸ 1.3.2 modul~ C(X)/i(X) in¨ektiven. Pofftomu monomorfizm ρ rasweplØetsØ, i, sledovatel~no, monomorfizm τ̂ takße qist.

Tak kak po teoreme 2.4 modul~ C(X) qisto-in¨ektiven, to

C(Y ) ≃ C(X) ⊕ Im(σ̂), pofftomu Im(σ̂) – polnyæ modul~, soder-

ßawiæ Im(i_Z ). ˚sno, qto v silu plotnosti Im(i_Z ) v C(Z) σ̂ – ffpimorfizm. •

S pomow~¸ sledu¸wego utverßdeniØ vopros o postroenii qisto-in¨ektivnoæ oboloqki proizvol~nogo modulØ M svoditsØ k sluqa¸, kogda modul~ M ne imeet nenulevyh koneqno poroßdœnnyh in¨ektivnyh podmoduleæ.

Predloßenie 2.6. L¸boæ R-modul~ M dopuskaet razloßenie

M = E ⊕ M_1, gde E – in¨ektivnyæ modul~, ravnyæ prØmoæ summe koneqno poroßdœnnyh moduleæ, a modul~ M_1 dopustim.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provoditsØ standartno s is-

pol~zovaniem lemmy Corna (sr. dokazatel~stvo teoremy 3.4 v [1]). •

Predloßenie 2.7. Esli R-modul~ M dopustim, to ER(M^1) – do-

pustimyæ modul~.

POPOLNENIE MODULE` 183

Dokazatel~stvo. Pust~ C – cikliqeskoe cepnoe prØmoe slagae-

moe modulØ E_R(M^1). Esli C ≠ 0, to v silu suwestvennosti M^1 v E_R(M^1) imeem A = C ∩ M^1 ≠ 0. Pust~ A = zR, gde z ∈ Af dlØ nekotorogo primitivnogo idempotenta f v R. Po [2, lemma 3.1] naædœtsØ takoæ fflement s ∈ Rf \ 0, qto dlØ l¸bogo sobstvennogo podmodulØ C_1 v C imeem z /∈ C_1s. Poskol~ku Rs – cepnoæ modul~, moßno sqitat~, qto s ∈ eRf, gde e – nekotoryæ primitivnyæ idempotent v R. Tak kak z ∈ M^1f, to suwestvuet fflement m ∈ M e takoæ, qto z = ms. Togda mR – cepnoæ modul~, sledovatel~no, modul~ mR vkladyvaetsØ v E_R(A) = C, priqœm ffto vloßenie toßdestvenno na A. V silu vybora s poluqaem, qto mR ≃ C. Tak kak modul~ C in¨ektiven, to C = 0. •

Teorema 2.8. Pust~ M – dopustimyæ R-modul~. Togda PER(M ) ≃

C(M ) ⊕ E_R(M^1), gde C(M ) ≃ PE_R(M/M^1) – popolnenie modulØ M v ego R–topologii.

Dokazatel~stvo. Pust~ i : M −→ C(M ) – kanoniqeskiæ gomo-

morfizm, σ : M −→ E_R(M^1) – prodolßenie na M vloßeniØ M^1 v

E_R(M^1). Opredelim monomorfizm τ : M −→ U = C(M ) ⊕ E_R(M^1),

polagaØ dlØ m ∈ M τ (m) = (i(m), σ(m)). Dokaßem, qto τ (M ) – qistyæ podmodul~ v U . Esli τ (m) ∈ U r, gde r ∈ Re \ 0 dlØ nekotorogo primitivnogo idempotenta e, to i(m) ∈ C(M )r. Soglasno lemme 2.1 naædœtsØ m_1 ∈ M takoæ, qto i(m) = i(m_1)r. Togda

i(m) = i(m)e = i(me) = i(m_1r), t.e. me − m_1r ∈ M^1e ⊂ M r. Pust~ me − m_1r = m_2r, gde m_2 ∈ M , togda σ(m) = σ(m)e = σ(me) = σ(m_1 + m_2)r. Sledovatel~no, τ (m) = τ (m_1 + m_2)r ∈ τ (M )r, i, ta-

kim obrazom, soglasno lemme 2.1.1 τ (M ) qist v U .

Dokaßem, qto U = U/τ (M ) – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~. Pust~ e – primitivnyæ idempotent v R, (c, y) ∈ U e, r ∈ Re\0. Tak kak po sledstvi¸ 2.4.1 i(M ) vs¸du ploten v C(M ) v R-topologii, to C(M )e = C(M )r + i(M )e. Pofftomu c = c_1r + i(m) dlØ nekotoryh fflementov c_1 ∈ C(M ), m ∈ M e. Poskol~ku po predloßeni¸ 2.7 E_R(M^1) – dopustimyæ modul~, ispol~zuØ sledstvie 1.3.1, poluqaem, qto E_R(M^1)e = E_R(M^1)r. Sledovatel~no, y − σ(m) = y_1r dlØ nekotorogo y_1 ∈ E_R(M^1), i (c, y) = (c_1, y_1)r + τ (m). Pofftomu

U e = U r+τ (M )e, t.e. U e = U r, takim obrazom, U^1 = U , i ostalos~

primenit~ sledstvie 1.3.1.

Zametim, qto po teoreme 2.4 i sledstvi¸ 2.4.1 C(M ) ≃

C(M/M^1) ≃ PE_R(M/M^1), krome togo, po predloßeni¸ 2.2 fftot

184 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

modul~ hausdorfov v svoeæ R-topologii. Tak kak τ : M −→ U – qistoe vloßenie, a modul~ U qisto-in¨ektiven, to U = PE_R(M )⊕Y dlØ nekotorogo podmodulØ Y v U , priqœm τ (M ) ⊂ PE_R(M ). Otoßdestvim dalee M i τ (M ). Tak kak U/M = (PE_R(M )/M ) ⊕ Y – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~, to Y – toße dopustimyæ in¨- ektivnyæ modul~, pofftomu po sledstvi¸ 1.3.1 Y^1 = Y . Sledovatel~no, Y ⊂ U^1 = (C(M ))^1⊕(E_R(M^1))^1 = E_R(M^1) v silu predloßeniØ 2.7 i sledstviØ 1.3.1. No Y ∩PE_R(M ) = 0, pofftomu Y ∩M^1 = 0, sledovatel~no, Y = 0 i U = PE_R(M ). •

Zameqanie 2.8.1. Utverßdenie teoremy 2.8 neverno, esli M –

in¨ektivnyæ cepnoæ cikliqeskiæ R-modul~. Deæstvitel~no, v fftom sluqae imeem PE_R(M ) = M – nerazloßimyæ modul~, v to ße vremØ po sledstvi¸ 1.3.1 M ≠ M^1, pofftomu C(M ) ≠ 0, i po lemme 1.4 M^1 ≠ 0, pofftomu E_R(M^1) ≠ 0.

Zameqanie 2.8.2. Pust~ M – R-modul~ tret~ego tipa, togda

C(M ) moßno opisat~ kak faktor-modul~ modulØ M , ime¸wiæ

naibol~xu¸ dlinu sredi vseh nein¨ektivnyh faktor-moduleæ M . Deæstvitel~no, v silu teoremy 2.4, sledstviØ 2.4.1 i [1, sledstvie 2.1.1] dlØ takogo modulØ M C(M ) = M/M^1. Krome togo, dlØ l¸bogo podmodulØ A v M takogo, qto A $ M^1, imeem

(M/A)^1 = M^1/A ≠ 0, pofftomu po predloßeni¸ 1.5 modul~ M/A

in¨ektiven, a po lemme 1.4 modul~ M/M^1 ne in¨ektiven.

Zameqanie 2.8.3. Teorema 2.8 rasprostranØet na polucepnye nœ-

terovy sprava kol~ca analogiqnyæ rezul~tat, poluqennyæ v [4, predloßenie 2.7] dlØ ograniqennyh hnp-kolec i, v qastnosti, dlØ polucepnyh dvustoronne nœterovyh kolec.

Literatura

1. A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord, Bazisnye podmoduli moduleæ nad polucepnymi neterovymi sprava kol~cami. I. — Zapiski nauqn.seminarov POMI 272 (2000), 129–143.

2. A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord, Bazisnye podmoduli moduleæ nad polucepnymi neterovymi sprava kol~cami. II. — Zapiski nauqn.seminarov POMI 281 (2001).

3. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. t. 2, Mir, M., 1979, s. 464. 4. A. I. Generalov, Induktivno zamknutye sobstvennye klassy nad ograniqennymi hnp-kol~cami. — Algebra i logika 25, No. 4 (1986), 384–404.

5. M. H. Wright, Serial rings with right Krull dimension one, II. — J. Algebra 117, No. 1 (1988), 99–116.

POPOLNENIE MODULE` 185

6. S. Singh, Serial right noetherian rings. — Canadian J. Math. 36, No. 1 (1984), 22–37.

7. R. B. Warfield, Purity and algebraic compactness for modules. — Pacific J. Math.

28, No. 3 (1969), 699–719.

8. L. Fuks, Beskoneqnye abelevy gruppy. t. 1, Mir, M., 1974, 335.

Generalov A. I., Zilberbord I. M. Completion of modules over right noetherian serial rings.

We define a linear topology on arbitrary right module over right noetherian serial ring R that allows to describe reduced pure-injective R-modules as modules which are complete in this topology. Using the operation of completion we describe pure-injective envelope of any right R-module.

Postupilo 7 aprelØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet