Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord

BAZISNYE PODMODULI MODULE` NAD POLUCEPNYMI NETEROVYMI SPRAVA KOL^CAMI. II

DannaØ rabota ØvlØetsØ prodolßeniem stat~i [1] i ispol~zuet prinØtye v neæ osnovnye opredeleniØ i oboznaqeniØ. V qastnosti, vezde R oboznaqaet polucepnoe nœterovo sprava kol~co, J – radikal Dßekobsona R, a N – nil~-radikal R; rassmatriva- ¸tsØ tol~ko pravye moduli. RasxireniØ moduleæ nazyva¸tsØ qistymi, esli oni qisty po Konu.

V §1 izuqa¸tsØ svoæstva bazisnyh podmoduleæ i ih svØz~ s qisto-in¨ektivnymi oboloqkami. Osnovnoæ rezul~tat raboty, – teorema edinstvennosti dlØ bazisnyh podmoduleæ R-moduleæ, – dokazyvaetsØ v §2. Krome togo, v §3 obsußdaetsØ klassifikaciØ nerazloßimyh qisto-in¨ektivnyh R-moduleæ, poluqennaØ v [2].

§1. Nekotorye svoæstva bazisnyh podmoduleæ Opredelenie. Budem govorit~, qto R-modul~ E dopustim, esli

on ne soderßit nenulevyh koneqno poroßdœnnyh in¨ektivnyh podmoduleæ.

Napomnim ponØtie bazisnogo podmodulØ, vvedœnnoe v [1].

Opredelenie. Podmodul~ B R-modulØ M nazyvaetsØ bazisnym,

esli:

(1) B – qistyæ podmodul~ M ;

(2) B – prØmaØ summa nekotorogo semeæstva koneqno poroßdœnnyh moduleæ;

(3) M/B – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~.

V [1, teorema 3.4] dokazano, qto l¸boæ R-modul~ obladaet bazisnym podmodulem.

Predloßenie 1.1. L¸boæ faktor-modul~ dopustimogo in¨ektiv-

nogo R-modulØ E ØvlØetsØ dopustimym in¨ektivnym modulem. 154

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI155

Dokazatel~stvo. Pust~ π : E −→ X – nekotoryæ ffpimorfizm, xR

– cepnoæ podmodul~ v X. Moßno sqitat~, qto naædœtsØ primitivnyæ idempotent g ∈ R takoæ, qto x = xg. Pust~ y ∈ π^{−1}(x)g, togda yR – cepnoæ podmodul~ E, priqœm xR – faktor-modul~ modulØ yR. Tak kak E in¨ektiven, to E_R(yR) vkladyvaetsØ v E. Zametim, qto E_R(yR) – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ, a potomu cepnoæ modul~ [3, teorema 1.1]. Rassmotrim X_1 = π(E_R(yR)) – ffto faktor-modul~ modulØ E_R(yR). Sledovatel~no, X_1 – cepnoæ modul~, priqœm X_1 ne koneqno poroßdœn. Deæstvitel~no, E_R(yR) ne ØvlØetsØ koneqno poroßdœnnym modulem v silu dopustimosti E, a X_1 – faktor-modul~ modulØ E_R(yR) po nekotoromu sobstvennomu, a potomu koneqno poroßdœnnomu podmodul¸ [3, lemma 2.2]. Soglasno fftoæ ße lemme X_1 – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ modul~. Poskol~ku X_1 soderßit modul~ xR, to X_1 ≃ E_R(xR).

Proverim teper~, qto X in¨ektiven otnositel~no vseh vloßeniæ I → P , gde I – podmodul~ nerazloßimogo proektivnogo modulØ P . Tak kak P – cikliqeskiæ cepnoæ modul~, to i I budet cikliqeskim cepnym. Pust~ β : I −→ X – gomomorfizm, togda Im β – cikliqeskiæ cepnoæ podmodul~ X, i po dokazannomu vyxe E_R(Im β) vkladyvaetsØ v X. Pofftomu β moßno prodolßit~ do gomomorfizma β̄ : P −→ E_R(Im β) i, sledovatel~no, do gomomorfizma, deæstvu¸wego iz P v X. Soglasno [4, lemma 1.6] X – in¨ektivnyæ modul~.

UbedimsØ, qto X – dopustimyæ modul~. Deæstvitel~no, esli by X imel nenulevoe koneqno poroßdœnnoe prØmoe slagaemoe, to po teoreme Drozda-Uorfilda [5; 6, sledstvie 3.4] X imel by nenulevoe cepnoe slagaemoe xR. Togda xR ØvlØlsØ by in¨ektivnym modulem, no po dokazannomu vyxe modul~ E_R(xR) ne moßet byt~ koneqno poroßdœnnym. •

Zameqanie 1.1.1. Predloßenie 1.1 daœt novoe (po sravneni¸ s

[1, predloßenie 3.2]) dokazatel~stvo togo, qto iz otsutstviØ nenulevyh in¨ektivnyh koneqno poroßdœnnyh R-moduleæ sleduet nasledstvennost~ sprava kol~ca R.

Sledstvie 1.1.2. Esli kol~co R nerazloßimo i neartinovo, to

R-modul~ E ØvlØetsØ dopustimym in¨ektivnym togda i tol~ko togda, kogda l¸boæ faktor-modul~ modulØ E in¨ektiven.

Dokazatel~stvo. BlagodarØ predloßeni¸ 1.1, nußno pokazat~

tol~ko dostatoqnost~ vtorogo usloviØ. Esli E_1 – in¨ektiv-

156 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

nyæ cepnoæ koneqno poroßdœnnyæ modul~, to prostoæ modul~ S_1 = E_1/Rad(E_1) ne in¨ektiven, poskol~ku libo S_1 vloßim v nekotoryæ modul~ vtorogo tipa, libo suwestvuet takoæ prostoæ modul~ S tret~ego tipa, qto Ext_R(S, S_1) ≠ 0 (sm.[1, 7]). Esli modul~ E soderßit takoæ podmodul~ E_1, to E = E_1 ⊕ E_0 dlØ nekotorogo podmodulØ E_0 v E, i faktor-modul~ E/Rad(E_1) = S_1 ⊕ E_0 ne in¨ektiven. •

Predloßenie 1.2. Pust~ B – bazisnyæ podmodul~ R-modulØ M .

Togda dlØ l¸bogo n ∈ N B + M J^n = M .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim modul~ M^′ = M/(B + M J^n). Zame-

tim, qto M^′ – faktor-modul~ dopustimogo in¨ektivnogo modulØ M/B. Po predloßeni¸ 1.1 M^′ ne imeet nenulevyh koneqno poroßdœnnyh prØmyh slagaemyh. No M^′J^n = 0, pofftomu M^′ – modul~ nad polucepnym kol~com R/J^n, kotoroe ØvlØetsØ artinovym po [3, lemma 2.1]. Sledovatel~no, po [8, teorema 25.4.2] M^′ dolßen byt~ prØmoæ summoæ koneqno poroßdœnnyh moduleæ. Itak, M^′ = 0. •

Sledstvie 1.2.1. V usloviØh predloßeniØ 1.2 imeet mesto izo-

morfizm R-moduleæ M/M J^n ≃ B/BJ^n.

Dokazatel~stvo. Po predloßeni¸ 1.2 M/M J^n = (M J^n +

B)/M J^n ≃ B/(B ∩ M J^n). Posledniæ modul~ raven B/BJ^n, tak kak v silu qistoty B v M B ∩ M J^n = BJ^n (sm., naprimer, [9, predloßenie 3]). •

Predloßenie 1.3. Esli I – ideal kol~ca S, koneqno poroßdœnnyæ

kak pravyæ ideal, a B – qistyæ podmodul~ S-modulØ M , to l¸boæ cikliqeskiæ koneqno predstavimyæ S-modul~ proektiven otnositel~no toqnoæ posledovatel~nosti

0 −→ (B + Ann_M I)/Ann_M I −→ M/Ann_M I −→ M/(B + Ann_M I) −→ 0. (∗) Esli, krome togo, S – takoe kol~co, qto l¸boæ koneqno predstavimyæ S-modul~ – prØmoe slagaemoe prØmoæ summy semeæstva cikliqeskih koneqno predstavimyh S-moduleæ (naprimer, esli S – polucepnoe kol~co), to posledovatel~nost~ (∗) ØvlØetsØ qistoæ.

Dokazatel~stvo. Zametim snaqala, qto dlØ toqnoæ posledova-

tel~nosti S-moduleæ 0 −→ M_1 −→ M_2 −→ M_3 −→ 0 uslovie proektivnosti otnositel~no neœ modulØ S/L ravnosil~no sledu¸we-

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI157

mu: dlØ l¸bogo fflementa m ∈ M_2 takogo, qto mL ⊂ M_1, naædœtsØ fflement n ∈ M_2, dlØ kotorogo nL = 0 i m − n ∈ M_1.

Pust~ teper~ modul~ S/L koneqno predstavim (t.e. L koneqno poroßdœn). Dalee m budet oboznaqat~ klass v M/Ann_M I fflementa m ∈ M . Pust~ m – takoæ fflement M , qto mL ⊂ (B + Ann_M I)/Ann_M I, t.e. mL ⊂ B + Ann_M I. Togda mLI ⊂ B. Tak kak I – ideal S, koneqno poroßdœnnyæ kak pravyæ ideal, to LI – koneqno poroßdœnnyæ pravyæ ideal, pofftomu modul~ S/LI koneqno predstavim. Poskol~ku B qist v M , to S/LI proektiven otnositel~no toqnoæ posledovatel~nosti 0 −→ B −→ M −→ M/B −→ 0. Sledovatel~no, suwestvuet fflement n ∈ M takoæ, qto m − n ∈ B, priqœm nLI = 0, t.e. nL ⊂ Ann_M I. Togda n – iskomyæ: m − n ∈ (B + Ann_M I)/Ann_M I i nL = 0.

Esli S udovletvorØet opisannym v uslovii dopolnitel~nym trebovaniØm, to iz dokazannogo sleduet, qto otnositel~no posledovatel~nosti (∗) proektiven l¸boæ koneqno predstavimyæ S-modul~. Pust~ teper~ S – polucepnoe kol~co, {e_i}^n_{i=1} – polnyæ nabor ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov S. Po teoreme Drozda-Uorfilda [5; 6, sledstvie 3.4] l¸boæ nerazloßimyæ koneqno predstavimyæ S-modul~ Q izomorfen modul¸ e_iS/e_irS (pri nekotoryh r ∈ S, i ∈ {1, 2, . . ., n}), kotoryæ ØvlØetsØ prØmym slagaemym cikliqeskogo koneqno predstavimogo modulØ S/e_irS = ( ⨁ j≠i e_j S) ⨁ (e_iS/e_irS). • Sledstvie 1.3.1. Esli B – bazisnyæ podmodul~ R-modulØ M , I –

ideal kol~ca R, to B_1 = (B +Ann_M I)/Ann_M I – bazisnyæ podmodul~ modulØ M_1 = M/Ann_M I.

Dokazatel~stvo. Pust~ B =^⨁_{l∈L} Cl, gde {Cl}l∈L – semeæstvo ko-

neqno poroßdœnnyh moduleæ. Togda

B_1 ≃ B/Ann_BI ≃ ⨁ l∈L (C_l/Ann_{Cl} I)

– snova prØmaØ summa semeæstva koneqno poroßdœnnyh moduleæ. Modul~ M_1/B_1 izomorfen M/(B + Ann_M I) – faktor-modul¸ modulØ M/B, pofftomu soglasno predloßeni¸ 1.1 M_1/B_1 – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~. Qistota B_1 v M_1 sleduet iz predloßeniØ 1.3. •

158 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Sledstvie 1.3.2. Pust~ {Ik}k∈K – semeæstvo idealov kol~ca R,

M – takoæ R-modul~, qto mnoßestvo U = ⋃ k∈K Ann_M (I_k) ØvlØet-

sØ ego podmodulem, A – qistyæ podmodul~ M . Togda (A + U )/U – qistyæ podmodul~ modulØ M/U .

Dokazatel~stvo. RassußdaØ tak ße, kak v dokazatel~stve pred-

loßeniØ 1.3, legko ubedit~sØ v tom, qto dostatoqno proverit~ proektivnost~ proizvol~nogo modulØ vida R/L, gde L – pravyæ ideal R, otnositel~no toqnoæ posledovatel~nosti 0 −→ (A + U )/U −→ M/U −→ M/(A + U ) −→ 0. Poskol~ku l¸boæ nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ R-modul~ ØvlØetsØ prØmym slagaemym modulØ vida R/rR, to moßem sqitat~, qto L = rR dlØ nekotorogo r ∈ R. Pust~ m oboznaqaet klass v M/U fflementa m ∈ M . Esli mL ⊂ (A + U )/U , to mL ⊂ A + U = ⋃ k∈K (A+Ann_M (I_k)). Sledovatel~no, mr ∈ A+Ann_M (I_k) dlØ nekoto-

rogo k ∈ K. Togda mL = mrR ⊂ A+Ann_M (I_k). Soglasno predloßeni¸ 1.3 naædœtsØ fflement n ∈ M takoæ, qto m−n ∈ A+Ann_M (I_k), priqœm nL ⊂ Ann_M (I_k) ⊂ U . Itak, m − n ∈ (A + U )/U i nL = 0. •

Lemma 1.4. Pust~ A – R-modul~, M = PER(A). Togda M/A – do-

pustimyæ in¨ektivnyæ modul~.

Dokazatel~stvo. Dokaßem, qto esli P – qistyæ koneqno poro-

ßdœnnyæ podmodul~ modulØ M/A, to P = 0. Pust~ P = P_1/A, gde P_1 – nekotoryæ podmodul~ M , strogo soderßawiæ A. Togda A qist v P_1, i modul~ P_1/A koneqno poroßdœn, pofftomu A vydelØetsØ prØmym slagaemym v P_1. Pust~ P_1 = A ⊕ Q, gde Q – podmodul~ M . Tak kak P_1 qist v M , to P_1/Q qist v M/Q, t.e. poluqeno protivoreqie s opredeleniem qisto-in¨ektivnoæ oboloqki. Itak, P = 0, i l¸boæ bazisnyæ podmodul~ modulØ M/A raven 0, pofftomu M/A dopustim i in¨ektiven. •

Sledstvie 1.4.1. L¸boæ qisto-proektivnyæ R-modul~ ØvlØetsØ

bazisnym podmodulem svoeæ qisto-in¨ektivnoæ oboloqki.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto, kak dokazano v [14],

l¸boæ qisto-proektivnyæ R-modul~ – prØmaØ summa nekotorogo semeæstva koneqno poroßdennyh moduleæ.

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI159

Predloßenie 1.5. Esli B – bazisnyæ podmodul~ modulØ M , to B

ØvlØetsØ bazisnym podmodulem PE_R(M ).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim W = PER(M ). ˚sno, qto B – qi-

styæ podmodul~ W . Proverim, qto W/B – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~. DlØ fftogo zametim, qto imeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~ 0 −→ M/B −→ W/B −→ W/M −→ 0. Tak kak modul~ M/B in¨ektiven, to W/B ≃ M/B⊕W/M . Po lemme 1.4 W/M – dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~; takov ße modul~ M/B. OstaœtsØ zametit~, qto prØmaØ summa dvuh dopustimyh moduleæ – snova dopustimyæ modul~ vvidu [8, 18.17], poskol~ku l¸boæ nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ R-modul~ imeet lokal~noe kol~co ffndomorfizmov. •

Sledstvie 1.5.1. Esli B – bazisnyæ podmodul~ modulØ M , to naæ-

dœtsØ dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~ E takoæ, qto PE_R(M ) = PE_R(B) ⊕ E.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 1.5 B – bazisnyæ pod-

modul~ modulØ PE_R(M ), pofftomu moßno primenit~ [1, predloßenie 3.5]. •

§2. Teorema edinstvennosti dlØ bazisnyh podmoduleæ Predloßenie 2.1. Pust~ {Ck}k∈K – semeæstvo moduleæ vtorogo

tipa. Togda modul~ W = PE_R( ⨁ k∈K C_k) ne imeet podmoduleæ pervo-

go tipa, a podmoduli modulØ W vtorogo tipa leßat na teh ße okrußnostØh, qto i moduli C_k (k ∈ K).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim Vk = PER(Ck). Postroim snaqala

qistoe vloßenie modulØ W v ∏ k∈K V_k.

Lemma 2.1.1. Pust~ {Ck}k∈K – semeæstvo R-moduleæ, Vk =

PE_R(C_k) (k ∈ K), W = PE_R( ⨁ k∈K C_k). Togda modul~ W vkladyva-

etsØ v kaqestve prØmogo slagaemogo v ∏ k∈K V_k.

Dokazatel~stvo. Pust~ τ – kanoniqeskoe vloßenie^⨁_{k∈K} Ck v ∏ k∈K C_k, togda po [10, s.101] τ ØvlØetsØ qistym gomomorfiz-

mom. Opredelim i_k : C_k −→ V_k dlØ k ∈ K kak qistoe vloßenie modulØ C_k v svo¸ qisto-in¨ektivnu¸ oboloqku. Zametim, qto

160 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD ∏ k∈K i_k : ∏ k∈K C_k → ∏ k∈K V_k – qistoe vloßenie [10, predloßenie

1.2], i kompoziciØ fftogo gomomorfizma s τ daœt qistoe vloßenie ⨁ k∈K C_k v ∏ k∈K V_k. Poskol~ku ∏ k∈K V_k – qisto-in¨ektivnyæ modul~,

to W vkladyvaetsØ v ∏ k∈K V_k v kaqestve prØmogo slagaemogo. •

Pust~ X – nenulevoæ cepnoæ cikliqeskiæ podmodul~ v W , ime- ¸wiæ neartinovo proektivnoe nakrytie. Rassmotrim vloßenie α : X → ∏ k∈K V_k. Pust~ π_k : ∏ k∈K V_k −→ V_k (k ∈ K) – kanoniqeskie

proekcii. Esli π_k ·α ≠ 0, to vvidu [1, predloßenie 5.2] Im(π_k ·α) – modul~ vtorogo tipa, i togda sam X – modul~ vtorogo tipa, a Ker(π_k · α) – artinov modul~. Tak kak ⋂ k∈K Ker(π_k · α) = 0, a X

– cepnoæ modul~, to iz fftogo sleduet, qto Ker(π_l · α) = 0 dlØ nekotorogo l ∈ K. Ostalos~ vnov~ primenit~ [1, predloßenie 5.2]. • Predloßenie 2.2. Pust~ M – proizvol~nyæ R-modul~, B = ⨁ k∈K C_k – bazisnyæ podmodul~ M , gde vse C_k – nerazloßimye koneq-

no poroßdœnnye moduli, A – modul~ pervogo ili tret~ego tipa. Togda mownost~ mnoßestva X_A = {k ∈ K | C_k ≃ A} ne zavisit ot vybora B.

Dokazatel~stvo. Pust~ l(X) oboznaqaet (kompozicionnu¸) dli-

nu R-modulØ X. Zametim, qto esli l(A) = l, to dlØ razloßeniØ B/BJ^{l+1} = ⨁ k∈K C_k/C_kJ^{l+1} mnoßestvo {k ∈ K | C_k/C_kJ^{l+1} ≃ A}

sovpadaet s X_A. Deæstvitel~no, esli C_k – modul~ vtorogo tipa ili artinov s l(C_k) > l, to C_kJ^m ≠ 0 pri m ∈ {1, 2, . . . , l}, i potomu l(C_k/C_kJ^{l+1}) = l + 1, a dlØ sluqaØ, kogda l(C_k) 6 l, imeem C_kJ^{l+1} = 0 i, sledovatel~no, C_k/C_kJ^{l+1} ≃ C_k. Dalee, po sledstvi¸ 1.2.1 B/BJ^{l+1} ≃ M/M J^{l+1}, i ostaœtsØ primenit~ teoremu KrullØ–Xmidta k M/M J^{l+1}, rassmatrivaemomu kak modul~ nad artinovym polucepnym kol~com R/J^{l+1}. •

Predloßenie 2.3. Pust~ M – R-modul~, s ∈ N takovo, qto

M N^s = 0, B = ⨁ k∈K C_k – bazisnyæ podmodul~ M , gde vse C_k – ne-

razloßimye koneqno poroßdœnnye moduli, Q – modul~ vtorogo tipa, leßawiæ na s-oæ okrußnosti. Togda mownost~ mnoßestva {k ∈ K | C_k ≃ Q} ne zavisit ot vybora B.

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI161

Dokazatel~stvo. Vvedœm oboznaqeniØ:

M_1 = M/Ann_M N^{s−1},

B_1 = (B + Ann_M N^{s−1})/Ann_M N^{s−1},

B_2 = B/Ann_B N^{s−1} ≃ ⨁ k∈K (C_k/Ann_{Ck} N^{s−1}).

Togda B_1 ≃ B_2 i B_2J ≃ ⨁ k∈K (C_k/Ann_{Ck} N^{s−1})J.

Pust~ L = {k ∈ K | C_kN^{s−1} ≠ 0}. Tak kak vse moduli C_k ØvlØ¸tsØ cepnymi, to pri k ∈ L imeem (C_k/Ann_{Ck} N^{s−1})J = C_kJ/Ann_{Ck} N^{s−1}. Pofftomu B_2J ≃ ⨁ k∈L C_kJ/Ann_{Ck} N^{s−1}.

Sledovatel~no, modul~ B_1/B_1J ≃ B_2/B_2J ≃ ⨁ k∈L C_k/C_kJ. Otme-

tim, qto C_k/C_kJ ≃ Q/QJ togda i tol~ko togda, kogda moduli C_k i Q ime¸t odinakovoe proektivnoe nakrytie, a pri k ∈ L poslednee imeet mesto, tol~ko esli Q ≃ C_k, tak kak v M net podmoduleæ vtorogo tipa, leßawih na okrußnostØh s bol~ximi, qem s, nomerami.

Iz fftogo sleduet, qto kratnost~ vhoßdeniØ prostogo modulØ Q/QJ v poluprostoæ modul~ B_1/B_1J sovpadaet s mownost~¸ mnoßestva {k ∈ K | C_k ≃ Q}. OstaœtsØ zametit~, qto po sledstvi¸ 1.3.1 B_1 – bazisnyæ podmodul~ modulØ M_1, pofftomu soglasno sledstvi¸ 1.2.1 B_1/B_1J ≃ M_1/M_1J. •

Teorema 2.4. Vse bazisnye podmoduli proizvol~nogo R-modulØ M

izomorfny drug drugu.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 1.5 moßem srazu pred-

poloßit~, qto modul~ M qisto-in¨ektiven. BlagodarØ predloßeni¸ 2.2, ograniqimsØ izuqeniem neartinovyh nerazloßimyh prØmyh slagaemyh bazisnyh podmoduleæ modulØ M . Itak, pust~ Q – modul~ vtorogo tipa, leßawiæ na s-oæ okrußnosti. Fiksiruem s i dlØ proizvol~nogo R-modulØ X vvedœm oboznaqenie U(X) = Ann_X N^s.

162 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Lemma 2.4.1. DlØ l¸bogo in¨ektivnogo R-modulØ E naædutsØ in¨-

ektivnyæ podmodul~ Y i semeæstvo koneqno poroßdœnnyh artinovyh podmoduleæ {D_i}_{i∈I} takie, qto

U(E) = ( ⨁ i∈I D_i) ⊕ Y. Dokazatel~stvo. Tak kak kol~co R nœterovo sprava, to E = ⨁ l∈L E_l, gde vse moduli E_l nerazloßimy. Iz [3, teorema 1.1] sle-

duet, qto l¸boæ iz moduleæ E_l – cepnoæ, a vse ego sobstvennye podmoduli koneqno poroßdeny. Dokaßem, qto esli U(E_l) ≠ E_l, to U(E_l) – artinov modul~. Pust~, naprotiv, U(E_l) – modul~ vtorogo tipa, y ∈ E_l \ U(E_l). Togda U(E_l) ⊂ yR, pofftomu yR – modul~ vtorogo tipa, leßawiæ na odnoæ s U(E_l) okrußnosti. Sledovatel~no, suwestvuet takße vloßenie yR v U(E_l), pofftomu yN^s = 0 i y ∈ U(E_l), qto protivoreqit predpoloßeni¸. Pust~ L_1 = {l ∈ L | U(E_l) = E_l}, I = L \ L_1. Togda moduli Y = ⨁ l∈L1 E_l i

D_i = U(E_i), i ∈ I udovletvorØ¸t opisannym v uslovii trebovaniØm, poskol~ku U(E) = ⨁ l∈L U(E_l). •

Lemma 2.4.2. Pust~ R-modul~ B ØvlØetsØ prØmoæ summoæ neko-

torogo semeæstva moduleæ vtorogo tipa, leßawih na okrußnostØh s bol~ximi, qem s, nomerami. Togda modul~ U(PE_R(B)) – prØmaØ summa moduleæ tret~ego tipa.

Dokazatel~stvo. Pust~ S – polnoe mnoßestvo ortogonal~nyh

primitivnyh idempotentov v R, S_1 = {g ∈ S | gR – neartinov modul~}, e = ∑ g∈S1^{g, f = 1 − e. Po predloßeni¸ 2.1 vse podmoduli}

vtorogo tipa v W = PE_R(B) leßat na okrußnostØh s bol~ximi, qem s, nomerami, t.e. oni ne annuliru¸tsØ N^s. Krome togo, W ne soderßit podmoduleæ pervogo tipa. Pofftomu U(W )e = 0, sledovatel~no, U(W ) – modul~ nad polucepnym artinovym kol~- com T = fRf (sm.[3, teorema 2.11] ili [11]). Kak sleduet iz [8, teorema 25.4.2], U(W ) – prØmaØ summa nerazloßimyh koneqno poroßdœnnyh T -moduleæ, t.e. R-moduleæ tret~ego tipa. •

Lemma 2.4.3. Pust~ X1 – prØmaØ summa semeæstva moduleæ per-

vogo tipa, X_2 – prØmaØ summa semeæstva moduleæ tret~ego tipa.

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI163

Togda U(PE_R(X_1 ⊕X_2)) = PE_R(X_1)⊕X_3, gde X_3 – nekotoryæ modul~, ØvlØ¸wiæsØ prØmoæ summoæ semeæstva moduleæ tret~ego tipa.

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala, qto U(PER(X1)) = PER(X1).

Deæstvitel~no, l¸boæ modul~ pervogo tipa annuliruetsØ N , pofftomu X_1N = 0, i, sledovatel~no, modul~ PE_R(X_1) = PE_{R/N} (X_1) toße annuliruetsØ N .

Rassmotrim modul~ U(PE_R(X_2)). Tak kak X_2 – modul~ nad kol~com T = fRf, to po [1, sledstvie 2.1.1] X_2 – qistoin¨ektivnyæ R-modul~. Krome togo, X_3 = U(X_2) – podmodul~ X_2, pofftomu X_3 – snova T -modul~. Soglasno [8, teorema 25.4.2] modul~ X_3 – prØmaØ summa nerazloßimyh koneqno poroßdœnnyh T -moduleæ. V itoge poluqaem, qto U(PE_R(X_1 ⊕ X_2)) = U(PE_R(X_1)) ⊕ U(PE_R(X_2)) = PE_R(X_1) ⊕ X_3. •

Prodolßim teper~ dokazatel~stvo teoremy 2.4. Rassmotrim B = ⨁ k∈K C_k – bazisnyæ podmodul~ modulØ M , gde vse C_k – cepnye

koneqno poroßdœnnye moduli. Pust~ B^{(1)} – summa vseh neartinovyh slagaemyh C_k, ne annuliruemyh N^s, B^{(2)} – summa ostal~nyh neartinovyh moduleæ C_k, X – summa vseh artinovyh moduleæ C_k.

Dokaßem, qto suwestvuet bazisnyæ podmodul~ modulØ U(M ), ime¸wiæ vid B^{(2)} ⊕ A, gde A – prØmaØ summa koneqno poroßdœnnyh artinovyh moduleæ.

Po sledstvi¸ 1.5.1 M = PE_R(B) ⊕ E, gde E – nekotoryæ dopustimyæ in¨ektivnyæ modul~. Tak kak B = B^{(1)} ⊕ B^{(2)} ⊕ X, to U(M ) = U(PE_R(B^{(1)})) ⊕ U(PE_R(B^{(2)})) ⊕ U(PE_R(X)) ⊕ U(E).

Soglasno lemme 2.4.1 U(E) = ( ⨁ i∈I D_i) ⊕ Y , gde modul~ Y dopu-

stim i in¨ektiven, a vse moduli D_i (i ∈ I) koneqno poroßdeny i artinovy. Sledovatel~no, modul~ ⨁ i∈I D_i bazisen v U(E).

Po lemme 2.4.2 modul~ U(PE_R(B^{(1)})) – prØmaØ summa koneqno poroßdœnnyh artinovyh moduleæ.

Tak kak B^{(2)}N^s = 0, to U(PE_R(B^{(2)})) = PE_R(B^{(2)}), a po sledstvi¸ 1.4.1 modul~ B^{(2)} bazisen v PE_R(B^{(2)}).

Opredelim K_1 = {k ∈ K | C_k – modul~ pervogo tipa}, K_2 = {k ∈ K | C_k – modul~ tret~ego tipa}, X_1 = ⨁ k∈K1 C_k, X_2 = ⨁ k∈K2 C_k.

Po lemme 2.4.3 U(PE_R(X)) = PE_R(X_1) ⊕ X_3, gde modul~ X_3 – prØmaØ summa moduleæ tret~ego tipa. PrimenØØ snova sledstvie 1.4.1, poluqaem, qto modul~ X_1 ⊕ X_3 bazisen v U(PE_R(X)).

164 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Teper~ moßno v kaqestve iskomogo bazisnogo podmodulØ modulØ U(M ) vzØt~ modul~ B^′ = B^{(2)} ⊕ A, gde

A = ( ⨁ i∈I D_i) ⊕ U(PE_R(B^{(1)})) ⊕ X_1 ⊕ X_3.

Itak, dlØ l¸bogo bazisnogo podmodulØ B v M suwestvuet takoæ bazisnyæ podmodul~ B^′ modulØ U(M ), qto v razloßeniØh B^′ i B v prØmu¸ summu nerazloßimyh koneqno poroßdœnnyh moduleæ sovpada¸t summy vseh prØmyh slagaemyh, izomorfnyh modulØm vtorogo tipa s s-oæ okrußnosti. Ostalos~ primenit~ k modul¸ U(M ) predloßenie 2.3. •

Sledstvie 2.4.4. Esli dlØ nekotoryh qisto-proektivnyh R-

moduleæ B_1, B_2 imeem PE_R(B_1) ≃ PE_R(B_2), to B_1 ≃ B_2.

Dokazatel~stvo. �to utverßdenie vytekaet iz sledstviØ 1.4.1

i teoremy 2.4. •

Sledstvie 2.4.5. Otobraßenie ϕ : B → PER(B) ØvlØetsØ vza-

imno odnoznaqnym sootvetstviem meßdu mnoßestvami tipov izomorfizma R-moduleæ vtorogo tipa i nerazloßimyh nein¨ektivnyh neartinovyh qisto-in¨ektivnyh R-moduleæ.

Dokazatel~stvo. Po [1, predloßenie 5.1] ϕ korrektno oprede-

leno i ØvlØetsØ s¸r¨ekcieæ. Sledstvie 2.4.4 pokazyvaet, qto ϕ – in¨ekciØ. •

§3. Sootvetstvie meßdu parami idealov i nerazloßimymi qisto-in¨ektivnymi modulØmi Lemma 3.1. Pust~ B – cikliqeskiæ cepnoæ R-modul~, e – primi-

tivnyæ idempotent kol~ca R, x ∈ Be \ 0. Togda naædœtsØ takoæ fflement s ∈ Re, qto x ∈ Bs, no dlØ l¸bogo sobstvennogo podmodulØ D modulØ B imeem x /∈ Ds.

Dokazatel~stvo. Pust~ B = zR, priqœm z ∈ Bg dlØ nekotorogo

primitivnogo idempotenta g v R, a x = zt, gde t ∈ Re. Togda x = zs, gde s = gt ∈ gRe. Pokaßem, qto fflement s – iskomyæ. Dopustim, qto D – podmodul~ B i x = y_1s, gde y_1 ∈ D. Togda x = y_1(gs) = ys, gde y = y_1g ∈ Dg.

Zametim, qto esli x = bs, gde b ∈ Bg, to Ann_{gR}(b) = sAnn_{eR}(x). Deæstvitel~no, pust~ u ∈ gR i bu = 0. Togda s i u prinadleßat

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI165

cepnomu modul¸ gR, pofftomu dlØ nekotorogo v ∈ R s = uv ili u = sv. No v pervom sluqae x = bs = (bu)v = 0, qto protivoreqit uslovi¸. Vo vtorom sluqae bu = (bs)v = xv = 0, t.e. v ∈ Ann_R(x). Tak kak s ∈ Re, to moßno vybrat~ v ∈ eR ∩ Ann_R(x) = Ann_{eR}(x). Obratnoe vkl¸qenie oqevidno.

Takim obrazom, zR ≃ yR ≃ gR/sAnn_{eR}(x). Esli modul~ B artinov, to srazu poluqaem, qto yR = D = B. Predpoloßim, qto B – modul~ vtorogo tipa. Esli z − y ∈ yR, to z ∈ yR, pofftomu snova D = B. V protivnom sluqae yR ⊂ (z − y)R ⊂ zR. Poskol~ku (z − y)R soderßit modul~ yR vtorogo tipa, to (z − y)R ØvlØetsØ modulem vtorogo tipa, leßawim na odnoæ okrußnosti s modulem yR. No moduli yR i (z − y)R ime¸t odno i to ße proektivnoe nakrytie gR, sledovatel~no, oni izomorfny. Pofftomu Ann_R(z − y) = Ann_R(y). Tak kak (z − y)s = 0, to x = ys = 0, qto protivoreqit uslovi¸. •

Lemma 3.2. Pust~ e, g – primitivnye idempotenty kol~ca R,

r ∈ gRe, s ∈ Re, i rassmotrim cikliqeskiæ modul~ B = yR, gde y ∈ Bg. Esli x = yr ≠ 0, to x ∈ Bs togda i tol~ko togda, kogda r ∈ Rs. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto x = bs, gde s ∈ Re, b ∈ B.

Pust~ b = yt (t ∈ gR). Rassmotrim fflementy r − ts, ts, leßawie v cepnom levom module Re. Dopustim, qto ts = k(r − ts) dlØ k ∈ R. Tak kak ts, r ∈ gR, to moßno sqitat~, qto k ∈ gRg. Zametim, qto poskol~ku Ann_{gR}(y) – pravyæ ideal R, leßawiæ v gR, to Ann_{gR}(y) = gL, gde L – ideal R, ravnyæ nekotoroæ stepeni N = Nil(R) ili J = Rad(R). Tak kak r − ts ∈ gL, to k(r − ts) = g(k(r − ts)) ∈ gL, t.e. ts ∈ Ann_{gR}(y). No ffto protivoreqit tomu, qto x = y(ts) ≠ 0. Esli r−ts = k(ts) dlØ nekotorogo k ∈ R, to r = (kt+t)s ∈ Rs. Nakonec, esli r ∈ Rs, to Øsno, qto x = yr ∈ Bs. •

DlØ e-pary (I, K), gde e – primitivnyæ idempotent v R, I – pravyæ ideal R, soderßawiæsØ sobstvennym obrazom v eR, K – levyæ ideal R, soderßawiæsØ sobstvennym obrazom v Re, rassmotrim sledu¸wee uslovie (sm. [2]): ∀r ∈ eR \ I, ∀s ∈ Re \ K sr ≠ 0. (∗∗)

166 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Lemma 3.3. Pust~ e – primitivnyæ idempotent v R, (I, K) – e-

para, X = eR/I, x = e ∈ X, E = E_R(X). Uslovie (∗∗) vypolneno togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo s ∈ Re \ K x ∈ Es.

Dokazatel~stvo. Tak kak AnneR(x) = I, to uslovie (∗∗) ozna-

qaet, qto dlØ l¸bogo r ∈ eR takogo, qto xr ≠ 0, dlØ l¸bogo s ∈ Re \ K imeem sr ≠ 0. Inaqe govorØ, esli s ∈ Re \ K i sr = 0 dlØ nekotorogo r ∈ R, to xr = 0. DlØ dannogo fflementa s ffto ravnosil~no suwestvovani¸ takogo R-gomomorfizma φ : sR −→ xR, qto φ(s) = x. V silu in¨ektivnosti modulØ E fftot gomomorfizm prodolßaetsØ do gomomorfizma ϕ : R −→ E, qto daœt delimost~ x na s v module E. •

Pust~ S– polnyæ nabor ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov v R. V dal~neæxih rassußdeniØh zafiksiruem Si budem rassmatrivat~ tol~ko idempotenty iz S.

Pust~ M – R-modul~, g ∈ S– primitivnyæ idempotent v R, y ∈ M g \ 0. Vvedœm oboznaqenie D_M (y) = {s ∈ Rg | y /∈ M s}. Zametim, qto D_M (y) – levyæ ideal kol~ca R, soderßawiæsØ sobstvennym obrazom v Rg.

Predloßenie 3.4. Pust~ e ∈ S, (I, K) – e-para, udovletvorØ¸waØ

uslovi¸ (∗∗), X = eR/I, x = e ∈ X. Togda naædœtsØ cepnoæ modul~ W = W (I, K) takoæ, qto suwestvuet vloßenie i : X −→ W , dlØ kotorogo D_W (i(x)) = K. Krome togo, esli K ≠ 0, to modul~ W (I, K) moßet byt~ vybran koneqno poroßdœnnym, a imenno: naædœtsØ takoæ fflement r ∈ R, qto K = Rad(Rr) i r ∈ gRe dlØ nekotorogo

g ∈ S, i togda W = gR/rI.

Dokazatel~stvo. Esli K = 0, to soglasno lemme 3.3 v kaqestve

W moßno vzØt~ E_R(X).

Pust~ K ≠ 0. Zametim snaqala, qto naædetsØ naimen~xiæ sredi levyh idealov X ⊂ Re takih, qto K $ X. �to sleduet iz opisaniØ polucepnyh nœterovyh sprava kolec v [3, teorema 2.11] (sm. takße [12, lemma 1.6.1]). Pust~ L – takoæ naimen~xiæ ideal, a r ∈ L\K. Togda L = Rr, priqœm moßno sqitat~, qto r ∈ gRe dlØ nekotorogo g ∈ S. Opredelim W = gR/rI, y = g ∈ W , x = yr ∈ W e. Esli x = 0, to r ∈ Ann_{gR}(y) = rI, t.e r = re = ri dlØ nekotorogo i ∈ I. No togda e ∈ I + Ann_{eR}(r) – summe dvuh pravyh idealov, soderßawihsØ sobstvennym obrazom v cepnom module eR, qto nevozmoßno.

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI167

Vvidu lemmy 3.2 i cepnosti modulØ Re s ∈ D_W (x) togda i tol~ko togda, kogda Rs $ Rr, t.e. kogda Rs ⊂ Rad(Rr) = K. Itak, D_W (x) = K, sledovatel~no, r /∈ K. ˚sno, qto Ann_{eR}(x) = {t ∈ eR | rt ∈ rI} = I + Ann_{eR}(r). Tak kak e-para (I, K) udovletvorØet uslovi¸ (∗∗), a r ∈ Re \ K, to rs ≠ 0 dlØ vseh s ∈ eR \ I, i, sledovatel~no, Ann_{eR}(x) = I, t.e. modul~ W – iskomyæ. •

Predloßenie 3.5. DlØ dannoæ e-pary (I, K), udovletvorØ¸weæ

uslovi¸ (∗∗), cepnoæ modul~ W = W (I, K) takoæ, qto suwestvuet vloßenie i : X −→ W , dlØ kotorogo D_W (i(x)) = K, edinstvenen s toqnost~¸ do izomorfizma.

Dokazatel~stvo. Esli in¨ektivnyæ cepnoæ modul~ W obladaet

trebuemym vloßeniem, to W ≃ E_R(X). Esli cepnye cikliqeskie moduli W_1, W_2 udovletvorØ¸t ukazannomu uslovi¸, to v silu cepnosti modulØ E = E_R(X) est~ vloßenie odnogo iz moduleæ W_1, W_2 v drugoæ, toßdestvennoe na xR. Pust~ W_1 ⊂ W_2, togda, primenØØ lemmu 3.1, poluqaem, qto W_1 = W_2. Esli ße trebuemym vloßeniem oblada¸t cepnoæ in¨ektivnyæ modul~ W_1 = E i cepnoæ cikliqeskiæ nein¨ektivnyæ modul~ W_2 = W , to moßem sqitat~ W sobstvennym podmodulem E. Pust~ z ∈ E \ W , togda K = D_W (x) ⊃ D_{zR}(x) ⊃ D_E (x) = K, pofftomu D_W (x) = D_{zR}(x). PrimenØØ lemmu 3.1, poluqaem, qto W = zR, qto protivoreqit vyboru z. •

Opredelenie. Pust~ e, f ∈ S. Soglasno [2, teorema 1; 13, fakt

1.4.7] budem govorit~, qto e-para (I_1, K_1) ffkvivalentna f-pare (I_2, K_2), esli I_1 = uI_2, K_1u = K_2, u ≠ 0 ili vI_1 = I_2, K_1 = K_2v, v ≠ 0 dlØ nekotoryh fflementov u ∈ eRf, v ∈ fRe. Vvedœm oboznaqenie ⟨I, K⟩ dlØ klassa ffkvivalentnosti g-pary (I, K), gde g ∈ S.

Pust~ M – nerazloßimyæ qisto-in¨ektivnyæ R-modul~, e, f ∈

S, x ∈ M e\0, y ∈ M f \0, I1 = AnneR(x), K1 = DM (x), I2 = AnnfR(y),

K_2 = D_M (y). Proverim, qto postroennye takim obrazom e-para (I_1, K_1) i f-para (I_2, K_2) ffkvivalentny. Esli M in¨ektiven, togda M – cepnoæ modul~. Budem sqitat~, qto x = yv dlØ nekotorogo v ∈ fRe\0. Ispol~zuØ lemmu 3.1, moßno dokazat~, qto vI_1 = I_2, K_1 = K_2v. Pust~ M ne in¨ektiven, a B_x, B_y – bazisnye podmoduli M , soderßawie sootvetstvenno x i y (sm.[1, teorema 5.3]). Togda suwestvuet izomorfizm τ : B_x −→ B_y . Rassmotrim fflementy y, τ (x), leßawie v cepnom module B_y . Budem sqitat~, qto τ (x) = yv dlØ nekotorogo v ∈ fRe\0. Ispol~zuØ snova lemmu 3.1 i

168 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

qistotu B_x, B_y v M , moßno dokazat~, qto vI_1 = I_2, K_1 = K_2v. Tem samym dokazano, qto otobraßenie α : M → ⟨I, K⟩, gde x ∈ M g \ 0,

g ∈ S, I = AnngR(x), K = DM (x), korrektno opredeleno. Oprede-

lim obratnoe otobraßenie: β(⟨I, K⟩) = PE_R(W (I, K)) (sm. predloßenie 3.4). Korrektnost~ ego zadaniØ moßet byt~ proverena s pomow~¸ predloßeniØ 3.5.

Teorema 3.6. Otobraßenie α : M → ⟨I, K⟩, gde I = AnngR(x),

K = D_M (x), x – proizvol~nyæ fflement M g\0 dlØ nekotorogo g ∈ S, ØvlØetsØ biekcieæ meßdu mnoßestvom tipov izomorfizma nerazloßimyh nenulevyh qisto-in¨ektivnyh R-moduleæ i faktormnoßestvom mnoßestva e-par (e ∈ S) s usloviem (∗∗), faktorizuemogo po opisannomu vyxe otnoxeni¸ ffkvivalentnosti.

Zameqanie 3.6.1. Teorema 3.6 dokazana v [13, predloßenie

1.5.3] s ispol~zovaniem teorii modeleæ dlØ moduleæ. S pomow~¸ ponØtiØ bazisnogo podmodulØ i predyduwih rezul~tatov fftogo paragrafa moßno dat~ drugoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy, proveriv, qto otobraßeniØ α i β vzaimno obratny. Krome togo, moßno dokazat~, qto e-para (I_1, K_1) ffkvivalentna f-pare (I_2, K_2) (gde e, f ∈ S) togda i tol~ko togda, kogda naædutsØ cepnoæ modul~ W i fflementy x_1 ∈ W e, x_2 ∈ W f takie, qto x_2 = x_1u ili x_1 = x_2v, a I_1 = Ann_{eR}(x_1), I_2 = Ann_{fR}(x_2), K_1 = D_W (x_1), K_2 = D_W (x_2).

Literatura

1. A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord, Bazisnye podmoduli moduleæ nad polucepnymi neterovymi sprava kol~cami. I. — Zapiski nauqn.seminarov POMI 272 (2000), 129–143.

2. G. E. Puninski, Pure-injective modules over a right noetherian serial rings. — Commun. Algebra 23, No. 4 (1995), 1579–1592.

3. S. Singh, Serial right noetherian rings. — Canad. J. Math. 36, No. 1 (1984), 22–37.

4. M. H. Wright, Serial rings with right Krull dimension one, II. — J. Algebra 117, No. 1 (1988), 99–116.

5. ı. A. Drozd, Ob obobwenno odnorØdnyh kol~cah. — Matem. zametki 18,

No. 5 (1975), 705–710.

6. R. B. Warfield, Serial rings and finitely presented modules. — J. Algebra 37, No. 2 (1975), 187–222.

7. A. I. Generalov, Sobstvennye klassy korotkih toqnyh posledovatel~- nosteæ nad neterovymi polucepnymi kol~cami. v kn.: Kol~ca i moduli. Predel.teoremy teor.ver., vyp. I, Leningrad, 1986, 87–102.

8. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. t. 2, Mir, M., 1979, 464.

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI169

9. R. B. Warfield, Purity and algebraic compactness for modules. — Pacific J. Math.

28, No. 3 (1969), 699–719.

10. E. G. SklØrenko, Otnositel~naØ gomologiqeskaØ algebra v kategorii moduleæ. — Uspehi matem. nauk 33, vyp. 3 (1978), 85–120.

11. V. V. Kiriqenko, Obobwenno odnorØdnye kol~ca. Kiev, Preprint IM-75-1, In-t mat. AN USSR, 1975.

12. A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord, Popolnenie moduleæ nad polucepnymi neterovymi sprava kol~cami. — Zapiski nauqn. seminarov POMI 281 (2001).

13. G. E. Puninskiæ, Teoretiko–model~nye metody v teorii kolec i moduleæ (dokt.diss.). M., 1995, 185.

14. I. M. Zil~berbord, Induktivnye qistoty nad polucennymi neterovymi sprava kol~cami. Rukopis~ dep. v VINITI, 1449–V2001 ot 18.06.01.

Generalov A. I., Zilberbord I. M. Basic submodules over right noetherian serial rings. II.

In the preceding paper the authors published the theorem of existence for basic submodules of right modules over right noetherian serial rings. The goal of the present paper is to prove the theorem of uniqueness for basic submodules over such rings.

Postupilo 7 aprelØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet