Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

A. I. Generalov

QF-SOBSTVENNYE KLASSY I

OTNOSITEL^NYE STABIL^NYE KATEGORII

Vvedenie

IzvestnaØ teorema Rikarda [1] utverßdaet, qto dlØ proizvol~noæ koneqnomernoæ QF -algebry A nad polem stabil~naØ kategoriØ A-moduleæ ØvlØetsØ faktor-kategorieæ ograniqennoæ proizvodnoæ kategorii algebry A. ImeetsØ ponØtie otnositel~- noæ stabil~noæ kategorii (sm. [2]), i v nedavneæ rabote [3] ono bylo primeneno dlØ sluqaØ gruppovoæ algebry koneqnoæ gruppy. S drugoæ storony, v [4] byla predloßena konstrukciØ otnositel~noæ proizvodnoæ kategorii (sm. takße [5, 6]). Estestvennyæ vopros, – imeet li mesto otnositel~nyæ variant teoremy Rikarda, – poluqaet v nastoØweæ rabote poloßitel~nyæ otvet.

Napomnim takße, qto iz privedennoæ vyxe teoremy Rikarda vytekaet ves~ma poleznoe sledstvie: esli dlØ nekotoryh QF -algebr ih ograniqennye proizvodnye kategorii treugol~no ffkvivalentny (t.e. ffkvivalentny kak triangulirovannye kategorii), to i ih stabil~nye kategorii takße treugol~no ffkvivalentny. Pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh, nakladyvaemyh na ishodnye abelevy kategorii, nam udaetsØ poluqit~ i otnositel~nyæ variant tol~ko qto upomØnutogo rezul~tata. Otmetim takße, qto naxi dokazatel~stva, buduqi primenennymi k absol¸tnomu sluqa¸, predstavlØ¸tsØ na nax vzglØd bolee prostymi po sravneni¸ s [1].

1. Otnositel~naØ stabil~naØ kategoriØ.

V fftom razdele my podrobno opixem konstrukci¸ otnositel~- noæ stabil~noæ kategorii, a takße strukturu triangulirovannoæ kategorii na neæ. V otliqie ot raboty [2], gde ffto delaetsØ v kontekste toqnyh kategoriæ v smysle Kvillena [7], my budem ispol~zovat~ ponØtie sobstvennogo klassa. Po povodu opredeleniØ fftogo ponØtiØ i ego prosteæxih svoæstv my otsylaem qitatelØ k rabotam [8, 9] (sm. takße [10], gde dlØ fftogo ponØtiØ ispol~zuetsØ termin “qistota”). 133

134 A. I. GENERALOV

Pust~ A – abeleva kategoriØ, ω – sobstvennyæ klass korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ v A. Qerez ωExt^1_A(C, A) oboznaqaem gruppu (klassov kongruentnosti) ω-sobstvennyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ. Ona ØvlØetsØ podgruppoæ v gruppe Ext^1_A(C, A) (opredelØemoæ, kak obyqno, s pomow~¸ sloßeniØ Bffra; sm. [11]). Esli

E : A^α↣ B^σ↠ C (1.1)

– ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, to clE ∈ ωExt^1_A(C, A) oboznaqaet klass kongruentnyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ, soderßawiæ E; krome togo, morfizm α (sootvetstvenno σ) iz (1.1) nazyvaetsØ ω-sobstvennym monomorfizmom (sootvetstvenno ω-sobstvennym ffpimorfizmom). Pust~ J_ω (sootvetstvenno P_ω) – polnaØ podkategoriØ v A, sostoØwaØ iz ω-in¨ektivnyh (sootvetstvenno ω-proektivnyh) ob¨ektov.

Spravedliv sledu¸wiæ otnositel~nyæ variant lemmy Xan¸fflØ.

Predloßenie 1.1. Pust~ ω – sobstvennyæ klass v abelevoæ ka-

tegorii A, i pust~ dany dve ω-sobstvennye korotkie toqnye posledovatel~nosti U ↣ P ↠ X, U^′ ↣ P^′ ↠ X, v kotoryh P, P^′ ∈ P_ω. Togda P ⊕ U^′ ≃ P^′ ⊕ U .

Dokazatel~stvo moßno poluqit~ s pomow~¸ neznaqitel~nyh izmeneniæ v dokazatel~stve [13, predloßenie I.6.3].

My budem bez special~nyh ogovorok ispol~zovat~ takße dual~nyæ variant predloßeniØ 1.1.

Biuniversal~nyæ kvadrat A^β−−−−→ B α α^′ A^{′ β′}−−−−→ B^′ nazyvaetsØ ω-sobstvennym, esli sootvetstvu¸waØ emu korotkaØ

toqnaØ posledovatel~nost~ A^{(α,β)} T ↣ A^′ ⊕ B^{(β} ′,−α^′) ↠ B^′ ØvlØetsØ ωsobstvennoæ.

DlØ udobstva ssylok privedem sledu¸wiæ rezul~tat iz [14, lemma 3.5].

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 135

Predloßenie 1.2. Pust~ ω – sobstvennyæ klass v abelevoæ ka-

tegorii A, i pust~ v A dana kommutativnaØ diagramma vida A^α−−−−→ B^β−−−−→ C f g h A^{′ α′}−−−−→ B^{′ β′}−−−−→ C^′. (1.2)

Ob¨eml¸wiæ kvadrat fftoæ diagrammy A^{βα}−−−−→ C f h A^{′ β′α′} −−−−→ C^′ ØvlØetsØ ω-sobstvennym, esli i tol~ko esli ω-sobstvennymi ØvlØ¸tsØ levyæ i pravyæ kvadraty diagrammy (1.2). □ Napomnim, qto sobstvennyæ klass ω nazyvaetsØ proektivnym, esli dlØ l¸bogo ob¨ekta X ∈ ObA suwestvuet ω-sobstvennyæ ffpimorfizm σ : P → X, gde P ∈ P_ω. Dual~no vvoditsØ ponØtie in¨ektivnogo sobstvennogo klassa.

Sobstvennyæ klass ω v abelevoæ kategorii A nazyvaetsØ kvazifrobeniusovym (ili, dlØ kratkosti, QF -sobstvennym klassom), esli ω proektiven i in¨ektiven, a P_ω = J_ω.

Primerom QF -sobstvennogo klassa slußit klass vseh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ v kategorii A-Mod levyh Amoduleæ, gde A – koneqnomernaØ QF -algebra nad polem; zdes~ moßno takße vmesto kategorii vseh A-moduleæ rassmotret~ ee polnu¸ podkategori¸ A-mod, sostoØwu¸ iz koneqnomernyh moduleæ.

Obobwenie fftogo primera predloßeno v [3]. Pust~ k – kommutativnoe kol~co, G – koneqnaØ gruppa, X – nekotoroe (nepustoe) semeæstvo podgrupp gruppy G. KorotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ E v kG-Mod vida (1.1) nazyvaetsØ X-rasweplØemoæ, esli dlØ l¸boæ podgruppy H ∈ X suwestvuet kH-gomomorfizm π : B → A takoæ, qto πα = id_A. Iz [3, s. 72] sleduet, qto klass vseh X-rasweplØemyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ ØvlØetsØ QF -sobstvennym klassom.

136 A. I. GENERALOV

Pust~ ω – QF -sobstvennyæ klass v abelevoæ kategorii A. Nazyvaem ob¨ekty X, X^′ ∈ ObA ω-stabil~no ffkvivalentnymi i pixem X ∼_ω X^′, esli suwestvu¸t ob¨ekty P, P^′ ∈ P_ω takie, qto X ⊕ P ≃ X^′ ⊕ P^′. Klass ω-stabil~noæ ffkvivalentnosti, soderßawiæ X, oboznaqaem qerez [X]; odnako, my budem qasto otoßdestvlØt~ ob¨ekt X s ego klassom [X].

Postroim ω-stabil~nu¸ kategori¸ A_ω kategorii A. Ee ob¨ekty – ffto klassy ω-stabil~noæ ffkvivalentnosti ob¨ektov kategorii A, a gruppy morfizmov opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: A_ω ([X], [Y ]) = A(X, Y )/P_ωA(X, Y ), gde P_ωA(X, Y ) – podgruppa v A(X, Y ), sostoØwaØ iz morfizmov, prohodØwih qerez nekotorye ω-proektivnye ob¨ekty. DlØ morfizma f: X → Y v kategorii A qerez [f] oboznaqaem ego klass v A_ω([X], [Y ]). Pri fftom, esli Y^′ ∼_ω Y , to [f] moßet byt~ takße predstavlen nekotorym morfizmom f^′: X → Y^′ (v A). �to sleduet iz togo, qto esli P ∈ P_ω, to, kak legko proverit~, vloßenie

v kaqestve prØmogo slagaemogo i = ( 1 0 ) : Y → Y ⊕ P induciruet

izomorfizm i: A(X, Y )/P_ωA(X, Y ) → A(X, Y ⊕ P )/P_ωA(X, Y ⊕ P ). AnalogiqnaØ zamena dopustima i dlØ predstaviteleæ klassa [X]. �to pozvolØet opredelit~ kompozici¸ v A_ω sledu¸wim obrazom: dlØ morfizmov [X]^{[f]}−→ [Y ]^{[g]}−→ [Z] vyberem predstaviteleæ f i g, dlØ kotoryh v kategorii A opredelena kompoziciØ, i poloßim [g] · [f] = [gf]. Legko proverØetsØ, qto A_ω – additivnaØ kategoriØ.

Polezno takße zametit~, qto dlØ [f]: [X] → [Y ] vsegda moßno vybrat~ predstavitel~, kotoryæ ØvlØetsØ ω-sobstvennym monomorfizmom. Deæstvitel~no, esli f: X → Y – nekotoryæ predstavitel~ v A morfizma [f], to rassmotrim ω-sobstvennyæ monomorfizm i: X → P , gde P ∈ P_ω, i ostaetsØ zametit~, qto ( f i ) : X → Y ⊕ P – ω-sobstvennyæ monomorfizm vvidu soot-

noxeniØ i = (0, 1)(f, i)^T (a takße vvidu svoæstva P2 sobstvennogo klassa; sm. [8, 9]). Analogiqno morfizm [f] imeet predstavitel~ v A, kotoryæ ØvlØetsØ ω-sobstvennym ffpimorfizmom.

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 137

DlØ ob¨ekta X ∈ A rassmotrim ω-sobstvennu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ E: U ↣ P ↠ X, v kotoroæ P ∈ J_ω = P_ω. Iz predloßeniØ 1.1 sleduet, qto klass [U ] ob¨ekta U ne zavisit ot vybora posledovatel~nosti E; bolee togo, Øsno, qto na samom dele [U ] opredelØetsØ klassom [X]. Opredelim Ω_ω[X] = [U ]; uprowaØ oboznaqeniØ, budem qasto pisat~ takße U = Ω_ωX.

Pust~ f: X → X^′ – morfizm v kategorii A. Rassmotrim dve ω-sobstvennye korotkie toqnye posledovatel~nosti U^α↣ P^σ↠ X, U^{′ α} ′ ↣ P^{′ σ} ′ ↠ X^′, v kotoryh P , P^′ ∈ P_ω. Togda suwestvuet kommutativnaØ diagramma, predstavlØ¸waØ morfizm fftih korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ: U^α↣ P^σ↠ X f0 ↓ ↓ ↓_f U^{′ α} ′ ↣ P^{′ σ} ′ ↠ X^′. Neposredstvenno proverØetsØ, qto esli f ∈ P_ωA(X, X^′), to f^′ ∈

P_ωA(U, U^′). �to pozvolØet opredelit~ Ω_ω[f] = [f^′], i poluqaem

funktor Ω_ω: A_ω → A_ω.

S pomow~¸ dual~nyh rassußdeniæ stroitsØ funktor Ω^{−1}_ω : A_ω → A_ω, pri fftom, kak legko videt~, Ω^{−1}_ω ØvlØetsØ obratnym k funktoru Ω_ω, i, sledovatel~no, Ω_ω (kak i Ω^{−1}_ω ) – avtomorfizm kategorii A_ω.

Predloßenie 1.3. Ime¸t mesto izomorfizmy, estestvennye po

X i Y :

a) η = η_{X,Y} : A_ω([X], Ω^{−1}_ω [Y ])^≃−→ ωExt^1_A(X, Y );

b) ε = ε_{X,Y} : A_ω(Ω_ω[X], [Y ])^≃−→ ωExt^1_A(X, Y ).

Dokazatel~stvo. a) Rassmotrim ω-sobstvennu¸ posledovatel~-

nost~ E: Y^α↣ P^σ↠ Ω^{−1}_ω Y , gde P ∈ J_ω = P_ω. Ona induciruet “otnositel~nu¸” dlinnu¸ toqnu¸ gomologiqesku¸ posledovatel~nost~ (sm., naprimer, [10]), i, v qastnosti, toqna posledovatel~nost~: A(X, P )^{σ∗}−→ A(X, Ω^{−1}_ω Y )^δ−→ ωExt^1_A(X, Y )^{α∗}−→ α_∗−→ ω Ext^1_A(X, P ) = 0. (1.3)

138 A. I. GENERALOV

Napomnim, qto svØzyva¸wiæ gomomorfizm δ iz (1.3) opisyvaetsØ sledu¸wim obrazom: dlØ f ∈ A(X, Ω^{−1}_ω Y ) δ(f) = clf^∗(E), gde f^∗(E) – ffto posledovatel~nost~, ØvlØ¸waØsØ verhneæ strokoæ diagrammy, kotoraØ sootvetstvuet postroeni¸ universal~nogo kvadrata na morfizmah σ i f: f^∗(E): Y ↣ Z ↠ X ‖ ↓ ↓ f E: Y^α↣ P^σ↠ Ω^{−1}_ω Y.

Teper~ dokaßem, qto Im σ_∗ = P_ωA(X, Ω^{−1}_ω Y ). ˚sno, qto Im σ_∗ ⊂

P_ωA(X, Ω^{−1}_ω Y ). Esli ße f = μλ: X^λ−→ Q^μ−→ Ω^{−1}_ω Y , gde Q ∈ P_ω,

to, poskol~ku σ – ω-sobstvennyæ ffpimorfizm, suwestvuet morfizm μ^′: Q → P takoæ, qto σμ^′ = μ. Sledovatel~no, f = σμ^′λ = σ_∗(μ^′λ) ∈ Im σ_∗. Takim obrazom, svØzyva¸wiæ gomomorfizm δ induciruet trebuemyæ izomorfizm η. Estestvennost~ fftogo izomorfizma legko sleduet iz estestvennosti gomomorfizma δ.

b) Dokazatel~stvo provoditsØ dual~no dokazatel~stvu a). □

Predloßenie 1.4. Pust~ ω – QF -sobstvennyæ klass v kategorii

A, i pust~ dana ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~- nost~ X^u↣ Y^v↠ Z. Togda:

a) suwestvuet ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~- nost~ vida

E_1: Y^{(v,i)} T ↣ Z ⊕ P ↠ Ω^{−1}_ω X, gde P ∈ P_ω;

b) suwestvuet ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~- nost~ vida E_2: Ω_ωZ ↣ X ⊕ Q^{(u,π)}↠ Y, gde Q ∈ P_ω. Dokazatel~stvo. a) Pust~ i: Y → P – nekotoryæ ω-sobstvennyæ

monomorfizm, gde P ∈ P_ω. Postroim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, sostoØwu¸ iz biuniversal~nyh kvadratov, X^u−−−−→ Y^i−−−−→ P v σ 0 −−−−→ Z^f−−−−→ U (1.4)

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 139

(pravyæ kvadrat stroitsØ kak kouniversal~nyæ kvadrat na morfizmah v i i). Tak kak oba kvadrata fftoæ diagrammy ωsobstvennye, to po predloßeni¸ 1.2 ob¨eml¸wemu kvadratu diagrammy (1.4) sootvetstvuet ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ

posledovatel~nost~ X^{i u}↣ P^σ↠ U , otkuda sleduet, qto moßno vzØt~ Ω^{−1}_ω X = U . Togda iskomaØ posledovatel~nost~ E_1 – ffto korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~, sootvetstvu¸waØ pravomu kvadratu diagrammy (1.4).

b) Dokazatel~stvo dual~no dokazatel~stvu a). □

Teper~ sleduØ rabote [12] (sr. [2]), my vvedem strukturu triangulirovannoæ kategorii na A_ω. Pust~ E: X^u↣ Y^v↠ Z – ωsobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~. Po predloßeni¸ 1.3 suwestvuet morfizm w: Z → Ω^{−1}_ω X takoæ, qto η([w]) = clE. Posledovatel~nost~ v kategorii A_ω vida

[X]^{[u]}−→ [Y ]^{[v]}−→ [Z]^{[w]}−→ Ω^{−1}_ω [X]

nazovem standartnym treugol~nikom, sootvetstvu¸wim posledovatel~nosti E.

V dal~neæxem dlØ prostoty “funktor sdviga” Ω^{−1}_ω oboznaqaem qerez T (i togda T^{−1} = Ω_ω). L¸baØ posledovatel~nost~ v A_ω vida

[A^′]^{[α]}−→ [A]^{[β]}−→ [A^{′′}]^{[γ]}−→ T [A^′]

nazyvaetsØ T -posledovatel~nost~¸. Estestvennym obrazom vvoditsØ ponØtie izomorfizma T -posledovatel~nosteæ. L¸baØ T - posledovatel~nost~, izomorfnaØ standartnomu treugol~niku, nazyvaetsØ treugol~nikom. Klass vseh treugol~nikov v kategorii A_ω oboznaqim qerez T .

Teorema 1.5 [2]. Pust~ ω – QF -sobstvennyæ klass v abelevoæ ka-

tegorii A. Nabor (A_ω, T = Ω^{−1}_ω , T ) ØvlØetsØ triangulirovannoæ kategorieæ.

Dokazatel~stvo. DlØ udobstva qitatelØ my privedem podrob-

noe dokazatel~stvo fftoæ teoremy. Proverim posledovatel~no aksiomy triangulirovannoæ kategorii [15] (sm. takße [16, 17]).

TR1. Qasti (a) i (b) fftoæ aksiomy oqevidny.

(v) Proizvol~nyæ morfizm v kategorii A_ω moßet byt~ predstavlen nekotorym ω-sobstvennym monomorfizmom v kategorii

140 A. I. GENERALOV A, i togda trebuemoe utverßdenie poluqaem po opredeleni¸ standartnogo treugol~nika.

TR2. Pust~ dan treugol~nik [X]^{[u]}−→ [Y ]^{[v]}−→ [Z]^{[w]}−→ T [X]. Moßno sqitat~, qto on standartnyæ, t.e. imeetsØ ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~ v A vida E: X^u↣ Y^v↠ Z, dlØ kotoroæ η_{Z,X} ([w]) = clE. Pust~ E_1: Y^{(v,i)T}↣ Z ⊕ P^{(f,−σ)}↠

Ω^{−1}_ω X, P ∈ P_ω, – ω-sobstvennaØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~-

nost~ iz predloßeniØ (1.4) (a). Togda moßno postroit~ sledu- ¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, predstavlØ¸wu¸ morfizm ωsobstvennyh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ: E: X^u↣ Y^v↠ Z ‖ ↓ i ↓ f E^′: X^{i u}↣ P^σ↠ Ω^{−1}_ω X.

V dlinnoæ gomologiqeskoæ posledovatel~nosti, inducirovannoæ posledovatel~nost~¸ E^′, dlØ svØzyva¸wego gomomorfizma δ imeem clE = δ(f), sledovatel~no, η_{Z,X} ([f]) = clE, i, takim obrazom, [f] = [w].

Dalee, dlØ postroeniØ morfizma Ω^{−1}_ω u (toqnee, nekotorogo predstavitelØ morfizma T [u]) my rassmotrim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, stroki kotoroæ – ω-sobstvennye korotkie toqnye posledovatel~nosti: X^{i u}↣ P^σ↠ U u ↓ ‖ ↓ Ω �^1! u

Y^i↣ P^π↠ Ω^{−1}_ω Y.

Teper~ sledu¸waØ kommutativnaØ diagramma Y^{(v,i)} T ↣ Z ⊕ P^{(f,−σ)}↠ U ‖ ↓ (0, 1) ↓ �Ω �^1! u

Y^i↣ P^π↠ Ω^{−1}_ω Y pokazyvaet (sr. dokazatel~stvo predloßeniØ 1.3), qto v kategorii A_ω imeetsØ standartnyæ treugol~nik vida

[Y ]^{[(v,i)} T ] → [Z ⊕ P ]^{[(f,−σ)]}→ T [X]^{−T [u]}−→ T [Y ],

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 141

kotoryæ, kak legko videt~, izomorfen T -posledovatel~nosti

[Y ]^{[v]}−→ [Z]^{[w]}−→ T [X]^{−T [u]}−→ T [Y ].

TR3. Pust~ v kategorii A dan kvadrat X^u−−−−→ Y f g X^{′ u′}−−−−→ Y^′ (1.5)

takoæ, qto [gu] = [u^′f]. My hotim zamenit~ predstaviteli v klassah ob¨ektov i morfizmov, vhodØwih v kvadrat (1.5), qtoby svesti situaci¸ k sluqa¸, kogda sootvetstvu¸wiæ kvadrat kommutativen uße v A. Po predpoloßeni¸ morfizm gu − u^′f prohodit qerez nekotoryæ ob¨ekt P_0 ∈ P_ω: gu − u^′f = ψφ: X^φ−→ P_0^ψ−→ Y . Togda imeet mesto sledu¸wiæ kommutativnyæ kvadrat v A: X^u−−−−→ Y ( f φ ) g X^′ ⊕ P_0^{(u′,ψ)}−−−−→ Y^′, pri fftom Øsno, qto [f] = [(f, φ)^T ], [u^′] = [(u^′, ψ)]. Pofftomu moßno sqitat~, qto kvadrat (1.5) kommutativen v kategorii A. Krome togo, my moßem dopolnitel~no predpoloßit~, qto v fftom kvadrate u i u^′ – ω-sobstvennye monomorfizmy. Deæstvitel~no, pust~ i: X → P , i^′: X^′ → P^′ – ω-sobstvennye monomorfizmy. Tak kak (_u i ) : X → Y ⊕ P – ω-sobstvennyæ monomorfizm, to suwestvuet

gomomorfizm (j, j^′): Y ⊕ P → P^′ takoæ, qto (j, j^′) · (u, i)^T = i^′f, i my moßem postroit~ sledu¸wiæ kommutativnyæ kvadrat X ( u i ) −−−−→ Y ⊕ P f ( g 0 j j^′ )

X^′ ( u^′ i^′ ) −−−−→ Y^′ ⊕ P^′. Vnov~ zamenØØ predstaviteli v klassah rassmatrivaemyh ob¨- ektov i morfizmov, moßem sqitat~, qto v (1.5) u, u^′ – ωsobstvennye monomorfizmy, i pri fftom gu = u^′f. Rassmotrim

142 A. I. GENERALOV

teper~ sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, stroki kotoroæ – ω-sobstvennye korotkie toqnye posledovatel~nosti: E: X^u↣ Y^v↠ Z f ↓ ↓ g ↓ h (1.6) E^′: X^{′ u} ′ ↣ Y^{′ v} ′ ↠ Z^′. Vvidu [11, lemma III.1.6] imeem: f_∗(clE) = h^∗(clE^′). Pust~ η: A_ω([Z], T [X])^≃−→ ωExt^1_A(Z, X), η^′: A_ω([Z^′], T [X^′])^≃−→ ωExt^1_A(Z^′, X^′), η_1: A_ω([Z], T [X^′])^≃−→ ωExt^1_A(Z, X^′) – izomorfizmy iz predloßeniØ 1.3. Ispol~zuØ estestvennost~ fftih izomorfizmov, postroim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu A_ω([Z], T [X])^{(T [f])∗}−−−−→ A_ω([Z], T [X^′])^{[h]∗}←−−−− A_ω([Z^′], T [X^′]) η ≃^η1 ≃ η^′ ≃ ωExt^1_A(Z, X)^{f∗}−−−−→ ωExt^1_A(Z, X^′)^{h∗}←−−−− ωExt^1_A(Z^′, X^′). (1.7)

Pust~ w: Z → Ω^{−1}_ω X, w^′: Z^′ → Ω^{−1}_ω X^′ – morfizmy, dlØ kotoryh η([w]) = clE, η^′([w^′]) = clE^′. Teper~ s ispol~zovaniem diagrammy (1.7) poluqaem, qto

η_1(T [f] · [w]) = η_1(T [f])_∗([w]) = f_∗η([w]) = f_∗(clE), analogiqno imeem η_1([h]·[w^′]) = h^∗(clE^′), i, sledovatel~no, η_1(T [f]·

[w]) = η_1([h] · [w^′]), t.e. T [f] · [w] = [h] · [w^′]. �to zaverxaet do-

kazatel~stvo togo, qto ([f], [g], [h]) – ffto morfizm standartnyh treugol~nikov, sootvetstvu¸wih posledovatel~nostØm E i E^′ iz (1.6).

TR4. Pust~ v kategorii A dany morfizmy X^f−→ Y^g−→ Z. Kak bylo otmeqeno ranee, moßno sqitat~, qto f i g – ωsobstvennye monomorfizmy. Rassmotrim sledu¸wie morfizmy

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 143

(ω-sobstvennyh) korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ:

E_f : X^f↣ Y^α↠ Z^′ ‖ ↓ g ↓ g0 E_{gf} : X^{gf}↣ Z^α ′ ↠ Y^′; E_g: Y^g↣ Z^γ↠ X^′ ↓ α ↓ α0 ‖ E_g′ : Z^{′ g} ′ ↣ Y^{′ γ} ′ ↠ X^′. Pust~ [β] = η^{−1}_Z′_{,X} (clE_f ), [β^′] = η^{−1}_Y ′_{,X} (clE_{gf} ), [λ] = η^{−1}_X′_{,Y} (clE_g),

[λ^′] = η^{−1}_X′_{,Z}′ (clE_g′ ). Togda moßno postroit~ v kategorii A_ω sle-

du¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, stroki i stolbcy kotoroæ ØvlØ¸tsØ treugol~nikami (dlØ uproweniØ oboznaqeniæ my opuskaem skobki v oboznaqeniØh ob¨ektov i morfizmov): X^f−−−−→ Y^α−−−−→ Z^{′ β}−−−−→ T X ‖ ‖ ‖ g g^{(1)} ‖ X^{gf}−−−−→ Z^{α′}−−−−→ Y^{′ β′}−−−−→ T X γ γ_′ X^′ X^′ λ^{(2)} λ^′ T Y^{T α}−−−−→ T Z^′. Kommutativnost~ kvadratov (1) i (2) v fftoæ diagramme sleduet iz estestvennosti izomorfizmov η (sr. okonqanie proverki svoæstva TR3).

Nakonec, dokaßem, qto λ · γ^′ = T f · β^′ (v kategorii A_ω). Iz kommutativnoæ diagrammy E_{gf} : X^{gf}↣ Z^α ′ ↠ Y^′ ↓ f ‖ ↓ γ0 E_g: Y^g↣ Z^γ↠ X^′

144 A. I. GENERALOV

sleduet, qto f_∗(clE_{gf} ) = (γ^′)^∗(clE_g). Ots¸da, vnov~ ispol~zuØ estestvennost~ izomorfizmov η, poluqaem, qto η_Y ′_{,Y} (T f · β^′) = f_∗η_Y ′_{,X} (β^′) = (γ^′)^∗η_X′_{,Y} (λ) = η_Y ′_{,Y} (λ · γ^′). □

Sledstvie 1.6. Pust~ v kategorii A ω dana T -posledovatel~-

nost~

[X]^{[u]}→ [Y ]^{[v]}→ [Z]^{[w]}→ T [X]. (1.8)

Ona ØvlØetsØ treugol~nikom togda i tol~ko togda, kogda v kategorii A suwestvu¸t ω-sobstvennye korotkie toqnye posledovatel~nosti vida X^{(u,i)} T ↣ Y ⊕ P^{(v,π)}↠ Z, Y^{(v,i} ′)^T ↣ Z ⊕ P^{′ (w,π} ′) ↠ Ω^{−1}_ω X, (1.9)

gde X, Y , Z – podhodØwie predstaviteli sootvetstvu¸wih klassov ω-stabil~noæ ffkvivalentnosti, a P , P^′ ∈ P_ω.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto T -posledovatel~nost~ (1.8)

ØvlØetsØ treugol~nikom. Moßno sqitat~, qto fftot treugol~nik standartnyæ, i togda ukazannye ω-sobstvennye posledovatel~nosti poluqeny v dokazatel~stve svoæstva TR2. Esli ße dany ωsobstvennye posledovatel~nosti (1.9), to iz rassmotreniØ kommutativnoæ diagrammy, stroki kotoroæ – ω-sobstvennye korotkie toqnye posledovatel~nosti, X^{(u,i)} T ↣ Y ⊕ P^{(v,π)}↠ Z ‖ ↓ i0 � 1 ↓ w X^{(i} ′u, i)^T ↣ P^′ ⊕ P^{(−π} ′,wπ) ↠ Ω^{−1}_ω X,

poluqaem standartnyæ treugol~nik

[X]^{[(u ,i)} T ] → [Y ⊕ P ]^{[(v,π)]}→ [Z]^{[w]}→ T [X],

kotoryæ, oqevidno, izomorfen T -posledovatel~nosti (1.8). □

Zameqanie. Sledstvie 1.6 pokazyvaet, qto my mogli by raz-

vit~ otnositel~nu¸ versi¸ podhoda Linkel~mana [19] k vvedeni¸ struktury triangulirovannoæ kategorii na stabil~noæ kategorii moduleæ nad QF -algebroæ.

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 145

2. Teorema Rikarda – otnositel~nyæ variant.

Pust~ A – abeleva kategoriØ. Qerez Com(A) oboznaqim kategori¸ (kocepnyh) kompleksov nad A, a qerez K(A) (sootvetstvenno K^−(A) ili K^b(A)) – gomotopiqesku¸ kategori¸ vseh (sootvetstvenno ograniqennyh sverhu ili ograniqennyh) kompleksov nad A. Analogiqnye oboznaqeniØ primenØ¸tsØ dlØ sootvetstvu¸wih gomotopiqeskih kategoriæ nad podkategoriØmi kategorii A.

Pust~ ω – proizvol~nyæ sobstvennyæ klass (korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ) v kategorii A. Kompleks X = (X^n, d^n) ∈ K(A) nazyvaetsØ ω-acikliqnym, esli dlØ l¸bogo n ∈ ZH^n(X) = 0, a kanoniqeskie korotkie toqnye posledovatel~nosti Kerd^n ↣ X^n ↠ Im d^n, induciruemye differencialami kompleksa, ØvlØ- ¸tsØ ω-sobstvennymi. Morfizm f: X → Y v K(A) nazyvaetsØ ωkvaziizomorfizmom, esli ego konus C(f) ω-acikliqen. Togda otnositel~naØ ograniqennaØ proizvodnaØ kategoriØ D^b_ω (A) opredelØetsØ (sm. [4]) kak lokalizaciØ kategorii K^b(A) otnositel~no klassa ω-kvaziizomorfizmov; govorØt takße, qto D^b_ω (A) – ffto faktor-kategoriØ kategorii K^b(A) po (polnoæ) podkategorii, sostoØweæ iz ω-acikliqnyh kompleksov.

V dal~neæxem my rassmatrivaem tol~ko polnye podkategorii, pri fftom my obyqno ih otoßdestvlØem s sootvetstvu¸wim klassom ob¨ektov.

Kompleksu X ∈ Com(A) sopostavim kompleksy τ_nX i τ̃_nX, opredelØemye sledu¸wim obrazom:

(τ_nX)^m = X^m, esli m ⩽ n, Coker d^{n−1}_X , esli m = n + 1,

0, esli m > n + 1;

(τ̃_nX)^m = { X^m, esli m ⩽ n, 0, esli m > n, a differencialy v oboih kompleksah induciru¸tsØ differencialami v X. Qerez K^{−,b}_ω (P_ω) oboznaqim podkategori¸ v K^−(P_ω), sostoØwu¸ iz kompleksov X takih, qto naædetsØ n ∈ Z, dlØ kotorogo τ_nX – ω-acikliqnyæ kompleks.

Iz dokazatel~stva v [4, teorema 3.4(v)] vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2.1. Pust~ ω – proektivnyæ sobstvennyæ klass v

146 A. I. GENERALOV

abelevoæ kategorii A. Togda kategorii D^b_ω(A) i K^{−,b}_ω (P_ω) treugol~- no ffkvivalentny.

Pol~zuØs~ fftim utverßdeniem, my budem qasto otoßdestvlØt~ kategori¸ K^{−,b}_ω (P_ω) s ee obrazom v D^b_ω (A).

Predpoloßim teper~, qto ω – QF -sobstvennyæ klass v kategorii A. V fftom razdele, rabotaØ v ω-stabil~noæ kategorii A_ω, my obyqno ne delaem razliqiØ v oboznaqenii ob¨ektov (sootvetstvenno morfizmov) kategorii A i ih klassov v A_ω. Kompleks X ∈ D^b_ω (A) nazyvaetsØ ω-soverxennym, esli on (ω-kvazi) izomorfen nekotoromu kompleksu iz K^b(P_ω). Podkategori¸ v D^b_ω(A), sostoØwu¸ iz ω-soverxennyh kompleksov, oboznaqim qerez C^{pf}_ω . Legko videt~, qto kompleks X ∈ K^−(P_ω) prinadleßit C^{pf}_ω , esli i tol~ko esli suwestvuet n ∈ Ztakoe, qto τ_nX gomotopen nul¸.

Teorema 2.2. Pust~ ω – QF -sobstvennyæ klass v abelevoæ kate-

gorii A, D = D^b_ω(A) – otnositel~naØ ograniqennaØ proizvodnaØ kategoriØ kategorii A, C = C^{pf}_ω . Togda:

a) C – nasywennaØ T -podkategoriØ v D;

b) faktor-kategoriØ D/C treugol~no ffkvivalentna ω-stabil~- noæ kategorii A_ω.

Napomnim, qto polnaØ podkategoriØ C triangulirovannoæ kategorii B nazyvaetsØ nasywennoæ T -podkategorieæ, esli C zamknuta otnositel~no treugol~nikov (t.e. esli dve verxiny treugol~nika leßat v C, to i tret~Ø verxina fftogo treugol~nika leßit v C), a takße otnositel~no prØmyh slagaemyh. ImeetsØ biektivnoe sootvetstvie meßdu nasywennymi T -podkategoriØmi C = C(S) v B i nasywennymi lokalizu¸wimi klassami morfizmov S = S(C) v B, sovmestimymi s triangulØcieæ, gde C(S) sostoit iz ob¨ektov Z takih, qto suwestvuet treugol~nik X^s→ Y → Z → T X, (2.1) v kotorom s ∈ S, a S(C) sostoit iz morfizmov s takih, qto suwestvuet treugol~nik vida (2.1), v kotorom Z ∈ C [17] (sm. takße [18]).

Otmetim sledu¸wee poleznoe utverßdenie (sm. [17, predloßenie II.2.1.16]).

Predloßenie 2.3. Pust~ Φ: B → B^′ – toqnyæ funktor meßdu

triangulirovannymi kategoriØmi. Togda Ker Φ = {X ∈ ObB | X ≃ 0} – nasywennaØ T -podkategoriØ v B.

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 147

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Vvedem oboznaqenie K = K^{−,b}_ω (Pω).

My snaqala postroim toqnyæ funktor ~F : K → A_ω. Pust~ X ∈ K, i pust~ n ∈ Ztakoe, qto τ_nX ω-acikliqen. Opredelim ~F (X) = T^{−n}(Im d^n_X ). Zametim, qto v fftom opredelenii n moßno zamenit~ na l¸boe men~xee celoe qislo. Pust~ f: X → Y – morfizm v K, i pust~ n ∈ Ztakoe, qto τ_nX i τ_nY ω-acikliqny. Morfizm f induciruet morfizm ~f = ~f^n: Im d^n_X → Im d^n_Y v kategorii A. Poloßim ~F (f) = T^{−n}( ~f^n). ˚sno, qto tem samym postroen funktor iz K v A_ω.

Dokaßem teper~, qto ~F – toqnyæ funktor. Vvedem dopolnitel~nye oboznaqeniØ: dlØ l¸bogo kompleksa A = (A^n, d^n_A) qerez

d^n_A = μ^n_Aσ^n_A: A^{n σnA}−→ Im d^n_A^{μnA}−→ A^{n+1} oboznaqim kanoniqeskoe razloßenie morfizma d^n_A. Pust~ dan treugol~nik v K: X^u−→ Y^v−→ Z^w−→ X[1]. Moßno sqitat~, qto fftot treugol~nik standartnyæ, t.e. Z = C(u) – konus morfizma u, a takße v^n = (0, 1)^T , w^n = (1, 0) dlØ l¸bogo

n ∈ Z. ImeetsØ sledu¸waØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~

v Com(A), rasweplØemaØ v kaßdoæ stepeni (sm. [16]): X^u 1 ↣ Y_1^v 1 ↠ Z, (2.2) gde Y_1 = Cyl(u) – cilindr morfizma u, a takße u^n_1 = (0, 1, 0), v^n_1 =

(_{1 0 0}

0 0 1 ) . Vvidu [4, s. 104] Y_1 ≃ C(−1_X ) ⊕ Y . Pust~ n ∈ Z takoe, qto τ_{n+1}X i τ_{n+1}Y ω-acikliqny. Iz rassmotreniØ posledovatel~nosti (2.2) poluqaem sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu X^{n−1 d} n−1_X −−−−→ X^{n σnX}−−−−→ Im d^n_X^{μnX}−−−−→ X^{n+1} u^n1 ~u1 u^n+11 Y^{n−1}_1^d n−1_Y 1 −−−−→ Y^n_1^σ n Y1 −−−−→ Im d^n_Y1^μ n Y1 −−−−→ Y^{n+1}_1 v^n1 ~v1 v^n+11 Z^{n−1 d} n−1_Z −−−−→ Z^{n σnZ}−−−−→ Im d^n_Z^{μnZ}−−−−→ Z^{n+1}. Tak kak stroki fftoæ diagrammy toqny v qlenah X^n, Y^n_1 i Z^n sootvetstvenno, to s pomow~¸ Ker-Coker-posledovatel~nosti poluqaem, qto tretiæ sleva stolbec diagrammy toqen v qlene Im d^n_Y1;

148 A. I. GENERALOV

krome togo, Øsno, qto ~v_1 – ffpimorfizm. Tak kak u^{n+1}_1 i μ^n_X – ωsobstvennye monomorfizmy, to i ~u_1 – takße ω-sobstvennyæ monomorfizm, i, takim obrazom, fftot tretiæ stolbec predstavlØet soboæ ω-sobstvennu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~. Zametim, qto

Im d^n_Y1 ≃ Im d^n_{C(−1X )} ⊕ Im d^n_Y ,

i, kak legko videt~, sootvetstvu¸wie razloßeniØ dlØ morfizmov ~u_1 i ~v_1 ime¸t vid ~u_1 = (φ, ~u)^T , ~v_1 = (ψ, ~v), gde ~u, ~v – morfizmy meßdu Im d^n_X , Im d^n_Y , Im d^n_Z, induciruemye cepnymi otobraßeni- Ømi u i v sootvetstvenno. Tak kak kompleks C(−1_X ) gomotopen nul¸, to Im d^n_{C(−1X )} ∈ P_ω. PrimenØØ analogiqnoe rassußdenie k korotkoæ toqnoæ posledovatel~nosti v Com(A)

Y^v↣ Z^w↠ X[1]

(po-preßnemu Z = C(u)), poluqaem ω-sobstvennu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~

Im d^n_Y ~v ↣ Im d^n_Z^{~w}↠ Im d^n_{X[1]}.

Ots¸da s pomow~¸ sledstviØ 1.6 poluqaem treugol~nik v A_ω vida

Im d^n_X ~u−→ Im d^n_Y^{~v}−→ Im d^n_Z^{~w}−→ T (Im d^n_X ), a primenØØ k nemu funktor T^{−n}, ustanavlivaem toqnost~ funktora ~F .

Teper~ my dokaßem, qto Ker ~F = C. Vkl¸qenie C ⊂ Ker ~F oqevidno. Pust~ X ∈ Ker ~F , i pust~ n ∈ Z takovo, qto kompleks τ_nX ω-acikliqen. Po predpoloßeni¸ Im d^n_X ∈ P_ω. Postroim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu, predstavlØ¸wu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ τ_{n−1}X ↣ X ↠ X^{′′} v Com(A): τ_{n−1}X:. . . −−−−→ X^{n−1 σ} n−1_X −−−−→ Im d^{n−1}_X −−−−→ 0 −−−−→ . . . ‖ μ^{n−}1_X X :. . . −−−−→ X^{n−1 d} n−1_X −−−−→ X^{n dnX}−−−−→ X^{n+1} −−−−→ . . . σ^nX ‖ X^{′′} :. . . −−−−→ 0 −−−−→ Im d^n_X^{μnX}−−−−→ X^{n+1} −−−−→ . . . .

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 149

Tak kak σ^n_X – ω-sobstvennyæ ffpimorfizm, to on rasweplØetsØ, i, sledovatel~no, Im d^{n−1}_X ∈ P_ω. Poskol~ku kompleks τ_{n−1}X ωacikliqen, ots¸da sleduet, qto on gomotopen nul¸. Takim obrazom, X ≃ X^{′′} v kategorii K^−(A), gde X^{′′} ∈ K^b(P_ω), i, sledovatel~no, X ∈ C.

Vvidu predloßeniØ 2.3 C – nasywennaØ T -podkategoriØ, i my moßem postroit~ faktor-kategori¸ D/C, a takße funktor F : D/C → A_ω takoæ, qto F ∘ Q = ~F , gde Q: D → D/C – funktor lokalizacii. Po postroeni¸ F – toqnyæ funktor.

Dokaßem, qto F – ffkvivalentnost~ kategoriæ. Preßde vsego, Øsno, qto dlØ l¸bogo ob¨ekta A ∈ A i ego ω-proektivnoæ rezol~- venty X ∈ K imeem F (Q(X)) = [A]. Dalee, rassmotrim gomomorfizm

Hom_{D/C} (Q(X), Q(Y ))^F−→ A_ω(F (X), F (Y )), (2.3)

gde X, Y ∈ K. Predpoloßim, qto F (s^{−1}f) = 0, gde s^{−1}f: Q(X) → Q(Y ) – morfizm v D/C (pri fftom s ∈ S(C)). Po postroeni¸ funktora F imeem F (s^{−1}f) = ~F (s)^{−1} · ~F (f), i potomu moßno ograniqit~sØ rassmotreniem morfizma vida Q(f): Q(X) → Q(Y ), dlØ kotorogo ~f = 0. Pust~ n ∈ Ztakoe, qto kompleksy τ_{n+1}X i τ_nY ω-acikliqny. Rassmotrim kommutativnu¸ diagrammu X^{n σ} n X ↠ Im d^n_X^μ n X ↣ X^{n+1} f^n ↓ ↓ ~f ↓ f^{n+1} Y^{n σ} n Y ↠ Im d^n_Y^μ n Y ↣ Y^{n+1}. Po predpoloßeni¸ ~f prohodit qerez nekotoryæ ω-proektivnyæ ob¨ekt, t.e. f = βα: Im d^n_X^α−→ P^β−→ Im d^n_Y , gde P ∈ P_ω. Tak kak μ^n_X – ω-sobstvennyæ monomorfizm, to suwestvuet morfizm α^′: X^{n+1} −→ P takoæ, qto α^′μ^n_X = α. Dual~no nahodim morfizm β^′: P −→ Y^n takoæ, qto σ^n_Y β^′ = β. Poloßim h^n = β^′α^′: X^{n+1} → Y^n. Teper~ standartno, ispol~zuØ ω-proektivnost~ ob¨ektov X^i, a takße ω-acikliqnost~ kompleksa τ_nY , stroim po indukcii morfizmy h^i: X^{i+1} → Y^i, i < n, tak, qto f^i = d^{i−1}_Y h^{i−1} + h^id^i_X dlØ vseh i ⩽ n. Poloßim Y^′ = ~τ_nY i rassmotrim sledu¸wu¸ korotku¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ v Com(A)

Kers ↣ Y^s↠ Y^′, gde s^i = { id_Y i , esli i ⩽ n 0, esli i > n. (2.4)

150 A. I. GENERALOV

Tak kak Kers ∈ C, to s ∈ S(C). Pri fftom nabor {h^i}_i6_n osuwestvlØet gomotopi¸ meßdu s · f i 0. Sledovatel~no, Q(f) = 0.

Teper~ dokaßem, qto gomomorfizm (2.3) s¸r¨ektiven. Pust~ α: F (X) → F (Y ) – morfizm v A, predstavlØ¸wiæ nekotoryæ morfizm v A_ω, i pust~ n ∈ Z takoe, qto kompleksy τ_nX i τ_nY ω-acikliqny. Po postroeni¸ funktora F imeetsØ morfizm T^{n−1}(α): Im d^{n−1}_X → Im d^{n−1}_Y . RassmatrivaØ kompleksy ~τ_{n−1}X i ~τ_{n−1}Y kak ω-proektivnye rezol~venty ob¨ektov Im d^{n−1}_X i

Im d^{n−1}_Y sootvetstvenno, standartno stroim cepnoe otobraßenie f^′: ~τ_{n−1}X → ~τ_{n−1}Y , prodolßa¸wee morfizm T^{n−1}(α). Krome togo, ispol~zuØ to, qto Y^n ∈ J_ω i μ^{n−1}_X – ω-sobstvennyæ monomorfizm, naædem morfizm β: X^n → Y^n takoæ, qto β · μ^{n−1}_X = μ^n_Y · T^{n−1}(α). Poloßim Y^′ = ~τ_nY i postroim cepnoe otobraßenie f: X → Y^′ takoe, qto f^i = (f^′)^i dlØ i ⩽ n − 1, a f^n = β. Teper~ esli s: Y → Y^′ – morfizm iz (2.4), to poluqaem morfizm s^{−1}f: Q(X) → Q(Y ) v kategorii D/C, i neposredstvenno proverØetsØ, qto F (s^{−1}f) = [α]. □ Zameqanie. DlØ sluqaØ, kogda A = A−mod, gde A – koneqnomer-

naØ QF -algebra (a ω – klass vseh korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ), funktor ~F : K → A_ω, postroennyæ v dokazatel~stve teoremy 2.2, byl rassmotren v [20, s. 173].

Teorema 2.4. Pust~ ω (sootvetstvenno ω^′ ) – QF -sobstvennyæ

klass v abelevoæ kategorii A (sootvetstvenno A^′). Predpoloßim dopolnitel~no, qto kategorii A i A^′ oblada¸t sqetnymi prØmymi summami. Esli otnositel~nye ograniqennye proizvodnye kategorii D^b_ω (A) i D^b_ω′ (A^′) treugol~no ffkvivalentny, to kategorii A_ω i (A^′)_ω′ takße treugol~no ffkvivalentny.

Dokaßem sledu¸wee vspomogatel~noe utverßdenie.

Predloßenie 2.5. Pust~ A – abeleva kategoriØ so sqetnymi

prØmymi summami, ω – QF -sobstvennyæ klass v A, K = K^{−,b}_ω (P_ω), C = C^{pf}_ω ⊂ K. Ob¨ekt X ∈ K prinadleßit podkategorii C, esli i tol~ko esli dlØ l¸bogo Y ∈ K suwestvuet strogo vozrasta- ¸waØ posledovatel~nost~ {n_k}^∞_{k=1} ⊂ ZtakaØ, qto dlØ l¸bogo k Hom_K(X, Y [n_k]) = 0.

Dokazatel~stvo. Poloßim

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 151 ~C = {X ∈ K | ∀Y ∈ K ∃{n_k}^∞_1 ⊂ Z {n_k}^∞_1 strogo vozrastaet i ∀k Hom_K(X, Y [n_k]) = 0}.

˚sno, qto C ⊂ ~C. Teper~ predpoloßim, qto X ∈ K \ C. Pust~

n ∈ Ztakoe, qto kompleks τnX ω-acikliqen, i pust~ V^m = Im d^m_X .

Togda dlØ l¸bogo m < n imeem V^m /∈ P_ω, inaqe kompleks τ_mX gomotopen nul¸, i, sledovatel~no, X ∈ C, qto protivoreqit predpoloßeni¸. Pust~ Y ∈ K – ω-proektivnaØ rezol~venta ob¨ekta Q = ⨁ m<n V^m ∈ A. Pust~ φ: V^m → Q, m < n, – kanoniqeskoe vloßenie v kaqestve prØmogo slagaemogo; Øsno, qto v kategorii A_ω imeem [φ] ≠ 0. RassmatrivaØ ~τ_mX kak ω-proektivnu¸ rezol~ventu ob¨ekta V^m, podnimem φ do cepnogo otobraßeniØ ~τ_mX → Y [−m], a zatem s pomow~¸ “prodolßeniØ nulem” fftogo otobraßeniØ poluqaem cepnoe otobraßenie f: X → Y [−m]. DlØ funktora ~F : K → A_ω, postroennogo v dokazatel~stve teoremy 2.2, imeem ~F (f) = [φ] ≠ 0, i potomu f ≠ 0 v K. Ots¸da sleduet, qto X /∈ ~C. □ Dokazatel~stvo teoremy 2.4. Pust~ Φ: K^{−,b}_ω (Pω) = K → K^{−,b}_ω′ (Pω′ )

= K^′ – treugol~naØ ffkvivalentnost~ kategoriæ. Oboznaqim C = C^{pf}_ω ⊂ K, C^′ = C^{pf}_ω′ ⊂ K^′. PrimenØØ opisanie podkategoriæ C i C^′, dannoe v predloßenii 2.5, poluqaem, qto Φ(C) = C^′. Sledovatel~no, funktor Φ induciruet ffkvivalentnost~ faktorkategoriæ K/C^∼→ K^′/C^′, ØvlØ¸wu¸sØ toqnym funktorom, i trebuemoe utverßdenie sleduet iz teoremy 2.2. □

Esli X – nepustoæ nabor podgrupp koneqnoæ gruppy G, to otnositel~naØ stabil~naØ kategoriØ kategorii kG − Mod, sootvetstvu¸waØ sobstvennomu klassu X-rasweplØemyh posledovatel~- nosteæ, oboznaqaetsØ nami qerez kG − ModX. V qastnosti, dlØ koneqnomernoæ QF -algebry A nad polem qerez A − Mod oboznaqaem stabil~nu¸ kategori¸ kategorii A − Mod.

Sledstvie 2.6. Pust~ k – kommutativnoe kol~co, G i G^′ – ko-

neqnye gruppy, X (sootvetstvenno X^′) – nepustoæ nabor podgrupp gruppy G (sootvetstvenno G^′), ω (sootvetstvenno ω^′) – sobstvennyæ klass v kG − Mod (sootvetstvenno kG^′ − Mod), sosto- Øwiæ iz X-rasweplØemyh (sotvetstvenno X^′-rasweplØemyh) korotkih toqnyh posledovatel~nosteæ. Esli otnositel~nye proizvodnye kategorii D^b_ω(kG−Mod) i D^b_ω′ (kG^′ −Mod) treugol~no ffkvi-

152 A. I. GENERALOV valentny, to i otnositel~nye stabil~nye kategorii kG − ModX i kG^′ − ModX′ takße treugol~no ffkvivalentny.

Sledstvie 2.7 [1]. Pust~ A, A^′ – QF -algebry, koneqnomernye nad

polem k. Esli ograniqennye proizvodnye kategorii D^b(A − Mod) i D^b(A^′ − Mod) treugol~no ffkvivalentny, to i stabil~nye kategorii A − Mod i A^′ − Mod takße treugol~no ffkvivalentny.

Literatura

1. J. Rickard, Derived categories and stable equivalence. — J. Pure Appl. Algebra

61, No. 1 (1989), 303–317.

2. B. Keller, D. Vossieck, Sous les catégories dérivées. — Comptes Rendus Acad.

Sci. Paris 305, No. 6 (1987), 225–228.

3. D. J. Benson, W. W. Wheeler, The Green correspondence for infinitely generated modules. — J. London Math. Soc. 63, Pt. 1 (2001), 69–82.

4. A. I. Generalov, Otnositel~naØ gomologiqeskaØ algebra v predabelevyh kategoriØh, I. Proizvodnye kategorii. — Algebra i Analiz 4, vyp. 1 (1992), 98–119.

5. A. Neeman, The derived category of an exact category. — J. Algebra 135, No. 2 (1990), 388–394.

6. A. I. Generalov, Proizvodnye kategorii additivnoæ kategorii. — Algebra i Analiz 4, vyp. 5 (1992), 91–103.

7. D. Quillen, Higher algebraic K-theory. — Lect. Notes Math. 341 (1973), 85–147.

8. E. G. SklØrenko, Otnositel~naØ gomologiqeskaØ algebra v kategorii moduleæ. — Uspehi mat. nauk 33, No. 3 (1978), 85–120.

9. A. I. Generalov, Relative homological algebra. Cohomology of categories, posets and coalgebras. in: Handbook of Algebra vol. 1, ed. M. Hazewinkel, Elsevier Sci. Amsterdam et al. (1996), 611–638.

10. A. P. Mixina, L. A. SkornØkov, Abelevy gruppy i moduli. Nauka, M.

(1969).

11. S. Makleæn, GomologiØ. Mir, M. (1966).

12. D. Happel, On the derived category of a finite-dimensional algebra. — Comment.

Math. Helv. 62, No. 3 (1987), 339–389.

13. H Bass, AlgebraiqeskaØ K-teoriØ. Mir, M. (1973).

14. A. I. Generalov, Induktivno zamknutye sobstvennye klassy nad ograniqennymi hnp-kol~cami. — Algebra i Logika, 25, No. 4 (1986), 384–404.

15. J.-L. Verdier, Catégories dérivées. — Lect. Notes Math. 569 (1977), 262–311.

16. S. I. Gel~fand, ı. I. Manin, Metody gomologiqeskoæ algebry, T. 1.

Nauka, M. (1988).

17. J.-L. Verdier, Des catégories dérivées des catégories abéliennes. — Astérisque No. 239 (1996).

18. A. I. Generalov, LokalizaciØ predtriangulirovannyh kategoriæ. — Algebra i Analiz 11, vyp. 3 (1999) 20–52.

19. M. Linckelmann, La catégorie stable d’une algèbre auto-injective est triangulée.

— Comptes Rendus Acad. Sci. Paris. 305, No. 10 (1987) 403–406.

QF –SOBSTVENNYE KLASSY 153

20. C. M. Ringel, Recent advances in the representation theory of finite dimensional algebras. in: Representation Theory of Finite Groups and Finite-Dimensional Algebras. Burkhäuser Verlag. Progress in Mathematics 95 (1991), 141–192.

Generalov A. I. QF -proper classes and relative stable categories.

A relative version of Rickard’s theorem is proved, namely, if ω is a quasi-Frobenius proper class of short sequences in an Abelian category A, then ω-stable category of the category A is a quotient category of the relative bounded derived category D^b_ω(A).

Postupilo 10 sentØbrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet