Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

G. A. Garkuxa

ZAMETKA O POQTI REGUL˚RNYH GRUPPOVYH KOL^CAH

Pust~ A – nekotoroe kol~co (associativnoe s ediniceæ). Oboznaqim qerez Mod−A (sootvetstvenno A−Mod) kategori¸ pravyh (sootvetstvenno levyh) A-moduleæ, a qerez mod − A (sootvetstvenno A − mod) polnu¸ podkategori¸ koneqno predstavimyh pravyh (sootvetstvenno levyh) A-moduleæ. Modul~ M ∈ Mod − A nazyvaetsØ fp-ploskim, esli dlØ vsØkogo monomorfizma μ : K → L s koneqno predstavimymi levymi A-modulØmi K i L morfizm

M ⊗ μ – monomorfizm. Kol~co A nazyvaetsØ poqti regulØrnym,

esli vsØkiæ (kak levyæ, tak i pravyæ) A-modul~ fp-plosok. �kvivalentno, vsØkiæ monomorfizm μ v mod − A (ili v A − mod) rasweplØetsØ [1]. Poqti regulØrnye kol~ca obobwa¸t kak regulØrnye, tak i nediskretnye kol~ca; posledniæ klass kolec voznik v [2] v svØzi s izuqeniem spektra Ciglera kol~ca.

Esli G – gruppa, qerez R = AG oboznaqim gruppovoe kol~- co gruppy G s kofffficientami v A. Po teoreme Auslffndera- Maklaflina-Vilamaæora (sm. [3–5]) gruppovoe kol~co R = AG regulØrno v tom i tol~ko tom sluqae, kogda: (i) kol~co A regulØrno; (ii) gruppa G lokal~no koneqna; (iii) porØdok |H| vsØkoæ koneqnoæ podgruppy H gruppy G obratim v A. Cel~ nastoØweæ zametki – dokazat~ analogiqnyæ rezul~tat dlØ poqti regulØrnyh gruppovyh kolec.

Teorema 1. Gruppovoe kol~co R = AG poqti regulØrno v tom i

tol~ko tom sluqae, kogda:

(i) kol~co A poqti regulØrno; (ii) gruppa G lokal~no koneqna;

(iii) porØdok |H| vsØkoæ koneqnoæ podgruppy H gruppy G obratim v A.

My otloßim dokazatel~stvo teoremy, a poka nam ponadobØtsØ nekotorye predvaritel~nye lemmy.

Lemma 2. Pust~ R = AG – gruppovoe kol~co s koneqnoæ grup- 128

ZAMETKA O POQTI REGUL˚RNYH GRUPPOVYH KOL^CAH 129 poæ G, i pust~ |G| = k – obratimyæ fflement kol~ca A. Esli Rmonomorfizm μ : M_R → N_R – rasweplØ¸wiæsØ A-monomorfizm, to μ – rasweplØ¸wiæsØ R-monomorfizm.

Dokazatel~stvo. Po predpoloßeni¸ suwestvuet A-gomomor-

fizm ϕ : N_A → M_A takoæ, qto ϕμ = 1. Opredelim morfizm

ψ : N_R → M_R po pravilu: ψ(n) = k^{−1} ∑ g∈G ϕ(ng)g^{−1}. Togda, oqevidno, qto ψ – R-gomomorfizm. Krome togo, prØmaØ proverka pokazyvaet, qto ψμ = 1, t. e. μ rasweplØetsØ.

Sledstvie 3. Pust~ R = AG, gruppa G koneqna i |G| obratim v A.

Togda kol~co R poqti regulØrno, esli kol~co A poqti regulØrno.

Dokazatel~stvo. Tak kak gruppa G koneqna, kaßdyæ koneqno

predstavimyæ R-modul~ ØvlØetsØ takße koneqno predstavimym A-modulem. Pofftomu, esli μ – monomorfizm v mod − R (ili v

R − mod), to μ – monomorfizm v mod− A (ili v A − mod). Teper~

ostaetsØ primenit~ predyduwu¸ lemmu.

Lemma 4. Predpoloßim, qto R = AG – gruppovoe kol~co s lo-

kal~no koneqnoæ gruppoæ G. Esli M – koneqno predstavimyæ pravyæ R-modul~, to naædetsØ takaØ koneqnaØ podgruppa H gruppy G, a takße koneqno predstavimyæ pravyæ AH-modul~ M^′, qto M ≈ M^′ ⊗_{AH} R. Dokazatel~stvo. DlØ M ∈ mod − R suwestvuet korotkaØ toqnaØ

posledovatel~nost~ R-moduleæ 0 −→ K^i−→ R^{n p}−→ M −→ 0. Pust~ X – koneqnoe mnoßestvo obrazu¸wih dlØ modulØ K_R. Tak kak G lokal~no koneqna, naædetsØ koneqnaØ podgruppa H gruppy G takaØ, qto X(AH) ⊆ AH^n ⊆ R^n. My poluqim sledu¸wu¸ toqnu¸ posledovatel~nost~ AH-moduleæ: 0 −→ K^{′ ī}−→ AH^{n p̄}−→ M^′ −→ 0, (1) gde K^′ = X(AH), M^′ = Y (AH), Y – koneqnoe mnoßestvo obrazu¸- wih dlØ modulØ M_R. UmnoßaØ tenzorno posledovatel~nost~ (1)

130 G. A. GARKUXA na_{AH} R, poluqim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu s toqnymi strokami: 0 −−−−→ K^′ ⨂ AH R^{ī⊗1} −−−−→ AH^n ⨂ AH R^{p̄⊗1} −−−−→ M^′ ⨂ AH R −−−−→ 0 α β γ 0 −−−−→ K −−−−→_i R^n −−−−→_p M −−−−→ 0, v kotoroæ β – izomorfizm, α(x ⊗ r) = xr. ˚sno, qto α – izomorfizm, a znaqit, γ – izomorfizm.

Napomnim, qto kol~co A ØvlØetsØ F P -in¨ektivnym sprava, esli dlØ vsØkogo M ∈ mod − A imeem: Ext^1_A(M, A) = 0.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Predpoloßim, qto kol~co R po-

qti regulØrno, i pust~ μ : M → N – nekotoryæ monomorfizm v mod − A. Tak kak M i N – koneqno predstavimye A-moduli, moduli M ⊗_A R i N ⊗_A R – koneqno predstavimye R-moduli. Poskol~ku R – poqti regulØrnoe kol~co, R-monomorfizm μ̄ = μ ⊗ R rasweplØetsØ, a znaqit, i μ rasweplØetsØ. Simmetriqnym obrazom, vsØkiæ monomorfizm μ v A−mod rasweplØetsØ, otkuda kol~- co A poqti regulØrno.

Tak kak vsØkoe poqti regulØrnoe kol~co F P -in¨ektivno [1], gruppa G lokal~no koneqna po [6, 3.2].

Nakonec, pust~ g – nekotoryæ fflement G porØdka n. ImeetsØ sledu¸waØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~: 0 −→ (1 − g)^l −→ R −→ R(1 − g) −→ 0, gde (1 − g)^l = {r ∈ R | r(1 − g) = 0}. Poskol~ku (1 − g)^l = R(1 + g +

. . . + g^{n−1}) (sm. [7]), poluqaem, qto levyæ ideal R(1 − g) kol~ca

R koneqno predstavim, a tak kak R poqti regulØrno, R(1 − g) poroßdaetsØ nekotorym idempotentom e. Togda e = r(1 − g) dlØ nekotorogo fflementa r iz R. Imeem:

(1 − g)(1 − e) = (1 − g)(1 − r(1 − g)) = 0.

Togda naædetsØ takoæ fflement r^′ iz R, qto

1 − r(1 − g) = (1 + g + . . . + g^{n−1})r^′. (2)

ZAMETKA O POQTI REGUL˚RNYH GRUPPOVYH KOL^CAH 131 Pust~ π : R → A – kanoniqeskiæ gomomorfizm takoæ, qto π(r) = ∑ g∈G r_g. PrimenØØ π k (2), poluqim, qto 1 = nπ(r^′). Takim

obrazom, n – obratimyæ fflement kol~ca A.

Predpoloßim teper~ obratnoe. Pust~ μ : M → N – monomorfizm v mod−R. Ispol~zuØ lemmu 4, my moßem vybrat~ koneqnu¸ podgruppu H gruppy G taku¸, qto M t M^′ ⊗_{AH} R, N t N^′ ⊗_{AH} R, a takße μ = μ̄ ⊗ R, dlØ nekotoryh koneqno predstavimyh pravyh AH-moduleæ M^′ i N^′ i monomorfizma μ̄ : M^′ → N^′ v mod − AH. Tak kak kol~co AH poqti regulØrno po sledstvi¸ 3, to morfizm μ̄ rasweplØetsØ. Ots¸da μ = μ̄⊗R rasweplØetsØ. Po simmetrii, vsØkiæ monomorfizm μ v R − mod rasweplØetsØ. Itak, kol~co R poqti regulØrno, qto i trebovalos~ dokazat~.

V zaverxenie, napomnim, qto kol~co A nediskretno, esli ono prostoe poqti regulØrnoe kol~co (sm. [2, 1]). Prest, Rotmaler i Cigler pokazali, qto imeØ proizvol~noe neregulØrnoe kol~co koneqnogo tipa predstavleniæ, moßno postroit~ neregulØrnoe nediskretnoe kol~co, kak prØmoæ predel nekotoryh matriqnyh kolec [2, §2.2]. Esli A – nediskretnoe kol~co, a G – neediniqnaØ gruppa, to gruppovoe kol~co R = AG ne ØvlØetsØ nediskretnym, tak kak (dvustoronniæ) fundamental~nyæ ideal ωG, poroßdennyæ fflementami {1 − g}_{g∈G}, nenulevoæ. Takim obrazom, esli A – neregulØrnoe nediskretnoe kol~co, G – neediniqnaØ gruppa, udovletvorØ¸waØ usloviØm teoremy 1, to gruppovoe kol~co R = AG ØvlØetsØ poqti regulØrym, i ne ØvlØetsØ ni regulØrnym, ni nediskretnym.

Literatura

1. G. A. Garkuxa, A. I. Generalov, Dvoæstvennost~ dlØ kategoriæ koneqno

predstavimyh moduleæ. Algebra i Analiz 11 (1999), vyp. 6, 139–152. 2. M. Prest, Ph. Rothmaler, and M. Ziegler, Absolutely pure and flat modules and “indiscrete” rings. J. Algebra 174 (1995), 349–372.

3. M. Auslander, On regular group rings. Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957), 658–664.

4. J. E. McLaughlin, A note on regular group rings. Mich. Math. J. 9 (1958), 127–128.

5. O. E. Villamayor, On the semi-simplicity of group algebras. Proc. Amer. Math.

Soc. 9 (1958), 621–627.

6. G. A. Garkuxa, FP -in¨ektivnye i slabo kvazifrobeniusovy kol~ca. Zap.

nauqn. semin. POMI 265 (1999), 110–129.

7. I. G. Connell, On the group ring. Canad. J. Math. 15 (1963), 650–685.

132 G. A. GARKUXA

Garkusha G. A. A note on almost regular group rings. It is proved that the group ring R = AG is an almost regular ring if and only if: (i) the ring A is almost regular, (ii) the group G is locally finite, and (iii) an order of any finite subgroup H of the group G is a unit in A.

Postupilo 16 aprelØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet