Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

S. V. Vostokov, R. Perlis

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP LıBINA–TE`TA Vvedenie

Horoxo izvestnoe v K-teorii sootnoxenie Steænberga {α, 1− α} = 0 oznaqaet dlØ simvola Gil~berta, zadannogo na lokal~- nom pole, qto α ØvlØetsØ normoæ v rasxirenii, poluqennom iz osnovnogo polØ prisoedineniem sootvetstvu¸wego kornØ iz 1−α. Esli my pereædem k simvolu Gil~berta na formal~nyh gruppah, to toqnym analogom sootnoxeniØ Steænberga dolßno byt~ ravenstvo ( α, −α ) F = 0, vypolnennoe dlØ l¸bogo fflementa α iz formal~nogo modulØ.

V fftom sluqae α toße budet normoæ v rasxirenii, poluqennom iz osnovnogo polØ prisoedineniem kornØ uravneniØ f(x) = −α, gde f – sootvetstvu¸waØ izogeniØ formal~noæ gruppy F . K soßaleni¸, sootnoxenie Steænberga v takom vide verno ne dlØ vseh formal~nyh grupp (sm. [1]). Pofftomu, estestvenno rassmotret~ takie rØdy E(x), dlØ kotoryh ( α, E(α) ) F = 0 vypolnØetsØ pri vseh α. Takie rØdy budem nazyvat~ normennymi rØdami, i v nastoØweæ rabote oni issledu¸tsØ dlØ formal~nyh grupp L¸bina–Teæta (sm. p. 8). �to issledovanie proizvoditsØ na osnove Øvnyh formul dlØ sparivaniØ Gil~berta, kotorye poluqeny pri neqetnom prostom p v naqale nastoØweæ raboty (sm. p. 7). Voobwe govorØ, Øvnye formuly dlØ sparivaniØ Gil~- berta byli poluqeny v rabotah [2, 3], no pri fftom ispol~zovalis~ razloßeniØ fflementov iz mul~tiplikativnoæ gruppy polØ v rØdy, naqina¸wiesØ s kofffficienta iz sistemy Teæhm¸llera, a razloßeniØ fflementov iz formal~nogo modulØ imeli nulevoæ svobodnyæ qlen. V fftoæ stat~e, modificiruØ metod rabot [2, 3], my izbavlØetsØ ot takogo ograniqeniØ i na osnove fftogo poluqaem usloviØ dlØ normennyh rØdov. V zakl¸qenie otmetim, qto v rabote [4] normennye rØdy byli opredeleny dlØ mul~ti-

Rabota podderßana Rossiæskim Fondom Fundamental~nyh Issledovaniæ, grant 0001-00140. 105

106 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS plikativnogo argumenta, t.e. rassmatrivalis~ sootnoxeniØ vi- da ( r(α), α ) F = 0.

OboznaqeniØ

k – lokal~noe pole (koneqnoe rasxirenie Q_p); q = p^f – qislo fflementov polØ klassov vyqetov polØ k; o – kol~co celyh polØ k; π – prostoæ fflement v k; v – normirovanie na pole k;

v_q(m) – q-porØdok qisla m, t.e. esli m = q^rm_0, q - m_0, to v_q(m) = r;

F (x, y) – formal~naØ gruppa L¸bina–Teæta nad kol~com o; λ_F (x) – logarifm F , t.o. F = λ^{−1}_F ( λ_F (x) + λ_F (y) ) ; [ π ] F (x) – izogeniØ formal~noæ gruppy F ;

μ_n = Ker [ π^n ] F – Ødro izogenii [π^n] v algebraiqeskom zamykanii k^{alg};

K – koneqnoe rasxirenie polØ k, μ_n ⊂ K; Π – prostoæ fflement polØ K;

M – maksimal~nyæ ideal kol~ca celyh polØ K; R – mul~tiplikativno zamknutaØ sistema predstaviteleæ Teæhm¸llera v K;

e = e(K/k) – indeks vetvleniØ;

F (M) – formal~nyæ o-modul~, postroennyæ na ideale M: α, β ∈ F (M) → α +_F β := F (α, β) a ∈ o, α ∈ F (M) → aα := [ a ] F (α); T_0, T – podpolØ inercii v K/Q_p i K/k, sootvetstvenno; W_0, W – kol~ca celyh poleæ T_0 i T , sootvetstvenno; tr := tr_{T /k} – operator sleda;

Δ_0, Δ – operatory Frobeniusa na W_0 i W , sootvetstvenno, Δ = Δ^f_0 ;

▲ (sootv. ▲_0) – operatory Frobeniusa na kol~ce W ((x)) (sootv. W_0((x))); ▲f(x) = f(x)^▲ = ( Σa_ix^i )_▲ = Σa^△_i x^{qi}, a_i ∈ W ;

▲_0g(x) = g(x)^{▲0} = ( Σb_i x^i )_{▲0} = Σb^{△0}_i x^{pi}, b_i ∈ W_0, d :=^d_{dx} ;

z – obrazu¸waØ formal~nogo o-modulØ μ_n = Ker [ π^n ] F , t.e. [ π^n ] F (z) = 0, [ π^{n−1} ] F (z) ≠ 0.

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 107 DlØ fflementa α ∈ K^∗ (sootv. iz F (M)) budem oboznaqat~ qerez α(x) takoæ rØd iz W_0((x))^∗ (sootv. iz (π, x)W [[x]]), qto

α(Π) = α;

Poloßim

s_m(x) = [ π^m ] F (z(x)), s(x) := s_n(x) u(x) = s/s_{n−1}. (1) Ime¸t mesto sledu¸wie sravneniØ:

s_m ≡ s^▲_{m−1} mod π^m, 1/s_m ≡ 1/s^▲_{m−1} mod π^m (2)

ds_m ≡ d 1/s_m ≡ 0 mod π^m, m ⩾ 0 (3)

(sm. [2], §1, p. 4^0).

Na mnoßestve K^∗ × F (M) opredeleno sparivanie Gil~berta sledu¸wim obrazom: ( · , · ) F : K^∗ × F (M) → μ_n = Ker [ π^n ] F ( α, β ) F = ~β^{ΨK (α)} −_F ~β, (4) gde [ π^n ] F ( ~β) = β; Ψ_K – otobraßenie vzaimnosti:

K^∗ → Gal (K^{ab}/K).

Osnovnym svoæstvom sparivaniØ Gil~berta ØvlØetsØ normennoe svoæstvo: ( α, β ) F = 0 ⇐⇒ α – norma v rasxirenii K( ~β)/K, gde [ π^n ] F ( ~β) = β (5) (sm., naprimer, [4, 3.3]).

1. Sparivanie na rØdah

Pust~ Hm = W_0((x))^∗ i H_F – formal~nyæ o-modul~, postroennyæ na mnoßestve rØdov (π, x)W [[x]]: α, β ∈ H_F =⇒ α +_F β = F (α, β); a ∈ o, α ∈ H_F =⇒ aα = [ a ] F (α). Na gruppe Hm i o-module H_F opredelim funkcii:

ℓm(α(x)) =^1_q log α^q/α^▲, α ∈ Hm,

ℓ_F (β(x)) = ( 1 − ▲ π ) λ_F (β), β ∈ H_F .

108 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

Lemma 1.1. 1)^q_p ℓm(α) ∈ W0[[x]], ℓF (β) ∈ (π, x)W [[x]].

2) FunkciØ ℓ_F zadaet izomorfizm o-moduleæ ℓ_F : H_F → (π, x)W [[x]]. Dokazatel~stvo. 1. Zapixem rØd α(x) ∈ W0((x))^∗ v vide α(x) =

x^ma · ε(x), gde a ∈ W^∗_0 , ε(x) ≡ 1 mod x. Pri fftom a moßno predstavit~ v vide a = θ · a_1, gde θ^q = θ, a_1 ≡ 1 mod p. Togda q p ℓm(x) =^1_p (q − ▲) log(a1ε) =^1_p^(p^f − ▲^f0^) log(a1ε) = = ( p^{f−1} + p^{f−2}▲_0 + . . . + ▲^{f−1}_0 )( 1 − ▲_0 p ) log(a_1ε) = = ( p^{f−1} + p^{f−2}▲_0 + . . . + ▲^{f−1}_0 ) ℓ(α), gde ℓ(α) =^1_p log α^p/α^{▲0} ∈ W_0[[x]] (sm. [5, §1, lemma 1]).

2. To, qto ℓ_F (β) imeet celye kofffficienty naprØmu¸ bylo dokazano v [3, predl. 1].

Nakonec, poslednee utverßdenie lemmy sleduet iz togo, qto funkciØ Artina–Hasse

E_F (β) = λ^{−1}_F ∘ ( 1 − ▲ π )_{−1} ∘ β ØvlØetsØ obratnoæ k funkcii ℓ_F , opredelena na ideale (π, x)W [[x]] i imeet celye kofffficienty (sm. [2, §2, p. 2]). □

V dal~neæxem my budem qasto ispol~zovat~ sledu¸wie, legko proverØemye ravenstva:

dh(x)^▲ = qx^{−1} ( xdh(x) )_▲ , (6)

tr res x^{−1}h(x)^▲ = tr res x^{−1}h(x), (7)

vypolnennye dlØ l¸bogo rØda Lorana h(x) ∈ W ((x)).

Opredelim sparivanie na rØdah { · , · } F : Hm × H_F → o/π^n, { α(x), β(x) } F ≡ tr res_xΦ_{α,β}(x) · V (x)mod π^n, gde Φ_{α,β} = ℓ_F (β)α^{−1}dα − ℓm(α)d ▲ π λ_F (β), (8)

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 109 V = 1/s + c π − 1 , (9)

c – opredelen izogenieæ: [ π ] F (x) = πx + πcx^2 + . . . . Zameqanie 1. Iz lemmy 1.1, 1) i ravenstva (6) sleduet, qto rØd

Φ_{α,β} ∈ W [[x]] i znaqit, sparivanie { · , · }_F korrektno opredeleny.

Zameqanie 2. Tak kak rØd Φα,β imeet celye kofffficienty, to

my moßem rØd V zamenØt~ na l¸boæ rØd, sravnimyæ s nim po mod π^n. UqityvaØ sravnenie (2), my qasto budem ispol~zovat~ rØd V v vide: V = 1/s^▲_{n−1} + c π − 1 . (10)

2. Simvol~nye rØdy Opredelenie 1. RØd En(x) = x + . . . ∈ o[[x]] nazovem simvol~nym

stepeni n dlØ F , esli { α(x), E_n(α(x)) } F = 0

dlØ l¸bogo α(x) ∈ Hm ∩ x W_0[[x]].

Zameqanie 3. TerminologiØ idet ot raboty [3].

V rabote [1] bylo dokazano, qto dlØ l¸bogo rØda φ(x) ∈ o[[x]] rØd λ_G = λ_F ∘ φ ØvlØetsØ logarifmom nekotoroæ formal~noæ gruppy L¸bina–Teæta G (sm. [1, sledstvie iz predloßeniØ 1]).

Predloßenie 2.1. Pust~ dlØ rØda En(x) rØd ( 1 − ▲ π )( λ_F ∘ E_n ) = ∑ m⩾1 d_mx^m udovletvorØet uslovi¸

v(d_m) ⩾ min ( n, v_q(m) ) (∗) pri vseh m ⩾ 1. Togda rØd E_n(x) ØvlØetsØ simvol~nym stepeni n dlØ F , t.e. { α(x), E_n(α(x)) } F = 0

110 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS dlØ vseh α(x) ∈ Hm ∩ x W_0[[x]].

Zameqanie 4. Pust~ Gρ, 0 ⩽ ρ ⩽ f − 1 – formal~nye gruppy

L¸bina–Teæta, postroennye po izogeniØm

[π]_0 = πx + x^q, [π]_ρ = πx + πx^{pρ} + x^q, 1 ⩽ ρ ⩽ f − 1, i pust~ λ_ρ – logarifmy formal~nyh grupp G_ρ. Togda rØdy E_ρ = λ^{−1}_F ∘ λ_ρ ØvlØ¸tsØ simvol~nymi dlØ F , bolee togo kofffficienty d_m udovletvorØ¸t bolee sil~nomu uslovi¸ v(d_m) ⩾ v_q (m) (∗∗) pri vseh m ⩾ 1 (sm. [3, p. 36^0]).

Lemma 2.2. DlØ l¸bogo α ∈ Hm imeem α^{mq} − α^{m▲} ≡ mq α^{m▲}ℓm(α) mod (mp)^2, gde ℓm(α) = 1/q log α^q/α^▲.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto mqℓm(α) = log α^{mq}/α^{m▲}. Pofftomu α^{mq} − α^{m▲} = α^{m▲} ( exp log α^{mq} /α^{m▲} − 1 ) = = α^{m▲} ( exp ( mqℓm(α)^) − 1^) = = α^{m▲}mqℓm(α) + α^{m▲} ∑ i⩾2 (mp)^i i! ( q p ℓm(α) )_i . Pri p ≠ 2 i i ⩾ 2 qislo (mp)^i/i! delitsØ na (mp)^2, a rØd q/p ℓm(α) imeet celye kofffficienty (sm. lemma 1.1, 1)). Lemma dokazana.

Lemma 2.3. Pust~ φ(x) – takoæ rØd, qto^q_p φ(x) ∈ W ((x)) i dφ ∈

W ((x)). Togda dlØ l¸bogo t : 1 ⩽ t ⩽ n vypolneno sravnenie res_x dφ · 1/s_t ≡ 0 mod π^t.

V qastnosti, res_x dφ · 1/s = res dφ · V ≡ 0 mod π^n, gde V = 1/s + c/(π − 1).

Dokazatel~stvo. Iz usloviØ lemmy i sravneniØ 1/st ≡ 1/s^▲_{t−1}

mod π^t (sm. (2)) sleduet

res_x dφ · 1/s_t ≡ res_x dφ · 1/s^▲_{t−1} = −res_xφ · d ( 1/s^▲_{t−1} ) = = −res_x x^{−1} ( q p φ )( pxd 1/s_{t−1} )_▲ ≡ 0 mod π^t.

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 111 (My ispol~zovali (6) i sravnenie (3).)

Lemma 2.4. Pust~ vq(m) = r, 0 ⩽ r ⩽ n. Togda

tr res_x ( d α^m m ) · V ≡ 0 mod π^{n−r}, gde α(x) ∈ o((x)), V = 1/s + c/(π − 1).

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto dostatoqno proverit~ sravnenie

tr res_x ( d α^m m )/ s ≡ 0 mod π^{n−r}. Indukcieæ po r proverim, qto dlØ r ⩽ t ⩽ n:

tr res_x ( d α^m m )/ s_t ≡ 0 mod π^{t−r}. Esli r = 0, to q - m i my nahodimsØ v situacii lemmy 2.3. Esli r ⩾ 1, to soglasno lemme 2.2, rØd q/π ·^{αm −αN·m/q}_m imeet celye kofffficienty i udovletvorØet lemme 2.3, iz kotoroæ sleduet, qto

res_xd α^m − (α^{m/q} )^▲ m · 1/s_t ≡ 0 mod π^t. (11)

Pofftomu, ispol~zuØ sravnenie (11) i ravenstvo (6), poluqaem

res_x ( d α^m m )/ s_t ≡ res_x ( 1 q d (α^{m/q} )^▲ m/q ) · 1/s^▲_{t−1} = = res_x x^{−1} (( xd α^{m/q} m/q ) · 1 / s_{t−1} )_▲ mod π^t.

Ots¸da, ispol~zuØ ravenstvo (7) i indukcionnoe predpoloßenie, kotoroe primenimo, t.k. po uslovi¸ q^{r−1} | m/q i q^r - m/q, poluqaem tr res_x x^{−1} (( xd α^{m/q} m/q ) · 1 / s_{t−1} )_▲ =

= tr res ( d x^{m/q} m/q )/ s_{t−1} ≡ 0 mod π^{(t−1)−(r−1)}.

112 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS Znaqit, tr res_x ( d α^m m )/ s_t ≡ 0 mod π^{t−r}. Lemma dokazana.

Dokaßem teper~ predloßenie 2.1. Pust~ α(x) ∈ Hm, deg α ⩾ 1, togda po opredeleni¸ sparivaniØ { · , · } F imeem

Φ : = Φ_{α,E(α)} = ℓ_F (E(α))α^{−1}dα − ℓm(α)d ▲ π λ_F (E(α)) =

= ℓ_G(α)α^{−1}dα − ℓm(α)d ▲ π λ_G(α). Iz opredeleniØ funkcii ℓ_G (sm. p. 1) sleduet: Φ = ∑ m⩾1 c_mα^{m−1}dα − ∑ m⩾1 c_m π α^{m▲} · α^{−1}dα − ℓm(α) ∑ m⩾1 c_m π dα^{m▲} = = ∑ m⩾1 c^′_mα^{m−1}dα + ∑ m⩾1 c_m π (( α^{mq} − α^{m▲} ) α^{−1}dα − ℓm(α)dα^{m▲} ) . Oboznaqim f = ∑ m⩾1 c_m π f_m, f_m = ( α^{mq} − α^{m▲} ) α^{−1}dα − ℓm(α)dα^{m▲}. Togda iz ravenstva (6) poluqaem

f = dg, gde g = ∑ m⩾1 c_m π g_m i

g_m = α^{mq} − α^{m▲} mq − ℓm(α)α^{m▲}. Znaqit, Φ = ∑ m⩾1 d_md α^m m + dg. Ostalos~ proverit~, qto

tr res_x d_md α^m m · V ≡ 0 mod π^n, (12)

tr res_x dg · V ≡ 0 mod π^n, (13)

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 113 gde V = 1/s + c/(π − 1) (sm. (9)).

Pust~ m = q^r m_0, q - m_0. Togda po uslovi¸ d_m ≡ 0 mod π^r. Znaqit, esli r ⩾ n, to pervoe sravnenie sleduet iz togo, qto rØdy d(α^m/m) i V ime¸t celye kofffficienty. Esli ße 0 ⩽ r < n, to sravnenie (12) vytekaet iz lemmy 2.4.

Proverim vtoroe sravnenie (13). RØd Φ i rØd ∑ m⩾1 d_md^{αm}_m ime¸t celye kofffficienty, pofftomu rØd dg imeet celye kofffficienty. Dalee, soglasno lemme 2.2 rØd^q_p g_m delitsØ na mp, i krome togo, mc_m ∈ o, znaqit, rØd q/p(c_m/π q_m) ∈ W [[x]], i pofftomu rØd q/pg ∈ W [[x]]. Ostalos~ primenit~ lemmu 2.3, qtoby poluqit~ sravnenie (13). Predloßenie dokazano.

3. Osnovnoe svoæstvo rØda u(x) Pust~ u = s/s_{n−1} (sm. (1)). Neposredstvenno iz opredeleniØ rØdov u(x) i s(x) sleduet, qto u(x) =π + πcs_{n−1} + . . . + s^{q−1}_{n−1} + . . . = =π(1 + cs_{n−1}) + s^2_{n−1}f(s_{n−1})

(14)

pri nekotorom rØde f ∈ o[[x]].

Predloßenie 3.1. Esli rØd g(x) ∈ W [[x]] obrawaetsØ v nul~ v toq-

ke x = Π, to naædetsØ rØd ψ(x) ∈ W [[x]] takoæ, qto g(x) = u(x) · ψ(x). Dokazatel~stvo sm. [5, lemma 6,§2].

4. Nezavisimost~ sparivaniØ Proverim sledu¸wee utverßdenie, kotoroe budem nazyvat~ “nezavisimost~¸ sparivaniØ”.

Predloßenie 4.1. Pust~ β(x) = u(x)ψ(x), gde ψ(x) – proizvol~-

nyæ rØd iz W [[x]]. Togda dlØ l¸bogo α(x) ∈ Hm imeem: { α, β } F = 0. DlØ dokazatel~stva nam potrebu¸tsØ sledu¸wie lemmy.

114 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

Lemma 4.2. Pust~ q ⩾ 3 i V = 1/s^▲_{n−1} + c/(π − 1) (sm. (10)).

Pust~ λ_F (x) = ∑ m⩾1 c_mx^m – logarifm formal~noæ gruppy F . Togda dlØ l¸bogo m ⩾ 1 vypolneno sravnenie c_m π u^{m▲}(1 − π▲)V ≡ 0 mod (deg 1, π^n).

Dokazatel~stvo. Proverim sperva, qto c_m π u^{m▲}V ≡ c_mπ^{m−1}/s^▲_{n−1} + c_m · c · π^{m−1} ( m + 1 π − 1 ) mod deg 1. (15)

Iz (14) sleduet, qto

u^{m▲} ≡ π^m + π^m mc s^▲_{n−1} mod s^{2▲}_{n−1}o[[x]] (16) i znaqit c_m π u^{m▲}V ≡ c_mπ^{m−1}/s^▲_{n−1} + π^{m−1}mc_mc + π^{m−1}c_mc 1 π − 1 = = c_mπ^{m−1}/s^▲_{n−1} + c_mcπ^{m−1} ( m + 1 π − 1 ) mod deg 1,

qto daet (15).

Proverim dalee, qto c_m u^{m▲}V^▲ ≡ c_mπ^{m−1}/s^▲_{n−1}+ + c_m c π^{m−1} ( m − 1 + π π − 1 ) mod (π^n, deg 1).

(17)

Deæstvitel~no, c_m u^{m▲} c π − 1 ≡ c_mcπ^m 1 π − 1 mod deg 1. (18)

Dalee, ispol~zuØ ravenstvo u = s/s_{n−1} i sravnenie (16), poluqaem c_m u^{m▲} /( s^▲_{n−1} )_▲ = c_m u^{m▲} / s^▲ · ( s / s^▲_{n−1} )_▲ = = c_m u^{▲(m−1)} / s^▲_{n−1} · ( s / s^▲_{n−1} )_▲ ≡ ≡ ( c_m π^{m−1} / s^▲_{n−1} + c_mπ^{m−1}mc )( s / s^▲_{n−1} )_▲ mod deg 1.

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 115 Izvestno, qto π^{m−1}c_m ∈ o (sm. [2, §1, 1^0]), znaqit, moßno primenit~ sravnenie s^▲ ≡ (s^▲_{n−1})^▲ mod π^n (sm. (2)), qtoby poluqit~ c_m u^{m▲} /( s^▲_{n−1} )_▲ ≡ c_m π^{m−1} / s^▲_{n−1} + c_mπ^{m−1}mc mod (π^n, deg 1). (19) Iz sravneniæ (18), (19) sleduet (17). Nakonec, vyqitaØ iz (15) sravnenie (17) poluqaem sravnenie lemmy.

Sledstvie. Esli h(x), ψ(x) ∈ W [[x]], to pri q ⩾ 3 imeem h · ▲ π λ_F (uψ)(1 − π▲)V ≡ 0 mod (π^n, deg 1).

Lemma 4.3. Pust~ α(x) ∈ Hm i ψ(x) ∈ W [[x]]. Togda

ℓm(α)^▲_π λF (uψ)dV ≡ 0 mod (π^n, deg 1). (20)

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ rØda V = 1/s^▲_{n−1} +^c_{π−1} i ra-

venstva (6) sleduet: dV = qx^{−1} ( sd 1/s_{n−1} )_▲ . Pofftomu levu¸ qast~ sravneniØ (20) moßno zapisat~ v vide ℓm(α)^▲_π λF (uψ)dV = ( q π ℓm(α) ) x^{−1} ( xλ_F (uψ) d 1/s_{n−1} )_▲ . (21)

Pervyæ obratimyæ v kol~ce o kofffficient rØda u(x) naqinaetsØ so stepeni x^e (sm. (1)). Znaqit, rØd λ_F (uψ) moßno zapisat~ v vide:

λ_F (uψ) = ( πa + a_0x^e + a_1 x^{qe} π + a_2 x^{2qe} π^2 + . . . ) , gde a, a_i ∈ W [[x]].

Dalee, iz opredeleniØ rØda s_{n−1} i sravneniØ ds_{n−1}≡ 0 mod π^{n−1} (sm. (1), (2)) sleduet:

d 1/s_{n−1} = − 1 s^2_{n−1} d s_{n−1} = = π^{n−1} ( b_0x^{− 2eq−1} + πb_1 x^{− 2eq−1 − eq} + π^2b_2 x^{− 2eq−1 − 2eq} + . . . ) ,

116 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS gde b_i ∈ W [[x]]. Znaqit, xλ_F (uψ) d 1/s_{n−1} = = π^{n−1}x ( πa + a_1x^e + a_1 x^{ae} π + . . . )( b_0 x^{− 2eq−1} + πb_1 x^{− 2eq−1 − 2eq} + . . . ) . ˚sno, qto pri q ⩾ 3, m ⩾ 1 vypolneny neravenstva e ⩾ 2e q − 1 , mqe ⩾ 2e q − 1 + (m + 1)e q , pofftomu xλ_F (uψ)d 1/s_{n−1} ≡ 0 mod (π^n, deg 1).

Sravnenie lemmy sleduet teper~ iz ravenstva (21) i togo, qto rØd q/πℓm(α) ∈ W [[x]]. Lemma dokazana.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.1. Po opredeleni¸ spariva-

niØ poluqaem

Φ_{α,β} · V = ℓ_F (β)α^{−1} dα · V − ℓm(α) d ▲ π λ_F (β) · V. (22)

Ispol~zuØ lemmu 4.3 i oqevidnoe ravenstvo d ( ℓm(α)^▲_π λF (β) · V ) = 0,

poluqim

−ℓm(α)d^▲_π λF (β) · V ≡ d ℓm(α) ·^▲_π λF (β) · V mod (π^n, deg 1). (23) Neposredstvenno iz opredeleniØ funkcii ℓm i ravenstva (6) sleduet dℓm(α) = α^{−1} dα − x^{−1(}xα^{−1} dα^{)▲}, i pofftomu, uqityvaØ sravnenie (23), ravenstvo (22) moßno perepisat~ v vide Φ_{α,β} · V ≡ ℓ_F (β)α^{−1} dα · V + dℓm(α) · ▲ π λ_F (β) · V =

= α^{−1} dα · ℓ_F (β) · V + α^{−1} dα · ▲ π λ_F (β) · V − −x^{−1} ( xα^{−1} dα )_▲ · ▲ π λ_F (β) · V mod (π^n, deg 1),

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 117 t.e. Φ_{α,β} · V ≡ α^{−1} dα · ℓ_F (β) · V − −x^{−1} ( xα^{−1} dα )_▲ · ▲ π λ_F (β) · V mod (π^n, deg 1).

Primenim sledstvie k lemme 4.2, qtoby poluqit~ x^{−1} ( xα^{−1} dα )_▲ · ▲ π λ_F (β) · V ≡ ≡ x^{−1} ( xα^{−1} dα · λ_F (β) · V )_▲ mod (π^n, deg 1).

Otkuda srazu sleduet Φ_{α,β} · V ≡ x^{−1}(1 − ▲) ( xα^{−1} dα · λ_F (β) · V ) mod (π^n, deg 1)

i znaqit, tr res_xΦ_{α,β} · V ≡ 0 mod π^n.

Predloßenie dokazano.

5. Obrazu¸wie Xafareviqa formal~nogo o-modulØ F (M)

5.1. Primarnye fflementy

Napomnim, qto fflement ω ∈ F (M) nazyvaetsØ π^n-primarnym, ili dlØ prostoty, prosto primarnym, esli rasxirenie K(~ω)/K nerazvetvleno, gde [π^n](~ω) = ω.

Pust~ z – obrazu¸waØ o-modulØ μ_n = Ker [π^n] i z(x) ∈ W [[x]] takoæ rØd, qto z(Π) = z. DlØ fflementa a ∈ W voz~mem v kol~ce celyh ~W popolneniØ maksimal~nogo nerazvetvlennogo rasxireniØ polØ T proizvol~noe rexenie A uravneniØ X^△ − X = a.

5.1.1. Predloßenie. �lement

ω_F (a) = E_F ( as(x) )| |_{x=Π} ØvlØetsØ π^n-primarnym; on ne zavisit po mod [π^n]_F (F (M)) ni ot vybora rexeniØ A, ni ot sposoba razloßeniØ obrazu¸weæ z v rØd po stepenØm Π, ni ot vybora prostogo fflementa Π. Pri fftom dlØ l¸bogo prostogo fflementa ~Π polØ K vypolneno ravenstvo ( ~Π, ω_F (a) ) F = [ tr a ] F (z). (24)

118 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

Dokazatel~stvo. V rabote [2, §3] bylo dokazano, qto

ω_F (a) ≡ H(a) mod [π^n]_F (F (M)), gde H(a) = E_F ( A^△ℓ_F (s(x)) )| |_{x=Π}. Pofftomu naxe utverßdenie dostatoqno proverit~ dlØ H(a). Primarnost~ fflementa H(a), a takße ravenstvo (~Π, H(a))_F = [tr a]_F (z) byli dokazany v rabote [2, §1].

Pust~ H^′(a) – primarnyæ fflement, postroennyæ pri drugom vybore rexeniØ A, razloßeniØ obrazu¸weæ z v stepennoæ rØd, ili pri drugom vybore prostogo fflementa. Togda, kak bylo skazano vyxe ( ~Π, H(a)) = (~Π, H^′(a))_F = [tr a]_F (z) (25)

dlØ l¸bogo prostogo fflementa ~Π.

L¸boæ fflement α iz K^∗ moßno predstavit~ v vide proizvedeniØ neskol~kih prostyh fflementov, pofftomu iz (25) sleduet, qto ( α, H(a) ) F = ( α, H^′(a) ) F , t.e. fflement ξ = H(a) −_F H^′(a) ortogonalen (otnositel~no sparivaniØ Gil~berta) vseæ gruppe K^∗. Iz nevyroßdennosti sparivaniØ Gil~berta sleduet, qto ξ ∈ [π^n]_F (F (M)) i naxe utverßdenie dokazano.

Sledstvie._{(α, ωF (a))} F = [ v_K (α)tr a ] F (z), gde v_K – normirovanie na pole K.

Dokazatel~stvo. Esli ε – edinica polØ K, to ona ØvlØetsØ

normoæ v nerazvetvlennom rasxirenii, poroßdennym primarnym fflementom ω_F (a), i znaqit, (ε, ω_F (a)) = 0. Ostal~noe sleduet iz (24).

5.1.2. Lemma. DlØ l¸bogo α(x) ∈ Hm imeem { α(x), E_F (as(x)) } F ≡ deg α · tr a mod π^n,

gde deg α – porØdok rØda α(x).

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno iz opredeleniØ sparivaniØ

poluqaem { x, E_F (as(x)) } F = tr a, (26)

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 119 t.k. Φ_{x.EF (as(x))} · V = as(x) · x^{−1} ( 1 s(x) + c π − 1 ) ≡ ax^{−1} mod deg 1.

Pust~ teper~ ε(x) – obratimyæ rØd v W_0[[x]]. Proverim, qto { ε(x), E_F (as(x)) } F ≡ 0 mod π^n. (27) Deæstvitel~no, Φ_{ε,EF (as)} · V = (as d log ε) · V − ( ℓm(ε) · d^∑_{m⩾1}^{(as)▲} m π^m ) · V. Pervoe slagaemoe, oqevidno, prinadleßit xW [[x]], i znaqit res (as d log ε) · V = 0.

Ispol~zuØ ravenstvo (6), vtoroe slagaemoe perepixem v vide h = ∑ m⩾1 ( q p )_{m−1} · ( p π )_{m−1} · ( q p ℓm(ε) ) x^{−1}(xd(as))^{▲m} · V. RØd^p_q ℓm(ε) ∈ W [[x]] (sm. lemmu 1.1, 1)), i, krome togo, ds ≡ 0 mod π^n (sm. (2)), znaqit, h(x) ≡ 0 mod π^n, otkuda res Φ_{ε,EF (as)} · V ≡ 0 mod π^n i (27) dokazano. Utverßdenie lemmy sleduet teper~ iz (26) i (27). □ 5.2. Razloßenie Xafareviqa Pust~ G_ρ, 0 ⩽ ρ ⩽ f − 1 – formal~nye gruppy L¸bina–Teæta, postroennye po izogeniØm [π]_0 = πx + x^q, [π]_ρ = πx + πx^{pρ} + x^q, ρ ⩾ 1, sootvetstvenno. Pust~ E_ρ, 0 ⩽ ρ ⩽ f − 1, – stepennye rØdy, zada¸wie izomorfizmy grupp G_ρ v gruppu F , sootvetstvenno (t.e. E_q = λ^{−1}_F ∘ λ_ρ, gde λ_ρ – logarifm formal~noæ gruppy G_ρ).

Lemma 5.2.1. Pust~ dlØ kaßdogo i s usloviem; 1 ⩽ i <^{qe}_{q−1} , q - i,

i dlØ kaßdogo θ ∈ R vybran fflement ε_i(θ) v o-module F (M), udovletvorØwiæ uslovi¸ ε_i(θ) ≡ θΠ^i mod Π^{i+1}. Togda l¸boæ fflement β ∈ F (M) moßno predstavit~ v vide β = Σ_{i,rF} [π^r]_F ( ε_i(θ) ) +_F ω_F (a_β),

(sm. [2, lemma 9] i predloßenie 5.1.1 vyxe).

120 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

5.2.2. Predloßenie. Nabor fflementov { E_ρ(θΠ^i), ω_F (a) } , (28) θ ∈ R, 0 ⩽ ρ ⩽ f − 1, 1 ⩽ i < qe q − 1 , (i, p) = 1, a ∈ W sostavlØet sistemu obrazu¸wih o-modulØ F (M); pri fftom ( Π, E_ρ(θΠ^i) ) F = 0, ( Π, ω_F (a) ) F = [tr a]_F (z).

Dokazatel~stvo. Tak kak gruppa F izomorfna bazisnoæ for-

mal~noæ gruppe G_0 s izogenieæ [π]_0 = πx + x^q, to naxe utverßdenie dostatoqno proverit~ dlØ posledneæ gruppy. V fftom sluqae E_0 = x i E_ρ ≡ x + 1 1 − π^{pρ −1} x^{pρ} mod x^{pρ+1}.

Pofftomu

E_ρ(x) −_{G0} E_0(x) ≡ 1 1 − π^{pρ−1} x^{pρ} mod x^{pρ+1},

otkuda E_ρ(θΠ^i) −_{G0} (θΠ^i) ≡ θ^{pρ} Π^{pρ} mod Π^{pρ+1}

i znaqit, soglasno lemme 5.2.1 nabor (28) ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih o-modulØ F (M).

IzogeniØ [π^n]_ρ ØvlØetsØ, oqevidno, unitarnym mnogoqlenom stepeni q^n, pofftomu dlØ simvola Gil~berta gruppy G_ρ imeem ravenstvo (α, α)_{Gρ} = 0 dlØ l¸bogo α ∈ F (M), a togda (α, E_q(α))_{G0} = 0 i my poluqaem vtoroe utverßdenie predloßeniØ dlØ gruppy G_0, a znaqit, i dlØ izomorfnoæ eæ gruppy F . □

6. Sparivanie na formal~nom module F (M)

S pomow~¸ sparivaniØ { · , · }_F iz p. 1 my postroim sparivanie na mnoßestve K^∗ × F (M). Imenno, pust~ α ∈ K^∗ i β ∈ F (M). Pust~ α(x) ∈ Hm i β(x) ∈ Hm – takie rØdy, qto α(Π) = α, β(Π) = β. Togda

⟨ · , · ⟩_F : K^∗ × F (M) → μ_n = Ker [π^n]_F ⟨ α, β ⟩_F := [ {α, β}_F ] F (z).

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 121 Postroennoe sparivanie iz-za dokazannogo v p. 4 svoæstva nezavisimosti korrektno opredeleno, t.e. ono ne zavisit ot vybora rØdov α(x) i β(x).

Nam teper~ nado proverit~, qto sparivanie ⟨ · , · ⟩_F ne zavisit takße ot vybora prostogo fflementa Π.

Predloßenie 6.1. Sparivanie ⟨ · , · ⟩F invariantno ot vybora

prostogo fflementa Π, t.e. dlØ l¸byh α ∈ K^∗, β ∈ F (M) i l¸byh prostyh Π i Π^′ vypolneno ravenstvo ⟨ α, β ⟩_{F,Π} = ⟨ α, β ⟩_{F,Π}′ . Dokazatel~stvo. Pust~ prostomu fflementu Π sootvetstvuet pe-

remennaØ X, fflementu Π^′ – peremennaØ Y , i pri fftom X = g(Y ).

Dokaßem sperva, qto { X, β(X) } X = { g(Y ), β(g(Y )) } Y (29)

ili, qto ravnosil~no,

⟨ Π, β ⟩_Π = ⟨ Π, β ⟩_Π′ .

Iz dokazannoæ v p. 4 nezavisimosti sparivaniØ { · , · }_F my moßem vzØt~ razloßenie β po obrazu¸wim Xafareviqa iz predloßeniØ 5.2.2 i po lineænosti sparivaniØ moßno brat~ v kaqestve β ffti obrazu¸wie. Takim obrazom, dostatoqno proverit~ { X, E_F (as(X)) } X = { g(Y ), E_F (as(g(Y )) } Y , { X, E_0(θX^i) } X = { g(Y ), E_0(θg(Y )^i) } Y , { X, E_ρ(θX^i) } X = { g(Y ), E_ρ(θg(Y )^i) } Y , gde θ ∈ R, a (i, p) = 1.

Pervoe ravenstvo sleduet iz lemmy 5.1.2, t.k. deg g(Y ) = 1; oba drugih ravenstva nemedlenno vyteka¸t iz simvol~nogo svoæstva sparivaniØ { · , · }_F (sm. predloßenie 2.1).

Naprimer, { X, E_0(θX^i ) } X = [i^{−1}]_F { θX^i, E_0(θX^i) } X = 0 i { g(Y ), E_0(θg(Y )^i } Y = [i^{−1}]_F { θg^i, E_0(θg^i) } Y = 0.

122 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

Pust~ teper~ ε – edinica polØ K i ε(X) ∈ Hm – takoæ rØd, qto ε(Π) = ε. Nado proverit~, qto { ε(X), β(X) } X = { ε(g(Y )), β(g(Y )) } Y (30)

ili, qto to ße samoe, ⟨ ε, β ⟩_Π = ⟨ ε, β ⟩_Π′ . ˚sno, qto { Xε(X), β(X) } X = { X, ε(X) } X + { ε, β } X { g(Y )ε(g(Y )), β(g(Y )) } Y = { g(Y ), β(g(Y )) } Y + { ε(g), β(g) } Y . Pofftomu, qtoby proverit~ (30) nam ostalos~ dokazat~, uqityvaØ (29), qto { f(X), β(X) } X = { f(g(Y )), β(g(Y )) } Y , (31)

gde f(X) = X · ε(X). Pust~ Z = f(X) i h(Y ) = f(g(Y )) i pust~ Π^{′′} = f(Π) – sootvetstvu¸wiæ fflement. Togda iz (29) sleduet: { Z, β(f^{−1}(Z) } Z = { f(X), β(X) } X , { Z, β(f^{−1}(Z) } Z = { h(X), β(f^{−1}(h(Y )) } Y = { f(g(Y )), β(g(Y )) } Y (my vzØli pri fftom dlØ fflementa β razloßenie β(f^{−1}(Π^{′′})), is-

pol~zuØ nezavisimost~ sparivaniØ { · , · }_F , sm. predloßenie 4.1).

Ots¸da srazu sleduet (31), a znaqit i (30).

Invariantnost~ v obwem sluqae vytekaet iz (29) i (30). □

7. ˚vnaØ forma dlØ simvola Gil~berta

Teorema 7.1. Pust~ α ∈ K^∗, β ∈ F (M) i α(X), β(X) – sootvet-

stvu¸wie fftim fflementam rØdy iz Hm i H_F : α(Π) = α, β(Π) = β.

Togda dlØ simvola Gil~berta ( · , · )_F stepeni n imeet mesto for-

mula

(α, β)_F = [ tr res Φ_{α,β} · V ] F (z) (otnositel~no rØdov Φ_{α,β} i V sm. (8) i (9)).

Dokazatel~stvo. Esli v kaqestve α voz~mem prostoæ fflement Π,

a β budet probegat~ sistemu obrazu¸wih Xafareviqa formal~- nogo modulØ F (M) iz predloßeniØ 5.2.2, to znaqeniØ simvola

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 123 Gil~berta budut sovpadat~ so znaqeniØmi sparivaniØ ⟨ · , · ⟩_F v silu predloßeniØ 6.1 i lemmy 5.2.1.

Pofftomu (Π, β)_F = ⟨ Π, β ⟩_F

dlØ l¸bogo β ∈ F (M).

Obwiæ sluqaæ dokazyvaetsØ standartnym sposobom, ispol~- zuØ invariantnost~ sparivaniØ ⟨ · , · ⟩_F otnositel~no vybora prostogo fflementa. Pust~ ε – edinica v pole K i Π^′ = Πε, togda

⟨ ε, β ⟩_Π = ⟨ Π^′, β ⟩_Π −_F ⟨ Π, β ⟩_Π = ⟨ Π^′, β ⟩_Π′ −_F ⟨ Π, β ⟩_Π =

= (Π^′, β)_F −_F (Π, β)_F = (ε, β)_F .

Teorema dokazana.

8. Normennye i simvol~nye rØdy Opredelenie 2. RØd En(x) = x + . . . iz kol~ca o nazovem normen-

nym stepeni n dlØ formal~noæ gruppy F , esli dlØ l¸bogo polØ K, soderßawego Ker [π^n]_F , vypolneno ravenstvo: ( α, E_n(α) ) F,n = 0 pri vseh α ∈ F (M_K) ∩ K^∗.

Opredelenie 3. RØd E(x) = x + . . . iz kol~ca o[[x]] nazovem ab-

sol¸tno normennym dlØ formal~noæ gruppy F , esli on ØvlØetsØ normennym stepeni n pri l¸bom n ⩾ 1.

Zameqanie 5. TerminologiØ opravdyvaetsØ tem, qto v fftom

sluqae α ØvlØetsØ normoæ v rasxirenii L/K, gde L = K(α^′), [π^n]_F (α^′) = E(α) (sm. (5)).

Zameqanie 6. Iz teoremy i opredeleniØ sleduet, qto rØd En(x)

(sootv. E(x)) ØvlØetsØ normennym stepeni n (sootv. absol¸tno normennym) dlØ F togda i tol~ko togda, kogda on pri teh ße usloviØh ØvlØetsØ simvol~nym dlØ F (sm. opredelenie 1, p. 2). Tem samym ponØtie simvol~nosti i normennosti dlØ dannogo rØda sovpada¸t.

V fftom punkte my naædem usloviØ normennosti (simvol~nosti) dannogo rØda.

124 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

Teorema 8.1. RØd En(x) = x + . . . iz kol~ca o[[x]] ØvlØetsØ normen-

nym (simvol~nym) stepeni n dlØ F togda i tol~ko togda, kogda rØd ( 1 − ▲ π )( λ_F ∘ E_n ) (x) = ∑ m⩾1 d_m x^m udovletvorØet uslovi¸

v(d_m) ⩾ min ( n, v_q(m) ) (32)

pri vseh m ⩾ 1.

Teorema 8.2. RØd E(x) = x+. . . iz kol~cp o[[x]] ØvlØetsØ absol¸tno

normennym (simvol~nym) dlØ F togda i tol~ko togda, kogda rØd ( 1 − ▲ π )( λ_F ∘ E_n ) = ∑ m⩾1 d_m x^m udovletvorØet uslovi¸

v(d_m) ⩾ v_q (m) (33)

pri vseh m ⩾ 1.

Dokaßem sperva vtoru¸ teoremu.

Esli rØd E(x) udovletvorØet uslovi¸ (33), to on, soglasno predloßeni¸ 2.1 ØvlØetsØ simvol~nym, a, znaqit, i normennym dlØ F pri vseh n ⩾ 1 (sm. zameqanie 5).

Obratno. Pust~ rØd E(x) ØvlØetsØ normennym (simvol~nym), no tem ne menee uslovie (33) vypolneno ne dlØ vseh m. Sredi vseh takih m vyberem naimen~xiæ indeks t s minimal~nym znaqeniem v(d_t).

Takim obrazom, esli t = q^nt_0, q - t_0, to v(d_t) < n, v(d_t) < v(d_m) dlØ m < t, v(d_t) ⩽ v(d_m) dlØ m ⩾ t, (34)

gde m probegaet vse indeksy, dlØ kotoryh ne vypolneno uslovie (33).

Rassmotrim pole deleniØ izogenii K_n = k(Ker [π^n]_F ) i pust~ K – vpolne razvetvlennoe rasxirenie nad K_n stepeni t_0. Pust~ z – obrazu¸waØ o-modulØ Ker [π^n]_F v pole K_n. Tak kak rasxirenie

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 125

K/K_n vpolne razvetvleno, to legko vybrat~ prostoæ fflement Π v pole K tak, qtoby z = Π^{t0} + b_1Π^{t0+1} + . . . , b_i ∈ o, i znaqit, z(x) = x^{t0} + b_1x^{t0+1} + . . . , z(Π) = z. Togda s(x) = [π^n]_F (z) = z^{an} + πf(z), gde f(x) ∈ xo[[x]], i pofftomu 1/s ≡ 1/z^{an} ≡ x^{−t} mod ( π, x^{−t+1} ) . (35)

RØd λ_F ∘E ØvlØetsØ logarifmom formal~noæ gruppy L¸bina– Teæta G, t.e. λ_G = λ_F ∘ E (sm. p. 2) i pri fftom

ℓ_G(x) = ( 1 − ▲ π ) λ_G(x) = ∑ m⩾1 d_mx^m. Vyqislim simvol Gil~berta (Π, E(Π))_{F,n}. Po opredeleni¸ rØda Φ := Φ_{Π,E(Π)} (sm. (8), p. 1) imeem

Φ · V = ℓ_G(x)x^{−1} · V = ∑ m≠1 d_m x^{m−1}V + d_t x^{t−1}V. Iz (5) sleduet, qto

res d_t x^{t−1}/s ≡ d_t mod d_tπ. (36)

Dalee, iz (34) i sravneniØ (35) poluqaem

res d_m x^{m−1}/s ≡ 0 mod d_tπ.

Pofftomu res Φ · V ≡ d_t mod d_tπ, otkuda sleduet, qto tr res ΦV ≢ 0 mod π^n, i znaqit, dlØ α = Π ( α, E(α) ) F,n = [ tr res ΦV ] (z) ≠ 0, t.e. rØd E(x) ne budet normennym. Teorema dokazana.

Dokaßem teoremu 8.1. Pust~ vypolneno uslovie (32) dlØ vseh m ⩾ 1. Togda bez vsØkih izmeneniæ prohodit dokazatel~stvo predloßeniØ 2.1, soglasno kotoromu rØd E_n(x) ØvlØetsØ simvol~- nym, a znaqit, i normennym stepeni n.

Obratno. Pust~ rØd E_n(x) ØvlØetsØ normennym stepeni n, no uslovie (32) vypolnØetsØ ne dlØ vseh m. Vyberem sredi vseh takih m naimen~xiæ indeks t tak, qto v(d_t) < n, v(d_t) < v(d_m) m < t, v(d_t) ⩽ v(d_m) m ⩾ t.

126 S. V. VOSTOKOV, R. PERLIS

Pust~ r = v_q (t). Rassmotrim pole deleniØ izogenii K_r = k(Ker [π^n]_F ), i pust~ K – vpolne razvetvlennoe rasxirenie nad K_r stepeni t_0, gde t = q^rt_0, q - t_0. RassußdaØ toqno takße, kak v teoreme 8.2, poluqaem dlØ prostogo fflementa Π polØ K: ( Π, E_n(Π) ) F,r ≠ 0. (37) Pust~ K_n = k(Ker [π^n]_F ), n ⩾ r i L = K_nK. Togda (37) vypolneno i v pole L. Dalee, iz opredeleniØ simvola Gil~berta imeem: ( Π, E_n(Π) ) F,r = [ π^{n−r} ] F ( Π, E_n(Π) ) F,n i pofftomu, soglasno (37) ( Π, E_n(Π) ) F,r ≠ 0. Teorema dokazana.

Sledu¸wee predloßenie daet primery absol¸tno normennyh (simvol~nyh) rØdov dlØ F .

Predloßenie 8.3. Pust~ G – formal~naØ gruppa L¸bina–Teæta

s logarifmom λ_G(x), zadannaØ izogenieæ [ π ] G(x) = πx + πa_2 x^2 + . . . + πa_{q−1} x^{q−1} + x^q.

Togda rØd E_G(x) = λ^{−1}_F ∘ λ_G ØvlØetsØ absol¸tno normennym (simvol~nym) dlØ formal~noæ gruppy F .

Dokazatel~stvo. RØd EG(x) zadaet izomorfizm meßdu gruppami

F i G, pofftomu ( α, E_G(α) ) F = 0 ⇐⇒ E_G ( (α, α)_G ) = 0 (sm. [4, 3.3]). No α ØvlØetsØ normoæ v rasxirenii K(~α)/K, gde ~α – koren~ uravneniØ [π^n]_G(x) − α = x^q + . . . + π^nx − α = 0. Pofftomu (α, α)_G = 0. Predloßenie dokazano.

Vopros. Naæti usloviØ na absol¸tno normennye rØdy v terminah izogenii.

Predpoloßenie. Uslovie predloßeniØ 8.3 ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ absol¸tno normennogo rØda.

NORMENNYE R˚DY DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 127

Literatura

1. S. V. Vostokov, I. B. Fesenko, O nekotorom svoæstve sparivaniØ Gil~- berta. — Mat. zametki 4, No. 3 (1988), 393–400.

2. S. V. Vostokov, Normennoe sparivanie v formal~nyh modulØh. — Izv.

AN SSSR, Ser. matem. 43, vyp. 4 (1979), 765–794.

3. S. V. Vostokov, Simvoly na formal~nyh gruppah. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 45, vyp. 5 (1981), 985–1014.

4. V. A. Kolyvagin, Formal~nye gruppy i simvol normennogo vyqeta. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 43 (1979), 1054–1120.

5. S. V. Vostokov, ˚vnaØ forma zakona vzaimnosti. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 42 (1978), 1288–1321.

Vostokov S. V., Perlis R. Norm series for the Lubin–Tate formal groups.

In the present paper, the Steinberg relation for the classical Hilbert symbol is generalized to the Lubin–Tate formal groups. The necessary and sufficient conditions for the series satisfying the generalized Steinberg relation are obtained (in the paper such series are called norm series).

Postupilo 10 aprelØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet