Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

N. A. Vavilov

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP NAD KOMMUTATIVNYM KOL^COM

V rabotah Z. I. Boreviqa i avtora [10, 6, 9, 15, 16], rassmatrivalos~ opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy G =

GL(n, Λ) nad associativnym kol~com, soderßawih gruppu E(ν)

fflementarnyh kletoqno diagonal~nyh matric fiksirovannogo tipa ν. Pri fftom vyØsnilos~, v qastnosti, qto esli kol~co Λ = R kommutativno, a vse diagonal~nye kletki v E(ν) ime¸t porØdok ne men~xiæ treh, to dlØ kaßdoæ promeßutoqnoæ podgruppy H,

E(ν) 6 H 6 G, odnoznaqno opredelena D-set~ σ idealov v Λ

porØdka n takaØ, qto E(σ) 6 H 6 N (σ), gde E(σ) – podgruppa, poroßdennaØ vsemi fflementarnymi transvekciØmi, soderßawimisØ v setevoæ podgruppe G(σ), a N (σ) – normalizator G(σ) v G (sm. [2–5, 8]). Krome togo, v rabotah [7, 9] ustanovleno, qto v fftih usloviØh kaßdaØ podgruppa E(σ) – normal~nyæ delitel~ v

N (σ). Takoe opisanie promeßutoqnyh podgrupp bylo nazvano v

[9] standartnym. V rabotah [6, 28, 40, 30] ffti rezul~taty qastiqno pereneseny na nekotorye klassy nekommutativnyh kolec.

V rabote [20] rassmatrivalos~ obobwenie fftih rezul~tatov na sluqaæ raswepimoæ ortogonal~noæ gruppy Γ = GO (2ℓ, R) nad kommutativnym kol~com R takim, qto 2 ∈ R^∗. Zdes~ my zaverxaem rexenie fftoæ zadaqi. Imenno, my polnost~¸ opisyvaem podgruppy v Γ, soderßawie regulØrnu¸ podgruppu E_Γ(ν), sootvetstvu¸wu¸ samosoprØßennoæ ffkvivalentnosti ν na mnoßestve indeksov, klassy kotoroæ soderßat ne menee pØti fflementov. Kak i v sluqae polnoæ lineænoæ gruppy, okazyvaetsØ, qto dlØ kaßdoæ promeßutoqnoæ podgruppy H, E_Γ(ν) 6 H 6 N (σ), suwestvuet edinstvennaØ ortogonal~naØ D-set~ σ idealov v R takaØ, qto E_Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ), gde E_Γ(σ) – podgruppa ortogonal~noæ setevoæ podgruppy Γ(σ) (sm. [69, 19, 20, 22, 24, 26]), poroßdennaØ vsemi soderßawimisØ tam fflementarnymi ortogonal~nymi

Avtor blagodarit proekt RFFI, No. 00-01-00441 za podderßku na zakl¸- qitel~nom fftape raboty nad stat~eæ. 35

36 N. A. VAVILOV transvekciØmi (kornevymi unipotentnymi fflementami), a N_Γ(σ) – normalizator Γ(σ) v Γ. My pokazyvaem takße, qto pri fftih usloviØh kaßdaØ voznika¸waØ podgruppa E_Γ(σ) ØvlØetsØ normal~nym delitelem v N_Γ(σ).

Otmetim, qto v sluqae, kogda sredi klassov ffkvivalentnosti ν est~ odno-, dvuh-, treh- ili qetyreh-fflementnye, a takße i v sluqae, kogda 2 /∈ R^∗, udaetsØ postroit~ soderßawie E_Γ(ν) podgruppy, ne ØvlØ¸wiesØ standartnymi. Pofftomu rezul~taty nastoØweæ raboty ne mogut byt~, voobwe govorØ, usileny. RazumeetsØ, ffto ne iskl¸qaet togo, qto analogiqnoe opisanie v neskol~kih drugih terminah ili pri dopolnitel~nyh ograniqeniØh na kol~co moßet byt~ poluqeno i v predpoloßenii, qto vse klassy ffkvivalentnosti ν soderßat ne menee treh fflementov, i my formuliruem nekotorye rezul~taty i gipotezy v fftom napravlenii. Stoit otmetit~ takße, qto naxi rezul~taty ØvlØ¸tsØ novymi daße dlØ sluqaØ polØ, priqem zdes~ iz nih vytekaet, v qastnosti, bol~xinstvo otnosØwihsØ k raswepimomu ortogonal~nomu sluqa¸ rezul~tatov rabot O. Kinga [51–55], posvØwennyh dokazatel~stvu maksimal~nosti nekotoryh klassov podgrupp.

RexaemaØ nami zadaqa ob opisanii promeßutoqnyh podgrupp moßet rassmatrivat~sØ takße kak analog opisaniØ podgrupp v polnoæ ortogonal~noæ gruppe, Γ = GO (2ℓ, R) nad kommutativnym polulokal~nym kol~com R, soderßawih gruppu T = T (2ℓ, R) diagonal~nyh matric, kotoroe poluqeno v rabotah [69, 19, 22] (ranee v rabotah Z. I. Boreviqa i avtora [3, 5, 13] byl rassmotren sluqaæ polnoæ lineænoæ gruppy, a v rabotah avtora i E. V. Dybkovoæ [25] – sluqaæ polnoæ simplektiqeskoæ gruppy). V samom dele, dlØ obwih kolec bylo by soverxenno beznadeßno nadeØt~sØ opisat~ vse podgruppy v Γ, soderßawie T , i gruppa

E_Γ(σ), dlØ kotoroæ analogiqnaØ zadaqa uße dopuskaet rexenie,

ØvlØetsØ naibolee estestvennoæ zamenoæ dlØ T .

RassmatrivaemaØ nami zadaqa opisaniØ promeßutoqnyh podgrupp tesno svØzana s zadaqeæ opisaniØ normal~nyh deliteleæ polnoæ ortogonal~noæ gruppy. Pri pomowi naxego metoda legko peredokazat~ dlØ ortogonal~nogo sluqaØ osnovnu¸ teoremu rabot I. Z. Golubqika [29, 31]. Pri fftom ne obØzatel~no daße trebovat~, qtoby gruppa Γ byla raswepimoæ, dostatoqno lix~, qtoby ona byla postroena po nevyroßdennoæ forme indeksa Vitta

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 37 ne men~xego, qem 3. Na samom dele na naxem puti poluqa¸tsØ i bolee obwie rezul~taty, kak, skaßem, opisanie subnormal~nyh podgrupp i podgrupp, normalizuemyh otnositel~noæ fflementarnoæ podgruppoæ, kommutacionnye formuly dlØ otnositel~nyh fflementarnyh grupp i kongruffnc-podgrupp.

Osnovnye rezul~taty nastoØweæ raboty byli poluqeny v 80-h godah, odnako pervonaqal~nye dokazatel~stva, blizko sledu¸wie rabote [9], byli qrezvyqaæno tehniqeski sloßnymi. Predstavlennye zdes~ znaqitel~no bolee korotkie dokazatel~- stva byli poluqeny pozße, pri fftom odno iz rexa¸wih uproweniæ bylo dostignuto blagodarØ ispol~zovani¸ razloßeniØ A. V. Stepanova [40, 27]. Rezul~taty nastoØweæ raboty, vosproizvodØweæ qast~ glavy V dissertacii avtora [17], anonsirovany v [18, 22], no ih polnye dokazatel~stva nikogda ne publikovalis~.

§1. Predvaritel~nye svedeniØ

Seæqas my napomnim v nußnoæ nam forme neobhodimye v dal~- neæxem svedeniØ ob ortogonal~nyh gruppah, kotorye moßno naæti v odnom iz sledu¸wih istoqnikov [1, 34, 43, 48, 57]. 1. Raswepimye ortogonal~nye gruppy. Pust~ R – kommutativnoe kol~co, R^∗ – ego mul~tiplikativnaØ gruppa, G = GL(n, K) – polnaØ lineænaØ gruppa stepeni n nad R. Kak obyqno, dlØ matricy a ∈ G qerez a_{ij} oboznaqaetsØ ee kofffficient, stoØwiæ na meste (i, j), t.e. a = (a_{ij}), 1 6 i, j 6 n. Qerez a^{−1} = (a^′_{ij}) oboznaqaetsØ obratnaØ k a matrica, a qerez a^t – transponirovannaØ. Kak obyqno, e – ediniqnaØ matrica porØdka n, a e_{ij} – standartnaØ matriqnaØ edinica, t.e. matrica, u kotoroæ v pozicii (i, j) stoit 1 i nuli vo vseh ostal~nyh poziciØh. �lementarnymi trasvekciØmi v G nazyva¸tsØ matricy vida t_{ij}(ξ) = e + ξe_{ij} , ξ ∈ R, i ≠ j. Podgruppa v G, poroßdennaØ vsemi fflementarnymi transvekciØmi, nazyvaetsØ fflementarnoæ podgruppoæ i oboznaqaetsØ E(n, R).

Poloßim ℓ = [n/2], t.e. n = 2ℓ ili n = 2ℓ + 1 v zavisimosti ot qetnosti n. Nam budet udobno zanumerovat~ stroki i stolbcy matric iz G sledu¸wim obrazom: 1, . . . , ℓ, −ℓ, . . . , −1, esli n = 2ℓ qetno i 1, . . . , ℓ, 0, −ℓ, . . . , −1, esli n = 2ℓ + 1 neqetno. Qerez I budet oboznaqat~sØ mnoßestvo indeksov ot 1 do −1. Takim obrazom,

I = I^+ ∪ I^−, gde I^+ = {1, . . . , ℓ}, I^− = {−ℓ, . . . , −1}, esli n qetno i I = I^+ ∪ {0} ∪ I^−, esli n neqetno.

38 N. A. VAVILOV

Dalee my vs¸du budem predpolagat~, qto 2 ∈ R^∗. Strogo govorØ, ffto ne ØvlØetsØ neobhodimym, tak kak rezul~taty, analogiqnye dokazannym v nastoØweæ rabote, mogut byt~ poluqeny i bez fftogo predpoloßeniØ. Odnako, esli 2 ne ØvlØetsØ obratimoæ, to, vo-pervyh, ortogonal~nye gruppy sledovalo by opredelØt~ inaqe, qem ffto sdelaem my, i, vo-vtoryh, dlØ neqetnomernogo sluqaØ zametno usloßnilis~ by ne tol~ko dokazatel~stva, no i formulirovka osnovnogo rezul~tata.

Oboznaqim qerez sdiag(ε_1, . . . , ε_n) matricu, u kotoroæ na poboqnoæ diagonali v napravlenii s severo-vostoka na ¸go-zapad stoØt ε_1, . . . , ε_n i nuli vo vseh ostal~nyh mestah i poloßim

f = f_n = sdiag(1, . . . , 1), gde koliqestvo 1 ravnØetsØ n. Ina-

qe govorØ, fflementy matricy f = (f_{ij} ) opredelØ¸tsØ usloviem

f_{ij} = δ_{i,−j}. Opredelim teper~ dlØ neqetnogo n = 2ℓ + 1 matricu F = F_n sledu¸wim obrazom: F = sdiag(1, . . . , 1, 2, 1, . . . , 1), gde kaßdaØ seriØ 1 sostoit iz ℓ qlenov. Inaqe govorØ, F_{2ℓ+1} – ffto kletoqnaØ matrica, u kotoroæ po poboqnoæ diagonali idut kletki f_ℓ, 2, f_ℓ, a vse ostal~nye kletki nulevye.

Raswepimye special~nye ortogonal~nye gruppy Γ = SO(n, R) – a my ne budem v nastoØweæ rabote rassmatrivat~ nikakih drugih form ortogonal~noæ gruppy i pofftomu budem v dal~neæxem opuskat~ ffpitet “raswepimye” – sostoØt iz teh matric a iz special~noæ lineænoæ gruppy SL(n, R), kotorye sohranØ¸t bilineænu¸ formu s matriceæ Grama g, sovpada¸weæ s f_{2ℓ} ili

F_{2ℓ+1}, v zavisimosti ot qetnosti n. Inymi slovami SO(2ℓ, R) i SO(2ℓ + 1, R) sostoØt iz teh matric a ∈ G, dlØ kotoryh det a = 1

i aga^t = g, gde g = f_{2ℓ} ili F_{2ℓ+1} sootvetstvenno. Takim obrazom,

SO(n, R) sohranØet kvadratiqnu¸ formu x_1x_{−1} + . . . + x_ℓx_{−ℓ}, esli

n qetno i formu x^2_0+x_1x_{−1}+. . .+x_ℓx_{−ℓ}, esli n neqetno. Krome special~nyh rassmatriva¸tsØ takße polnye ortogonal~nye gruppy, sohranØ¸wie sootvetstvu¸wu¸ formu v smysle podobiØ. Inaqe govorØ, GO (2ℓ, R) i GO (2ℓ + 1, R) sostoØt iz teh matric a ∈ G, dlØ kotoryh aga^t = λg pri podhodØwem mul~tiplikatore λ ∈ R^∗, gde, kak i vyxe, g = f_{2ℓ} ili F_{2ℓ+1} sootvetstvenno. Podgruppa v

GO (n, R), sostoØwaØ iz teh matric a, dlØ kotoryh λ = 1, – ffto

obyqnaØ ortogonal~naØ gruppa O(n, R).

Uslovie ortogonal~nosti matricy a = (a_{ij}) prowe vsego is-

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 39 pol~zovat~ v sledu¸weæ forme: λa^′_{ij} = a_{−j,−i}, esli i, j ≠ 0 ili i = j = 0, a_{−j,0}, esli i = 0, j ≠ 0, a_{0,−i}/2, esli j = 0, i ≠ 0. (1) Tol~ko qto vvedennye gruppy raswepimy v tom smysle, qto oni sohranØ¸t formu maksimal~nogo indeksa Vitta i, sledovatel~no, soderßat raswepimyæ maksimal~nyæ tor. S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp SO(n, R) ØvlØetsØ gruppoæ Xevalle tipa D_ℓ, esli n = 2ℓ qetno, i tipa B_ℓ, esli n = 2ℓ + 1 neqetno (teorema Ri-D~edonne). Oqen~ podrobnoe sovremennoe izloßenie fftogo kruga voprosov moßno naæti v doklade [49].

Perevedem predxestvu¸wie matriqnye opredeleniØ na geometriqeskiæ Øzyk. Pust~ V ∼= R^n – svobodnyæ R-modul~ ranga n so standartnym bazisom e_1, . . . , e_{−1}. Otoßdestvim GL(V ) s

G = GL(n, R) posredstvom fftogo bazisa. Takim obrazom, kaßdaØ

matrica a ∈ G deæstvuet na V umnoßeniem sleva. Zafiksiruem na V bilineænu¸ formu so znaqeniØmi v R, matrica kotoroæ v bazise e_1, . . . , e_{−1}, nazyvaemom bazisom Vitta, sovpadaet s f_{2ℓ} ili F_{2ℓ+1}, v zavisimosti ot qetnosti n. Inymi slovami, (u, v) = B(u, v) = u^t gv, gde g = f_{2ℓ}, esli n = 2ℓ qetno, i

g = F_{2ℓ+1}, esli n = 2ℓ + 1 neqetno. Takim obrazom, skalØrnye

proizvedeniØ bazisnyh vektorov e_1, . . . , e_{−1} zada¸tsØ formuloæ

(e_i, e_j ) = δ_{i,−j} +δ_{i,0}δ_{j,0}. ˚sno, qto b simmetriqna, t.e. (u, v) = (v, u),

i nevyroßdenna, t.e. otobraßenie u → ϕ_u iz V v dvoæstvennyæ modul~ V^∗ = Hom(V, R), opredelennoe formuloæ ϕ_u(v) = (u, v), ØvlØetsØ izomorfizmom V na V^∗. Tak vot, O(n, R) est~ v toqnosti gruppa izometriæ B, t.e. vseh preobrazovaniæ a ∈ G takih, qto (au, av) = (u, v), a gruppa GO (n, R) sostoit iz podobiæ, t.e. teh a ∈ G, dlØ kotoryh (au, av) = λ(u, v) pri nekotorom λ ∈ R^∗. 2. Ortogonal~nye transvekcii. Osnovnu¸ rol~ v stroenii vvedennyh grupp igra¸t fflementarnye kornevye unipotentnye fflementy v gruppe SO(n, R), ili, govorØ klassiqeskim Øzykom, fflementarnye ortogonal~nye transvekcii. V §3 my vernemsØ k rassmotreni¸ fftih i analogiqnyh im fflementov s obweæ toqki zreniØ, a seæqas napomnim, kak oni vyglØdØt. �lementarnoæ ortogonal~noæ transvekcieæ nazyvaetsØ odna iz matric vida T_{ij} (ξ) = T_{−j,−i}(−ξ) = e + ξe_{ij} − ξe_{−j,−i},

40 N. A. VAVILOV esli i, j ≠ 0 i i ≠ ±j (s toqki zreniØ teorii grupp Xevalle – ffto “dlinnyæ kornevoæ unipotentnyæ fflement”), i vida T_{i0}(ξ) = T_{0,−i}(−ξ) = e + ξe_{i0} − 2ξe_{0,−i} − ξ^2e_{i,−i}, esli rovno odin iz indeksov i, j raven 0 ( ffto – “korotkiæ kornevoæ unipotentnyæ fflement”). RazumeetsØ, fflementy vtorogo tipa mogut voznikat~ tol~ko, esli n neqetno (v sisteme korneæ tipa D_ℓ vse korni dlinnye). Inogda udobno sqitat~, qto T_{i,−i}(ξ) = e. Meßdu fflementarnymi ortogonal~nymi transvekciØmi ime- ¸tsØ horoxo izvestnye kommutacionnye sootnoxeniØ, ØvlØ¸wiesØ qastnym sluqaem kommutacionnoæ formuly Xevalle ([43, 50]). Ukaßem, kak konkretno oni vyglØdØt. Pri fftom dlØ dvuh fflementov x, y gruppy G qerez [x, y], kak obyqno, oboznaqaetsØ ih kommutator xyx^{−1}y^{−1}. Esli vse xest~ indeksov ±i, ±j, ±h poparno razliqny, to [ T_{ij} (ξ), T_{jh}(ζ) ] = T_{ih}(ξζ), (2) [ T_{i0}(ξ), T_{0h}(ζ) ] = T_{ij}(2ξζ), (3) [ T_{ij} (ξ), T_{j0}(ζ) ] = T_{i0}(ξζ)T_{i,−j} (ξζ^2). (4)

Pereqislennye vyxe formuly – ffto prosto kommutacionnaØ formula Xevalle dlØ sledu¸wih sluqaev: dva dlinnyh kornØ, summa kotoryh dlinnyæ koren~; dva korotkih kornØ, summa kotoryh dlinnyæ koren~; dlinnyæ i korotkiæ korni, summa kotoryh koren~. Vo vseh ße ostal~nyh sluqaØh, krome pereqislennyh vyxe (a takße, razumeetsØ, teh, kotorye poluqa¸tsØ iz nih zamenoæ T_{ij}(ξ) na T_{−j,−i}(ξ)), ortogonal~nye transvekcii T_{ij} (ξ) i

T_{hk}(ζ) kommutiru¸t.

Pust~ i ≠ ±j. Vse fflementy T_{ij}(ξ) obrazu¸t podgruppu X_{ij} = { T_{ij}(ξ), ξ ∈ R } , nazyvaemu¸ (fflementarnoæ) kornevoæ unipotentnoæ podgruppoæ, ili, dlØ kratkosti, prosto kornevoæ podgruppoæ. Esli i, j ≠ 0 podgruppa X_{ij} nazyvaetsØ dlinnoæ, a esli i = 0, libo j = 0 – korotkoæ. Podgruppa v SO(n, R), poroßdennaØ vsemi fflementarnymi kornevymi podgruppami X_{ij}, oboznaqaetsØ EO(n, R) i nazyvaetsØ fflementarnoæ podgruppoæ. S toqki zreniØ teorii algebraiqeskih grupp ffto est~ fflementarnaØ gruppa Xevalle E(Φ, R),

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 41 gde Φ – sistema korneæ gruppy Γ. DlØ poleæ i, bolee obwo, dlØ polulokal~nyh i blizkih k nim kolec gruppa EO(n, K) v toqnosti sovpadaet s kommutantom ortogonal~noæ gruppy, oboznaqaemym obyqno qerez Γ^0 = Ω(n, K) i nazyvaemym takße “Ødrom spinornoæ normy” (gruppa Ω(n, K) sostoit iz vseh matric so spinornoæ normoæ 1). V obwem sluqae ffto, koneqno, ne tak, odnako pri n ¿ 5 gruppa EO(n, K) normal~na v GO (n, K) dlØ proizvol~- nogo kommutativnogo kol~ca (qetnomernyæ sluqaæ rassmotren A. A. Suslinym i V. I. Kopeæko [43], sluqaæ n = 5 – V. I. Kopeæko [39], sluqaæ proizvol~noæ neqetnoæ razmernosti – avtorom i Dß. Taddei [68]). Primery pokazyva¸t, qto dlØ n 6 4 ffto, voobwe govorØ, neverno.

Na samom dele vse fflementy, soprØßennye v Γ s T_{ij}(ξ), i ≠ ±j, toße nazyva¸tsØ ortogonal~nymi transvekciØmi – oni ne obØzany bol~xe byt~ fflementarnymi. GovorØt takße ob (unipotentnyh) kornevyh fflementah – dlinnyh ili korotkih, v zavisimosti ot togo, otliqny i i j ot 0, ili odin iz nih raven 0. Toqno tak ße vse podgruppy, soprØßennye s X_{ij}, nazyva¸tsØ dlinnymi ili korotkimi kornevymi podgruppami. Sledu¸wiæ prostoæ fakt pozvolit nam v dal~neæxem poqti vs¸du ograniqivat~sØ vyqisleniØmi tol~ko s dlinnymi kornevymi fflementami. Lemma 1. Pri n ¿ 4 gruppa EO(n, R) poroßdaetsØ soderßawi-

misØ tam dlinnymi kornevymi unipotentnymi fflementami.

Dokazatel~stvo. DlØ qetnogo n dokazyvat~ neqego. PerenosØ v formule (4) dlinnyæ kornevoæ fflement v levu¸ qast~, poluqim predstavlenie korotkogo kornevogo fflementa v vide proizvedeniØ treh dlinnyh kornevyh:

T_{i0}(α) = T_{ij} (1) ( T_{j0}(α)T_{ij} (−1)T_{j0}(−α) ) T_{i,−j}(−α^2), qto i dokazyvaet lemmu. Zametim, qto iz normal~nosti gruppy

EO(n, R) v Γ pri n ¿ 5 vytekaet, qto vse kornevye unipotentnye

fflementy leßat v EO(n, R) i, pofftomu, za iskl¸qeniem gruppy

EO(4, R), gruppa EO(n, R) sovpadaet s gruppoæ, poroßdennoæ vse-

mi dlinnymi kornevymi fflementami.

§2. Seti i svØzannye s nimi gruppy

Otvet na postavlennu¸ zadaqu formuliruetsØ v terminah podgrupp, svØzannyh s set~¸, i seæqas my korotko napomnim,

42 N. A. VAVILOV qto ffto takoe (sm. [2–9, 22, 25, 26, 28] po povodu dal~neæxih detaleæ).

1. Seti i setevye podgruppy. Pust~ snova R – proizvol~- noe kommutativnoe kol~co, a n – natural~noe qislo. Tablica

σ = (σ_{ij}), 1 6 i, j 6 n, idealov σ_{ij} kol~ca R nazyvaetsØ set~¸ idealov v R porØdka n, esli σ_{ir}σ_{rj} ⊆ σ_{ij} dlØ vseh i, j, r. My budem ispol~zovat~ tol~ko D-seti, dlØ kotoryh dopolnitel~no σ_{ii} = R dlØ vseh i. Oboznaqim qerez M (σ) mnoßestvo teh matric a = (a_{ij}) stepeni n nad R, dlØ kotoryh a_{ij} ∈ σ_{ij} dlØ vseh i, j. ˚sno, qto

M (σ) – podkol~co kol~ca M (n, R) vseh kvadratnyh matric stepe-

ni n nad R. EdiniqnaØ matrica e togda i tol~ko togda prinadleßit M (σ), kogda σ ØvlØetsØ D-set~¸. Sovokupnost~ e + M (σ) predstavlØet soboæ mul~tiplikativnu¸ sistemu.

V rabotah Z. I. Boreviqa [2–4] (sm. takße [5–7]) bylo vvedeno sledu¸wee ponØtie. Naibol~xaØ podgruppa polnoæ lineænoæ gruppy G = GL(n, R), soderßawaØsØ v mul~tiplikativnoæ sisteme e + M (σ), nazyvaetsØ setevoæ podgruppoæ v GL(n, R), sootvetstvu¸weæ seti σ, i oboznaqaetsØ G(σ). Takim obrazom, soglasno vvedennomu opredeleni¸, matrica a ∈ G togda i tol~ko togda prinadleßit G(σ), kogda a_{ij} i a^′_{ij} sravnimy s δ_{ij} po modul¸ σ_{ij} dlØ vseh i i j. Odnako na samom dele uslovie na a^′_{ij} zdes~ moßno otbrosit~, t.e. G(σ) = G ∩ (e + M (σ)), sm. po fftomu povodu [3, 5– 9]. Na mnoßestve vseh seteæ σ nad R fiksirovannogo porØdka n vvoditsØ otnoxenie qastiqnogo porØdka. Imenno, pixem σ 6 τ , esli σ_{ij} ⊆ τ_{ij} pri vseh i, j.

Set~ σ = (σ_{ij}), 1 6 i, j 6 1, idealov v R porØdka n nazyvaetsØ simplektiqeskoæ, esli σ_{ij} = σ_{−j,−i} dlØ vseh i, j, i ortogonal~noæ, esli, krome togo, σ_{i,−i} = Σσ_{ij}σ_{j,−i}, 1 6 j 6 n, j ≠ ±i, (5) dlØ vseh i (sm. [32, 69, 25, 26, 22]). Ortogonal~naØ set~ σ opredelØet ortogonal~nu¸ setevu¸ podgruppu Γ(σ) v gruppe Γ = GO (n, R) po formule Γ(σ) = Γ ∩ G(σ). Qerez N_Γ(σ) oboznaqaetsØ normalizator Γ(σ) v Γ. Daße b&ol~xu¸ rol~, qem sama gruppa Γ(σ), v dal~neæxem budet igrat~ fflementarnaØ (ortogonal~naØ) setevaØ podgruppa E_Γ(σ), poroßdennaØ vsemi soderßawimisØ v Γ(σ) fflementarnymi kornevymi fflementami: E_Γ(σ) = ⟨ T_{ij}(ξ), ξ ∈ σ_{ij}, i ≠ ±j ⟩,

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 43 gde, kak obyqno, dlØ podmnoßestva X v gruppe G qerez ⟨ X ⟩ oboznaqaetsØ poroßdennaØ im podgruppa.

Vse ffti opredeleniØ soglasovany s obwimi opredeleniØmi seti i setevoæ podgruppy v gruppah Xevalle, sm., v qastnosti, [69, 70, 11, 31, 15]. Napomnim, qto ffto obwee opredelenie sostoit v sledu¸wem. Pust~ Φ – privedennaØ sistema korneæ. Togda set~ idealov v R tipa Φ – ffto takoæ nabor σ = (σ_α), α ∈ Φ, idealov

σ_α v R, qto σ_ασ_β ⊆ σ_{α+β} kaßdyæ raz kak α, β ∈ Φ takovy, qto α + β ∈ Φ. V citirovannyh rabotah daetsØ takße konstrukciØ

neskol~kih grupp, svØzannyh s setØmi tipa Φ.

V sluqae, kogda R = K – pole, D-seti idealov sootvetstvu- ¸wego tipa nahodØtsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii s zamknutymi podmnoßestvami korneæ v sootvetstvu¸weæ sisteme korneæ. A imenno, D-seti porØdka ℓ + 1 ffto, po suwestvu, to ße samoe, qto zamknutye mnoßestva korneæ v sisteme korneæ tipa A_ℓ; simplektiqeskie D-seti porØdka 2ℓ otveqa¸t zamknutym mnoßestvam korneæ v C_ℓ; a ortogonal~nye D-seti porØdkov 2ℓ + 1 i 2ℓ – zamknutym podmnoßestvam korneæ v sistemah korneæ tipov

B_ℓ i D_ℓ.

Opixem, kak ustanavlivaetsØ ffto sootvetstvie dlØ ortogonal~nogo sluqaØ. Pust~ e_1, . . . , e_ℓ – ortonormirovannyæ bazis ℓmernogo evklidova prostranstva nad R. Togda v kaqestve sistemy Φ tipov D_ℓ i B_ℓ moßno vzØt~, sootvetstvenno,

D_ℓ = { ±e_i ± e_j , 1 6 i ≠ j 6 ℓ } , B_ℓ = { ±e_i ± e_j , ±e_i, 1 6 i ≠ j 6 ℓ } . Esli teper~ S – zamknutoe podmnoßestvo v Φ, to emu moßno sopostavit~ ortogonal~nu¸ set~ sledu¸wim obrazom. Poloßim

σ_{ij} = σ_{−j,−i} = K, esli imeet mesto odin iz treh sledu¸wih slu-

qaev:

i) 1 6 i ≠ j 6 ℓ i e_i − e_j ∈ S,

ii) 1 6 i 6 ℓ, −ℓ 6 j 6 −1, i ≠ ±j i e_i + e_j ∈ S, iii) −ℓ 6 j 6 −1, 1 6 i 6 ℓ, i ≠ ±j i −e_i − e_j ∈ S. DlØ vseh ostal~nyh i ≠ ±j poloßim σ_{ij} = σ_{−j,−i} = 0. Nam ostalos~ vzØt~ σ_{ii} = K i naæti σ_{i,−i} iz ravenstva (5). 2. OtnoxeniØ ffkvivalentnosti na I. Pust~ ν – otnoxenie ffkvivalentnosti na mnoßestve indeksov I. Esli i i j ffkviva-

44 N. A. VAVILOV lentny otnositel~no ν, to my pixem i^ν∼ j ili prosto i ∼ j, esli Øsno, o kakoæ ffkvivalentnosti idet req~. V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ tol~ko samosoprØßennye otnoxeniØ ffkvivalentnosti na mnoßestve I, t.e. takie, dlØ kotoryh iz togo, qto

i ∼ j dlØ nekotoryh i, j ∈ I, sleduet, qto −i ∼ −j. DlØ samoso-

prØßennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ν kaßdomu klassu ffkvivalentnosti C s predstavitelem i sootvetstvuet soprØßennyæ klass ffkvivalentnosti −C s predstavitelem −i. Takim obrazom, vse klassy ffkvivalentnosti razbiva¸tsØ na dva klassy: samosoprØßennye, dlØ kotoryh −C = C i nesamosoprØßennye, dlØ kotoryh −C ∩ C = ?. ˚sno, qto porØdki soprØßennyh klassov C i −C ravny, a porØdki vseh samosoprØßennyh klassov C = −C, krome togo iz nih, kotoryæ soderßit 0, qetny.

Pust~ ±I_1, . . . , ±I_t – vse nesamosoprØßennye klassy ffkvivalentnosti ν, porØdkov n_1, . . . , n_t sootvetstvenno, a I_{t+1}, . . . , I_m – samosoprØßennye klassy porØdkov n_{t+1}, . . . , n_m, priqem 0 ∈ I_m, esli n neqetno. Poloßim

ℓ_i = { n_i − 1, 1 6 i 6 t,

[n_i/2], t + 1 6 i 6 m. (6) Nabor qisel (n_1, . . . , n_t, ℓ_{t+1}, . . . , ℓ_m) obrazuet razbienie qisla ℓ, t.e. n_1 + . . . + n_t + ℓ_{t+1} + . . . + ℓ_m = ℓ. Oboznaqim qerez h(ν) naimen~xiæ iz porØdkov n_1, . . . , n_m. DlØ sovsem malen~kih d nam ponadobitsØ nebol~xaØ modifikaciØ usloviØ h(ν) ¿ d, kotoraØ dolßna uqest~, qto s toqki zreniØ dlinnyh kornevyh fflementov gruppy SO(n, R), n 6 4, ustroeny ploho: v SO(2, R) i SO(3, R) ih net vovse, a v SO(4, R) l¸bye dve razliqnye kornevye podgruppy libo protivopoloßny, libo ortogonal~ny. Pofftomu budem pisat~ h^∗(ν) ¿ 2, esli n_1, . . . , n_t ¿ 2 i n_{t+1}, . . . , n_m ¿ 4 i h^∗(ν) ¿ 3, esli n_1, . . . , n_t ¿ 3 i n_{t+1}, . . . , n_m ¿ 5. ˚sno, qto uslovie h(ν) ¿ 5 vleqet uslovie h^∗(ν) ¿ 3, a ono, v svo¸ oqered~, vleqet uslovie h(ν) ¿ 3.

Oboznaqim qerez E_Γ(ν) podgruppu v Γ, poroßdennu¸ vsemi ortogonal~nymi transvekciØmi vida T_{ij}(ξ), ξ ∈ R, i ∼ j, i ≠ j. Imeem E_Γ(ν) ∼= E(n_1, R) × . . . × E(n_t, R) × EO ( n_{t+1}, R ) × . . . × EO ( n_m, R ) . Takim obrazom, vvedennaØ podgruppa sovpadaet s fflementarnoæ gruppoæ Xevalle E(Δ, R) nekotorogo tipa Δ, vloßennoæ v Γ re-

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 45 gulØrno v smysle Dynkina, t.e. tak, qto korni perehodØt v korni. Pri fftom

Δ = A_ℓ1 + . . . + A_ℓt + D_ℓt+1 + . . . + D_ℓm ,

esli n = 2ℓ qetno, i

Δ = A_ℓ1 + . . . + A_ℓt + D_ℓt+1 + . . . + D_ℓm�1 + B_ℓm ,

esli n = 2ℓ + 1 neqetno, gde znaqeniØ ℓ_i opredelØ¸tsØ po ν pri pomowi formuly (6). Kak oqen~ horoxo izvestno, [33], pereqislennymi vyxe sistemami korneæ isqerpyva¸tsØ vse podsistemy v sistemah korneæ tipov D_ℓ i B_ℓ, sootvetstvenno, rassmatrivaemye s toqnost~¸ do soprØßennosti pri pomowi fflementov gruppy VeælØ. Pri fftom nußno razliqat~ sistemy A_3 i D_3,

D_2 i A_1 + A_1 i sqitat~, qto A_0 = B_0 = D_1 = ? – pustaØ sistema

korneæ. Uslovie h(ν) ¿ 5 oznaqaet, qto v fftom razloßenii ne vstreqa¸tsØ slagaemye tipov A_0, A_1, A_2, A_3, D_1, D_2, B_0 i B_1; uslovie ße h^∗(ν) ¿ 3 dopuskaet naliqie tipov A_2 i A_3.

SvØßem s samosoprØßennym otnoxeniem ffkvivalentnosti ν na mnoßestve indeksov I set~ [ν] porØdka n, polagaØ

[ν]_{ij} = { R, i ∼ j, 0, i ≁ j. �ta set~ ØvlØetsØ simplektiqeskoæ v silu samosoprØßennosti ν. Esli, krome togo, ν ne soderßit dvuhfflementnyh klassov vida

{i, −i} (naprimer, esli h^∗(ν) ¿ 2 ili h(ν) ¿ 3), to ffta set~ ØvlØ-

etsØ ortogonal~noæ, a tol~ko qto vvedennaØ gruppa E_Γ(ν) – ffto v toqnosti fflementarnaØ setevaØ gruppa, sootvetstvu¸waØ seti [ν]. SetevaØ podgruppa Γ([ν]) budet oboznaqat~sØ takße qerez

Γ(ν). ˚sno, qto ona poluqaetsØ iz E_Γ(ν) dobavleniem nekotoryh

matric iz sledu¸wego prØmogo proizvedeniØ:

GL(n_1, R) × . . . × GL(n_t, R) × GO ( n_{t+1}, R ) × . . . × GO ( n_m, R ) . Pust~ σ – l¸baØ ortogonal~naØ D-set~ σ porØdka n. Opredelim na I otnoxenie ffkvivalentnosti ν_σ, polagaØ i i j ffkvivalentnymi otnositel~no ν_σ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda

σ_{ij} = σ_{ji} = R. Iz togo, qto set~ σ simplektiqeskaØ, sledu-

et, qto ν_σ – samosoprØßennoe otnoxenie ffkvivalentnosti, a tak kak, krome togo, σ – ortogonal~na, to ν_σ ne soderßit samosoprØßennyh dvuhfflementnyh klassov. ˚sno, qto [ν_σ] 6 σ, tak qto

46 N. A. VAVILOV

E_Γ(ν_σ) 6 E_Γ(σ) i Γ(ν_σ) 6 Γ(σ). Pri fftom ν_σ – samoe gruboe otno-

xenie ffkvivalentnosti ν takoe, qto [ν] 6 σ. Poloßim h(σ) = h(ν_σ) i h^∗(σ) = h^∗(ν_σ ). Oqevidno, qto esli i ∼ r i j ∼ s otnositel~no

ν_σ, to σ_{ij} = σ_{rs}.

3. Vspomogatel~nye utverßdeniØ. Teper~ my naqnem izuqenie podgrupp v Γ = GO (n, R), soderßawih gruppu E_Γ(ν) dlØ takogo samosoprØßennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ν na I, qto

h^∗(ν) ¿ 3. Sformuliruem, preßde vsego, dva vspomogatel~nyh

utverßdeniØ, kotorye budut igrat~ vaßnu¸ rol~ v dokazatel~- stve osnovnyh rezul~tatov. �ti utverßdeniØ moßno naæti v rabote [20, predloßeniØ 1 i 2], i my ne budem vosproizvodit~ ottuda dostatoqno gromozdkie detali vyqisleniæ, a ograniqimsØ lix~ nekotorymi zameqaniØmi po povodu ih dokazatel~stv. Preßde vsego svØßem s kaßdoæ podgruppoæ H ¿ E_Γ(ν) nekotoru¸ ortogonal~nu¸ set~.

Lemma 2. Pust~ R – proizvol~noe kommutativnoe kol~co takoe,

qto 2 ∈ R^∗. Togda dlØ l¸boæ podgruppy H v Γ = GO (n, R), soderßaweæ gruppu E_Γ(ν) dlØ takogo samosoprØßennogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti ν na I, qto h^∗(ν) ¿ 3, suwestvuet edinstvennaØ naibol~xaØ ortogonal~naØ set~ σ takaØ, qto E_Γ(σ) 6 H.

DlØ dokazatel~stva nußno poloßit~ σ_{ii} = R i σ_{ij} = { ξ ∈ R | T_{ij}(ξ) ∈ H } , i ≠ ±j, a additivnye podgruppy σ_{i,−i} opredelit~ ravenstvom (5). Togda iz kommutacionnyh formul (2)–(4) dlØ ortogonal~nyh transvekciæ neposredstvenno vytekaet, qto vse σ_{ij} ØvlØ¸tsØ idealami v R. To, qto tak opredelennyæ nabor σ = (σ_{ij} ) idealov v R obrazuet ortogonal~nu¸ set~, takße moßet byt~ vyvedeno iz formul (2)–(4) i na drugom Øzyke dokazano v [12]. ˚sno, qto σ – naibol~- xaØ set~, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ E_Γ(σ) 6 H. Postroennu¸ vyxe set~ σ budem nazyvat~ set~¸, associirovannoæ s podgruppoæ H.

Zameqanie. Postroenie associirovannoæ seti est~ odno iz teh mest, gde suwestvennu¸ rol~ igraet obratimost~ dvoæki dlØ neqetnogo n. Esli 2 /∈ R^∗, to iz formuly (3) moßno vyvesti lix~, qto 2σ_{i0}σ_{0j} ⊆ σ_{ij} i, znaqit, nabor σ = (σ_{ij}) obrazuet ne set~ idealov, a lix~ kvaziset~ [12].

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 47 Sledu¸wee utverßdenie dokazyvaetsØ toqno tak ße, kak lemma 1.

Lemma 3. Pust~ h^∗(σ) ¿ 3. Togda fflementarnaØ setevaØ podgrup-

pa E_Γ(σ) poroßdaetsØ soderßawimisØ v neæ dlinnymi kornevymi fflementami.

Matricy iz Γ(σ) harakterizu¸tsØ prostymi sravneniØmi na kofffficienty. Seæqas my vosproizvedem analogiqnu¸ harakterizaci¸ matric iz setevogo normalizatora N_Γ(σ).

Lemma 4. Pust~ R – kommutativnoe kol~co takoe, qto 2 ∈ R^∗,

a σ = (σ_{ij}) – ortogonal~naØ set~ idealov nad R, priqem h^∗(σ) ¿ 3. V fftom sluqae matrica a = (a_{ij} ) ∈ Γ s obratnoæ matriceæ a^{−1} = (a^′_{ij}) prinadleßit N_Γ(σ) togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo nabora indeksov i, j, r, s vypolneno vkl¸qenie a_{ir}σ_{rs}a^′_{rs} ⊆ σ_{ij}. (7) UsloviØ (7) dlØ vseh naborov indeksov ffkvivalentny tem ße usloviØm dlØ teh naborov, v kotoryh r ≠ ±s, i ≠ ±j.

To, qto matrica, udovletvorØ¸waØ vkl¸qeniØm (7), prinadleßit N_Γ(σ), oqevidno. Obratno, pust~ aE_Γ(σ)a^{−1} 6 Γ(σ). Togda vkl¸qeniØ (7) dlØ r ≠ ±s, i ≠ ±j vyvodØtsØ iz setevyh usloviæ na kofffficienty matric aba^{−1} ∈ Γ(σ), gde b ∈ E_Γ(σ), a ostal~nye vkl¸qeniØ proverØ¸tsØ formal~nymi vykladkami, ispol~zu¸- wimi ortogonal~nost~ matricy a i seti σ. Zametim, qto ffto rassußdenie, v qastnosti, pokazyvaet, qto N_Γ(E_Γ(σ)) 6 N_Γ(σ).

§3. �lementy kornevogo tipa

K soßaleni¸, kornevye fflementy, o kotoryh xla req~ v §1, nedostatoqny dlØ naxih celeæ. Central~nu¸ rol~ v naxih vyqisleniØh budut igrat~ fflementy bolee obwego vida – tak nazyvaemye ortogonal~nye transvekcii ili fflementy kornevogo tipa. Seæqas my napomnim ih opredelenie i ustanovim nekotorye svoæstva, neobhodimye v dal~neæxem (sm. [19, 20, 22]).

Naqnem s geometriqeskogo opredeleniØ. Pust~ snova V = R^n – svobodnyæ R-modul~ ranga n s nevyroßdennoæ simmetriqnoæ bilineænoæ formoæ B. Kak i v §1, my otoßdestvim kaßdyæ vektor u iz V s ego stolbcom koordinat, a kaßdyæ ffndomorfizm modulØ

48 N. A. VAVILOV V s ego matriceæ v bazise Vitta e_1, . . . , e_{−1}. Napomnim, qto vektor u nazyvaetsØ izotropnym, esli (u, u) = 0. Inymi slovami, ffto oznaqaet, qto u ∈ u^⊥, gde qerez u^⊥ oboznaqeno mnoßestvo vektorov iz V , ortogonal~nyh k u, t.e. u^⊥ = {v ∈ V | (u, v) = 0}. Pust~ teper~ u – izotropnyæ vektor, v ∈ u^⊥ – ortogonal~nyæ k u vektor, ξ ∈ R – skalØr. Sopostavim im lineænoe preobrazovanie

T_{u,v}(ξ) modulØ V , opredelennoe formuloæ T_{u,v}(ξ)x = x − ξ(u, x)v + ξ(v, x)u − 1 2 ξ^2(v, v)(u, x)u, (8) gde x ∈ V . ˚sno, qto ffto preobrazovanie obratimo i obratnoe k nemu ravno T_{u,v}(−ξ). Sledu¸wee utverßdenie proverØetsØ neposredstvennym vyqisleniem.

Lemma 5. DlØ vseh u, v ∈ V , ξ ∈ R takih, qto (u, u) = (u, v) = 0,

preobrazovanie T_{u,v}(ξ) prinadleßit SO(n, R).

Oqevidno, qto T_{u,u}(ξ) = e i T_{u,v}(ξ) = T_{v,u}(−ξ) = T_{u,v}(ξ). Vmesto T_{u,v}(1) obyqno pixut prosto T_{u,v}. PreobrazovaniØ T_{u,v}(ξ) takße qasto nazyva¸tsØ ortogonal~nymi transvekciØmi. Nekotorye avtory ispol~zu¸t termin transvekcii �æhlera–ZigelØ– Diksona ili, korotko ESD-transvekcii. DlØ konformnosti s rabotami avtora i E. B. Plotkina o stroenii grupp Xevalle nad kommutatinymi kol~cami, v kotoryh rassmatriva¸tsØ analogiqnye preobrazovaniØ dlØ vseh moduleæ VeælØ grupp Xevalle, my budem nazyvat~ ih fflementami kornevogo tipa. V naxem sluqae req~ idet prosto o estestvennom predstavlenii ortogonal~noæ gruppy. Preobrazovanie T_{u,v}(ξ) nazyvaetsØ fflementom dlinnogo kornevogo tipa, esli vektor v takße izotropen, i korotkogo kornevogo tipa v protivnom sluqae. Podgruppa TO (n, R) v SO(n, R), poroßdennaØ vsemi ESD-transvekciØmi T_{u,v}(ξ), ξ ∈ R,

(u, u) = (u, v) = 0, nazyvaetsØ podgruppoæ �æhlera. DlØ polØ (i

voobwe vsegda na stabil~nom urovne) TO (n, R) sovpadaet s fflementarnoæ podgruppoæ EO(n, R), no, voobwe govorØ, moßet byt~ neskol~ko bol~xe posledneæ.

Iz sledu¸weæ lemmy, kotoraØ proverØetsØ prØmoæ vykladkoæ, vytekaet, v qastnosti, qto podgruppa TO (n, R) normal~na v Γ = GO (n, R). DlØ fflementa g ∈ Γ zdes~, kak i v §1, qerez λ oboznaqaetsØ sootvetstvu¸wiæ mul~tiplikator (1). Lemma 6. DlØ l¸bogo g ∈ GO (n, R) spravedliva formula gT_{u,v}(ξ)g^{−1} = T_{gu,gv}(λ^{−1}ξ). (9)

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 49 �lementarnye ortogonal~nye transvekcii poluqa¸tsØ v fftih oboznaqeniØh sledu¸wim obrazom. Voz~mem u = e_i, v = e_{−j} . Togda neposredstvenno vyqislenie ubeßdaet nas v tom, qto

T_{u,v}(ξ) = T_{ij} (ξ). Napomnim, qto v §1 my nazyvali kornevymi fflementami vse soprØßennye s fflementarnymi kornevymi unipotentami. Lemma 6 oznaqaet, v qastnosti, qto kaßdyæ kornevoæ fflement ØvlØetsØ fflementom kornevogo tipa. Obratnoe neverno. V samom dele, preobrazovaniØ korotkogo kornevogo tipa suwestvu¸t i dlØ qetnogo n, kogda net korotkih korneæ – ffto pokazyvaet, qto fflementov kornevogo tipa suwestvenno bol~xe, qem kornevyh fflementov. Bolee togo, kak my skoro ubedimsØ, esli kol~co R ne ØvlØetsØ kol~com Bezu, klass fflementov dlinnogo kornevogo tipa vsegda xire klassa dlinnyh kornevyh fflementov. Na samom dele, vse naxi dokazatel~stva kak raz i osnovany na ispol~zovanii fflementov kornevogo tipa, ne ØvlØ¸wihsØ kornevymi.

VernemsØ teper~ k matriqnoæ zapisi. DlØ stolbca u ∈ R^n oboznaqim qerez ~u ∈^nR = (R^n)^∗ stroqku, ravnu¸ (gu)^t, gde, kak obyqno, g = f_n, esli n = 2ℓ qetno, i g = F_n, esli n = 2ℓ + 1 neqetno. �to oznaqaet, qto i-Ø koordinata ~u_i stroki ~u ravna (−i)- koordinate u_{−1} stolbca u pri i ≠ 0, a ~u_0 = 2u_0. SravnivaØ ffti oboznaqeniØ s opredeleniem skalØrnogo proizvedeniØ na V =

R^n, vidim, qto (u, v) = ~vu. V sledu¸weæ lemme opredelØetsØ

matriqnyæ vid fflementov kornevogo tipa.

Lemma 7. Pust~ ~uu = ~vu = 0. V bazise Vitta e1, . . . , e−1 ortogo-

nal~naØ transvekciØ T_{u,v}(ξ) zadaetsØ matriceæ T_{u,v}(ξ) = e + uξ~v − vξ~u − 1 2 uξ^2~vv~u. (10) V qastnom sluqae fflementov dlinnogo kornevogo tipa ffta formula prevrawaetsØ v formulu T_{u,v}(ξ) = e + uξ~v − vξ~u. (11) Napomnim, qto zdes~ ~uu = ~vu = ~vv = 0. Pust~ teper~ b = T_{u,v}(ξ) – nekotoryæ fflement dlinnogo kornevogo tipa iz Γ. Seæqas my ustanovim nekotorye zavisimosti meßdu ego matriqnymi kofffficientami, kotorye budut igrat~ vaßnu¸ rol~ v dal~neæxih vyqisleniØh. Vse oni srazu vyteka¸t iz formuly (11) i opredeleniØ stroki ~u.

50 N. A. VAVILOV

Lemma 8. Pri vseh i ≠ j imeet mesto ravenstvo b^′_{ij} = −bij . Esli,

krome togo, i, j ≠ 0, to b_{ij} = −b_{−j,−i}. V qastnosti, b_{i,−i} = 0 dlØ vseh i ≠ 0.

Lemma 9. DlØ l¸byh qetyreh poparno razliqnyh indeksov i, j, h,

k ime¸t mesto ravenstva b_{ih} b_{ik} − b_{ik}b_{ih} = b_{i,−j}b_{−h,k}. Lemma 10. DlØ l¸bogo h ≠ 0, ±j, −i imeet mesto ravenstvo b_{ij} = b_{ij}b^′_{hh} − b_{ih}b^′_{hj} + b_{i,−h}b^′_{−h,j}. VernemsØ teper~ snova k oboznaqeniØm naqala paragrafa.

Sledu¸waØ lemma srazu vytekaet iz opredeleniØ fflementov T_{u,v}(ξ). Lemma 11. Pust~ u, v, w – tri izotropnyh vektora takie, qto (u, v) = (u, w) = 0. Togda T_{u,v}(ξ)T_{u,w}(ξ) = T_{u,ξv+ζw}(1). Napomnim teper~, qto podmodul~ U v V nazyvaetsØ vpolne izotropnym, esli on celikom sostoit iz izotropnyh vektorov. Tak kak 2 ∈ R^∗, ffto uslovie ffkvivalentno tomu, qto (u, v) = 0 dlØ l¸byh u, v ∈ U . Seæqas my postroim nekotorye special~- nye fflementy kornevogo tipa, ØvlØ¸wiesØ osnovoæ vseh naxih vyqisleniæ.

Lemma 12. Pust~ vektory u, v, w poroßda¸t vpolne izotropnyæ

podmodul~. Togda dlØ l¸byh α, β, γ ∈ R proizvedenie b = T_{u,v}(α)T_{u,w}(β)T_{v,w} (γ) ØvlØetsØ fflementom kornevogo tipa.

Dokazatel~stvo. Neposredstvennoe vyqislenie, ispol~zu¸wee lemmu 11, pokazyvaet, qto b = T_{x,y}, gde x = u + v + w, a y = ( (α + β − γ)u + (α − β + γ)v + (−α + β + γ)w ) /2. V qastnosti, moßno primenit~ fftu lemmu k sluqa¸, kogda

u = e_i, v = e_{ij} , w = e_{−h} i zakl¸qit~, qto, esli vse xest~ in-

deksov ±i, ±j, ±h razliqny, to proizvedenie T_{ij}(α)T_{ih}(β)T_{−jh}(γ) ØvlØetsØ fflementom dlinnogo kornevogo tipa dlØ l¸byh α, β,

γ ∈ R. My ne budem ob¨ØsnØt~ zdes~ ni togo, qto ffto znaqit s

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 51 toqki zreniØ geometrii kornevyh podgrupp, ni razliqnyh obobweniæ lemmy 11. Ob fftom moßno proqest~ v serii stateæ avtora i E. B. Plotkina [76]. Zametim lix~, qto fflement, postroennyæ v lemme 12, zavedomo ne ØvlØetsØ kornevym, esli ideal, poroßdennyæ α, β i γ ne glavnyæ. �to znaqit, qto dlØ togo, qtoby kaßdyæ fflement dlinnogo kornevogo tipa byl kornevym, po kraæneæ mere neobhodimo, qtoby R bylo kol~com Bezu. Bolee togo, dlØ gruppy SO(6, R) ffto uslovie ne ØvlØetsØ dostatoqnym, a nußny ewe bolee ßestkie usloviØ tipa odnorØdnosti.

§4. Vkl¸qenie v normalizator

V fftom paragrafe budet dokazan glavnyæ rezul~tat nastoØweæ raboty. Naqnem s dvuh vspomogatel~nyh utverßdeniæ, otnosØwihsØ k izvleqeni¸ fflementarnyh ortogonal~nyh transvekciæ. Sledu¸waØ lemma dokazyvaetsØ fflementarnoæ, hotØ i dovol~- no utomitel~noæ proverkoæ. Po suwestvu ona sovpadaet s lemmoæ 9 raboty [20]. Pravda, tam trebovalos~, qtoby b byl dlinnym kornevym fflementom, no faktiqeski ispol~zovalis~ lix~ ego svoæstva, vyraßaemye lemmami 8–10.

Lemma 13. Pust~ h(ν) ¿ 5 i b – fflement dlinnogo kornevogo tipa,

leßawiæ v gruppe H ¿ E_Γ(ν). Pust~, dalee, h, p, q – tri ffkvivalentnyh indeksa takih, qto vse xest~ qisel ±h, ±p, ±q razliqny. Predpoloßim, qto b_{ij} = δ_{ij} dlØ vseh i ≠ h, −p, −q i j ≠ −h, p, q. Togda dlØ l¸bogo i ∼ h imeem b_{ip}, b_{iq} ∈ σ_{ih}.

Kak my uvidim niße, uslovie na ν v fftoæ lemme ne moßet byt~, voobwe govorØ, oslableno daße v sluqae, kogda R = K – pole. Sledu¸waØ lemma predstavlØet soboæ duxu dokazatel~- stva. Posle fftogo teorema poluqaetsØ qisto formal~nymi vykladkami.

Lemma 14. Pust~ h(ν) ¿ 5 i b – fflement dlinnogo kornevogo tipa,

soderßawiæsØ v gruppe H ¿ E_Γ(ν). Pust~, dalee, h, p, q – tri ffkvivalentnyh indeksa takih, qto vse xest~ indeksov ±h, ±p, ±q poparno razliqny. Togda dlØ l¸byh α, β ∈ R takih, qto αb_{ph} + βb_{qh} = 0 spravedlivy vkl¸qeniØ b_{ih}α, b_{ih}β ∈ σ_{ih}.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim matricu c = bThp(α)Thq (β)b^{−1}, prinadleßawu¸ H vmeste s b. Po lemme 11 ffto fflement dlinnogo kornevogo tipa. Vyqislenie, ispol~zu¸wee lemmy 8–10,

52 N. A. VAVILOV pokazyvaet, qto esli i, −j, h, −p, −q poparno razliqny, to

c_{ij} = δ_{ij} + b_{ij}(αb_{ph} + βb_{qh}). Takim obrazom, pri i ≠ h, −p, −q i j ≠ −h, p, q imeem c_{ij} = δ_{ij}. �to znaqit, qto my moßem primenit~

k matrice c predyduwu¸ lemmu i zakl¸qit~, qto c_{ip}, c_{iq} ∈ σ_{ih}. Ostalos~ zametit~, qto c_{ip} = αb_{ih}, c_{iq} = βb_{ih}.

Teper~ u nas vse gotovo, qtoby dokazat~ osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty.

Teorema. Pust~ R – kommutativnoe kol~co takoe, qto 2 ∈ R^∗, a

ν – ffkvivalentnost~ na mnoßestve indeksov I = {1, . . . , −1}, samosoprØßennaØ i takaØ, qto h(ν) ¿ 5. Togda dlØ kaßdoæ podgruppy H v polnoæ ortogonal~noæ gruppe Γ = GO (n, R), soderßaweæ gruppu E_Γ(ν), ime¸t mesto vkl¸qeniØ

E_Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ),

gde σ – associirovannaØ s podgruppoæ H set~ idealov v R.

Dokazatel~stvo. Pust~ a – nekotoraØ matrica iz H. Voz~mem r,

s ≠ 0, r ≠ ±s, α ∈ σ_{rs}, i rassmotrim dlinnyæ kornevoæ fflement b = aT_{rs}(α)a^{−1}. Naxeæ blißaæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ dokazatel~-

stvo togo, qto b ∈ Γ(σ).

V samom dele, fiksiruem indeksy i i j, i ≁ j. Po kraæneæ mere odin iz nih, skaßem j, soderßitsØ v klasse, soderßawem ewe dva fflementa p, q takih, qto indeksy ±j, ±p, ±q nenulevye i poparno razliqnye. V lemme 14 poloßim α = b_{qh} i β = −b_{ph}. �to dast nam vkl¸qeniØ b_{ih}b_{ph}, b_{ih}b_{qh} ∈ σ_{ih}.

Rassmotrim teper~ dlinnyæ kornevoæ fflement c = bT_{jp}(1)b^{−1}, prinadleßawiæ H vmeste s c. Po tol~ko qto dokazannomu, c_{ip}c_{jp} ∈

σ_{ip}. PrØmoe vyqislenie pokazyvaet, qto c_{ip} = b_{ij} + b_{ip}b_{pj}, c_{jp} = b_{jj} + b_{pp} − 1 + b_{jp}b_{pj}. Po uße dokazannomu, b_{ij}b_{pj} , b_{ip}b_{jp} ∈ σ_{ij} = σ_{ip}

i, znaqit, ( b_{ij} + b_{ip}b_{pj} )( b_{jj} + b_{pp} − 1 ) ∈ σ_{ij}. (12) Zapixem teper~ takoe ße vkl¸qenie dlØ matricy c, pomenØv mestami j i p. UqityvaØ, qto c_{ij} = b_{ij}b_{pj} ∈ σ_{ij}, poluqim c_{ip} ( c_{jj} + c_{pp} − 1 ) ∈ σ_{ij} ili, qto to ße samoe, ( b_{ij} + b_{ip}b_{pj} )( 1 + b_{pj}(b_{jj} + b_{pp}) ) ∈ σ_{ij}. SravnivaØ ffto vkl¸qenie s (12), poluqaem b_{ij} + b_{ip}b_{pj}(1 + b_{pj} ) ∈

σ_{ij}. Snova podstaviv s¸da c i vspomniv, qto c_{ij} ∈ σ_{ij}, poluqim

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 53

c_{ip} = b_{ij} +b_{ip}b_{pj} ∈ σ_{ij}. RazumeetsØ, rassmatrivaØ vmesto matricy c

matricu f = bT_{pj} (1)b^{−1}, my toqno tak ße dokaßem, qto b_{ip}+b_{ij}b_{jp} ∈

σ_{ij}. Tem samym, b_{ij} +b_{ip}b_{pj} sravnimo s b_{ij} −b_{ij} b_{jp}b_{pj} po modul¸ σ_{ij}.

Tak kak b_{ij}b_{pj} ∈ σ_{ij} po uße dokazannomu, to i b_{ij} ∈ σ_{ij}. Poskol~ku ffto verno dlØ l¸byh i ≁ j, to b ∈ Γ(σ). Po zameqani¸ posle lemmy 3 ffto i oznaqaet, qto a_{ir} σ_{rs}a^′_{sj} ⊆ σ_{ij} dlØ vseh r, s ≠ 0, r ≠ ±s. My dolßny ewe proverit~, qto vypolneny vkl¸qeniØ a_{ir}αa^′_{0j}

⊆ σ_{ij}, gde α ∈ σ_{r0}. DlØ fftogo my postupim sledu¸wim obrazom.

Voz~mem s ∼ 0, s ≠ 0, ±r, i vmeste s a rassmotrim matricu

b = aT_{s0}(1), takße prinadleßawu¸ H. Togda b^′_{sj} = a^′_{sj} + a^′_{0j} − a^′_{−sj}

i b_{ir} = a_{ir}. Idealy σ_{r0}, σ_{rs}, σ_{r,−s} sovpada¸t meßdu soboæ i, po uße dokazannomu, b_{ir}σ_{r0}b^′_{sj}, a_{ir}σ_{r0}a^′_{sj}, a_{ir} σ_{r0}a^′_{−sj} ⊆ σ_{ij}. Pofftomu i

a_{ir}σ_{r0}a^′_{0j} ⊆ σ_{ij}. Tem samym vypolneny vse vkl¸qeniØ i po lemme

4 imeem a ∈ N_Γ(σ). Tak kak ffto verno dlØ l¸boæ matricy a ∈ H, to H 6 N_Γ(σ). Teorema polnost~¸ dokazana.

Formal~no ffta teorema ØvlØetsØ novoæ daße dlØ sluqaØ, kogda

R = K – pole. Koneqno, dlØ fftogo sluqaØ ona moßet byt~ dosta-

toqno standartnymi rassußdeniØmi vyvedena takße iz opisaniØ neprivodimyh podgrupp ortogonal~noæ gruppy, poroßdennyh dlinnymi konevymi podgruppami. �ta klassifikaciØ byla zaverxena Li Xanqßy [58–60]; ssylki na predxestvu¸wie publikacii B. Stark, U. Kantora i drugih, posvØwennye fftoæ zadaqe, moßno naæti v [63–65, 50, 21]. Teorema 1 obobwaet mnogie rezul~taty, opublikovannye v fftoæ oblasti. Otmetim lix~ nekotorye iz ee priloßeniæ. Iz nee praktiqeski polnost~¸ vyteka¸t rezul~taty rabot O. Kinga [52–55], posvØwennyh maksimal~nosti podgrupp iz klassov Axbahera C_1, C_2 (sm. [44, 55, 57]). RazumeetsØ, v deæstvitel~nosti O. King delaet bol~xe, a imenno, opredelØet toqnye spiski iskl¸qeniæ.

Privedem teper~ primery, pokazyva¸wie, qto uslovie h(ν) 6 5 ne moßet byt~, voobwe govorØ, oslableno daße dlØ sluqaØ polØ. Pust~ vnaqale Γ = GO (8, K), a razbienie ν sostoit iz klassov I^+ i I^−. Togda E_Γ(ν) = SL(4, K). Kak oqen~ horoxo izvestno, v Γ est~ izomorfnaØ Spin(7, K) podgruppa F , soderßawaØ E_Γ(ν). Ona poroßdena E_Γ(ν) i l¸boæ matriceæ vida T_{ih}(1)T_{kj}(1), gde i,

j ∈ I^+ i vse vosem~ fflementov ±i, ±j, ±h, ±k razliqny. ˚sno,

qto v gruppe F net nikakih fflementarnyh ortogonal~nyh transvekciæ, krome teh, kotorye leßat uße v E_Γ(ν). V to ße vremØ F

54 N. A. VAVILOV ne normalizuet E_Γ(ν).

V rabote [9] otmeqeno, qto v lineænom sluqae odin iz klassov razbieniØ ν moßet byt~ odnofflementnym. V naxem sluqae takim mog by byt~ tol~ko klass I_m = {0}. I deæstvitel~no, analiziruØ dokazatel~stvo, legko ubedit~sØ, qto standartnoe opisanie soderßawih E_Γ(ν) podgrupp moßet byt~ poluqeno, esli vse ostal~nye klassy soderßat ne menee 5 fflementov. Kak my tol~ko qto ustanovili, qetyrehfflementnye klassy deæstvitel~- no zapreweny. Pokaßem, qto i trehfflementnye klassy privodØt k iskl¸qeniØm. Pust~ Γ = GO (7, K), a razbienie ν sostoit iz treh klassov I^+ , I^− i {0}. Gruppa E_Γ(ν) izomorfna SL(3, K) i, kak oqen~ horoxo izvestno, v Γ est~ izomorfnaØ G_2(K) podgruppa F , soderßawaØ E_Γ(ν). Imenno, F poroßdena E_Γ(ν) i l¸boæ matriceæ vida T_{ij}(1)T_{k0}(1), gde vse xest~ indeksov ±i, ±j, ±k razliqny, priqem j i k odnogo znaka, a i – drugogo. Snova F ne soderßit nikakih fflementarnyh ortogonal~nyh transvekciæ, krome teh, kotorye leßat uße v E_Γ(ν), no ne normalizuet E_Γ(ν).

Takim obrazom, ocenka h(ν) ¿ 5 ne moßet byt~, voobwe govorØ, ponißena. Odnako, esli my interesuemsØ ne vsemi podgruppami, soderßawimi E_Γ(ν), a tol~ko temi, kotorye soderßat Γ(ν), a kol~co R udovletvorØet nekotorym dopolnitel~nym usloviØm, to situaciØ stanovitsØ zametno prowe. Naprimer, zakl¸qenie teoremy 1 prodolßaet ostavat~sØ vernym dlØ podgrupp, soderßawih Γ(ν), v predpoloßenii h^∗(ν) ¿ 3, esli v R naædetsØ takoæ obratimyæ fflement θ, qto θ^2 − 1 takße obratim. V svØzi s fftim qrezvyqaæno estestvennoæ predstavlØetsØ zadaqa opisaniØ podgrupp, soderßawih E_Γ(ν), dlØ sluqaØ h^∗(ν) ¿ 3. Kak my znaem, oni bol~xe ne obØzany byt~ standartnymi. Avtor rexaetsØ vyskazat~ predpoloßenie, qto privedennye vyxe kontrprimery ØvlØ¸tsØ, po suwestvu, edinstvennymi, t.e. qto zdes~ imeet mesto parastandartnoe opisanie, analogiqnoe poluqennomu v [37] dlØ polnoæ lineænoæ gruppy.

NastoØwaØ rabota napisana v 1990 godu, no po razliqnym priqinam ne byla svoevremenno opublikovana. Ona vosproizvoditsØ zdes~ as is, bez kakih-libo izmeneniæ, za iskl¸qeniem ispravleniØ neskol~kih oqevidnyh opeqatok. V nastoØwee vremØ s ispol~zovaniem rezul~tatov raboty [70] predstavlØetsØ vozmoßnym obobwit~ fftot rezul~tat na giperboliqeskie unitarnye gruppy nad kommutativnym formennym kol~com, snØv pri fftom

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 55 uslovie 2 ∈ R^∗. DlØ analogiqnoæ zadaqi o nadgruppah diagonal~noæ podgruppy nad polulokal~nym formennym kol~com ffto v osnovnom prodelano v nedavnih rabotah E. V. Dybkovoæ [71– 73]. Odnako dokazatel~stva analogiqnyh rezul~tatov v sluqae formennyh kolec s neobratimoæ 2 i netrivial~noæ invol¸cieæ, hotØ i osnovany na teh ße ideØh, qto i dokazatel~stva v nasto- Øweæ rabote, znaqitel~no sloßnee tehniqeski. Pofftomu avtor rexil opublikovat~ dannu¸ rabotu, ob¨ØsnØ¸wu¸ neskol~ko ranee ne publikovavxihsØ vyqislitel~nyh tr¸kov v prosteæxeæ situacii. Otmetim ewe obzor [75] i nedavn¸¸ stat~¸ [74], gde moßno naæti ssylki na publikacii po blizkoæ tematike, po- ØvivxiesØ posle napisaniØ dannoæ raboty.

Literatura

1. �. Artin, GeometriqeskaØ algebra. Nauka, M. (1969). 2. Z. I. Boreviq, O paraboliqeskih podgruppah v lineænyh gruppah nad polulokal~nym kol~com. — Vestn. Leningr. un-ta No. 13 (1976), 16–24.

3. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

4. Z. I. Boreviq, O podgruppah lineænyh grupp, bogatyh transvekciØmi. — Zap. nauqn. semin. LOMI 75 (1978), 22–31.

5. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppe nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. Mat. in-ta im. V. A. Steklova AN SSSR 148 (1978), 43–57.

6. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp, soderßawih gruppu kletoqno diagonal~nyh matric, v polnoæ lineænoæ gruppe nad kol~com. — Izv. VUZov, Matematika No. 11 (1982), 11–15.

7. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad kommutativnym kol~com. — Dokl. AN SSSR 267, No. 4 (1982), 777–778.

8. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Ob opredelenii setevoæ podgruppy. — Zap. nauqn. semin. LOMI 132 (1984), 26–33.

9. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Raspoloßenie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe nad kommutativnym kol~com. — Tr. Mat. in-ta im. V. A. Steklova AN SSSR 165 (1984), 24–42.

10. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, V. Narkeviq, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad dedekindovym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 94 (1979), 13–20.

11. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. gl. IV–VI Mir, M. (1972); gl. VII, VIII (1978).

12. N. A. Vavilov, O paraboliqeskih podgruppah grupp Xevalle nad polulokal~nym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 75 (1978), 43–58.

56 N. A. VAVILOV

13. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta No. 1 (1981), 10–15.

14. N. A. Vavilov, Paraboliqeskie podgruppy grupp Xevalle nad kommutativnym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 116 (1982), 20–43.

15. N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu kletoqno diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta No. 1 (1983), 16–21.

16. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad dedekindovym kol~com arifmetiqeskogo tipa. — Izv. VUZov, Matematika No. 17 (1987), 14–20.

17. N. A. Vavilov, Podgruppy raswepimyh klassiqeskih grupp. Dokt. diss., L. (1987).

18. N. A. Vavilov, Stroenie raswepimyh klassiqeskih grupp nad kommutativnym kol~com. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 299, No. 6 (1988), 1300–1303.

19. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp I, II. — Sib. mat. ßurn. 29, No. 3 (1988), 12–25; Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 42–63.

20. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp nad kol~- com. — Sib. mat. ßurn. 29, No. 4 (1988), 31–43.

21. N. A. Vavilov, Poluprostye kornevye fflementy i troæki unipotentnyh kornevyh podgrupp v gruppah Xevalle. — V kn.: Trudy 10-go Vseso- ¸zn. simp. po teorii grupp. – Voprosy algebry. Vyp. 4, Minsk (1989), ss. 162–173.

22. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh klassiqeskih grupp. — Tr. Mat.

in-ta im. V. A. Steklova AN SSSR 183 (1990), 29–41.

23. N. A. Vavilov, Podgruppy grupp Xevalle, soderßawie maksimal~nyæ tor. — Tr. Leningr. Mat. ob-va 1 (1990), 64–109.

24. N. A. Vavilov, O podgruppah spinornoæ gruppy, soderßawih raswepimyæ maksimal~nyæ tor. — Zap. nauqn. semin. LOMI 191 (1991), 49–75.

25. N. A. Vavilov, E. V. Dybkova, O podgruppah polnoæ simplektiqeskoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric I, II. — Zap. nauqn. semin. LOMI. 103 (1980), 31–47; 132 (1983), 44–56.

26. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, Setevye podgruppy grupp Xevalle. — Zap. nauqn. semin. LOMI. 94 (1979), 40–49; 114 (1982), 62–76.

27. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, A. V. Stepanov, VyqisleniØ v gruppah Xevalle nad kommutativnymi kol~cami. — Dokl AN SSSR 304, No. 4 (1989), 788–791.

28. N. A. Vavilov, A. V. Stepanov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad kol~com, udovletvorØ¸wim usloviØm stabil~nosti. — Izv. VUZov, Matematika No. 10 (1989), 19–25.

29. I. Z. Golubqik, O normal~nyh delitelØh ortogonal~noæ gruppy nad associativnym kol~com s invol¸wieæ. — Uspehi mat. nauk 30, No. 6 (1975), 165.

30. I. Z. Golubqik, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy GLn(R) nad associativnym kol~com R. — Uspehi mat. nauk 39, No. 1 (1984), 125–126.

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 57

31. I. Z. Golubqik, O normal~nyh delitelØh lineænoæ i unitarnoæ grupp nad associativnymi kol~cami. — V kn.: Prostranstva nad algebrami i nekotorye voprosy teorii seteæ. Ufa 1985, ss. 122–142.

32. E. V. Dybkova, O nekotoryh kongruffnc-podgruppah simplektiqeskoæ gruppy. — Zap. nauqn. semin. POMI 64 (1976), 80–91.

33. E. B. Dynkin, Poluprostye podalgebry poluprostyh algebr Li. — Matem. sb. 30, No. 2 (1952), 349–462.

34. ȷ. D~edonne, GeometriØ klassiqeskih grupp. Mir, M. (1974). 35. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — Uspehi mat. nauk 36, No. 5 (1981), 56–107.

36. A. E. Zalesskiæ, Lineænye gruppy. — V kn.: Itogi nauki. Algebra.

TopologiØ. GeometriØ. t. Vyp. 21, M. (1985), ss. 135–182. 37. V. A. Koæbaev, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu fflementarnyh kletoqno-diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta 15 (1982), 169–177.

38. A. S. Kondrat~ev, Podgruppy koneqnyh grupp Xevalle. — Uspehi mat.

nauk 41, No. 1 (1986), 57–96.

39. V. I. Kopeæko, StabilizaciØ simplektiqeskih grupp nad kol~com mnogoqlenov. — Matem. sb. 106, No. 1 (1987), 94–107.

40. A. V. Stepanov, UsloviØ stabil~nosti v teorii lineænyh grupp. Kand.

diss., L. (1987).

41. A. A. Suslin, O strukture special~noæ lineænoæ gruppy nad kol~com mnogoqlenov. — Izv. AN SSSR, Ser. matem. 41, No. 2 (1977), 235–253.

42. A. A. Suslin, Ob odnoæ teoreme Kona. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 127–130.

43. A. A. Suslin, V. I. Kopeæko, Kvadratiqnye moduli i ortogonal~nye gruppy nad kol~cami mnogoqlenov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 71 (1977), 216–250.

44. M. Aschbacher, On the maximal subgroups of the finite classical groups. — Invent.

Math. 76 , No. 3 (1984), 469–514.

45. H. Bass, Clifford algebras and spinor norms over a commutative ring. — Am. J.

Math. 96, No. 1 (1974), 156–206.

46. R. W. Carter, Simple groups of Lie type. London et al., Wiley (1972). 47. R. W. Carter, Finite groups of Lie type: Conjugacy classes and complex characters. London et al., Wiley (1985).

48. A. Hahn, O. T. O’Meara, The classical groups and K-theory. Berlin et al., Springer, 1989.

49. J.-Y. Hée, Groupes de Chevalley et groupes classiques. — Publ. Math. Univ. Paris VII 17 (1984), 1–54.

50. W. Kantor, Subgroups of classical groups generated by long root elements. — Trans. Am. Math. Soc. 248, No. 2 (1979), 347–379.

51. O. H. King, On some maximal subgroups of the classical groups. — J. Algebra 68, No. 1 (1981), 109–120.

52. O. H. King, Maximal subgroups of the special classical groups associated with nonisotropic subspaces of a vector space. — J. Algebra 73, No. 2 (1981), 350–375.

53. O. H. King, Imprimitive maximal subgroups of the orthogonal, special orthogonal, unitary and special unitary groups. — Math. Z. 182, No. 2 (1983), 193–203.

58 N. A. VAVILOV

54. O. H. King, Imprimitive maximal subgroups of the symplectic, orthogonal, and unitary groups. — Geom. Dedic. 15, No. 4 (1984), 339–353.

55. O. H. King, On subgroups of the special linear group containing the special orthogonal group. — J. Algebra 96, No. 1 (1985), 178–193.

56. P. Kleidman, M. Liebeck, A survey of the maximal subgroups of the finite simple groups. — Geom. Dedic. 25 (1988), 375–389.

57. P. Kleidman, M. Liebeck, The subgroup structure of the finite classical groups.

Cambridge Univ. Press (1990).

58. Li Shang Zhi, Maximal subgroups containing root subgroups in finite classical groups. — Kexue Tongbao 29, No. 1 (1984), 14–18.

59. Li Shang Zhi, Maximal subgroups of P Ω(n, F, Q) with root subgroups. — Scientia Sinica, Ser. A 28, No. 8 (1990), 826–838.

60. Li Shang Zhi, Maximal subgroups in classical groups over arbitrary fields. — Proc.

Symp. Pure Math. 47, Part 2 (1987), 487–493.

61. B. R. McDonald, Geometric algebra over local rings. N.Y.-Basel, Marcel Dekker (1976).

62. B. R. McDonald, Linear algebra over commutative rings. N.Y.-Basel, Marcel Dekker (1984).

63. B. S. Stark, Some subgroups of Ω(V ) generated by groups of root type 1. — Illinois J. Math. 17, No. 4 (1973), 584–607.

64. B. S. Stark, Some subgroups of Ω(V ) generated by groups of root type. — J.

Algebra 29, No. 1 (1974), 33–41.

65. B. S. Stark, Irreducible subgroups of orthogonal groups generated by groups of root type 1. — Pacif. J. Math. 53, No. 2 (1974), 611–625.

66. K. Suzuki, On parabolic subgroups of Chevalley groups over local rings. — Tôhoku Math. J. 28, No. 1 (1976), 57–66.

67. K. Suzuki, On parabolic subgroups of Chevalley groups over commutative rings.

— Sci. Repts Tokyo Daigaku A13, Nos. 366–382 (1977), 225–232. 68. G. Taddei, Normalité des groupes élémentaires dans les groupes de Chevalley sur un anneau. — Contemp. Math. 55, Part II (1986), 693–710.

69. N. A. Vavilov, On subgroups of split orthogonal groups in even dimension. — Bull. Acad. Polon. Sci., Ser. sci. math. 29, Nos. 9–10 (1981), 425–429.

70. A. Bak, N. A. Vavilov, Structure of hyperbolic unitary groups. I. Elementary subgroups. — Algebra Colloquium 7, No. 2 (2000), 159–196.

71. E. V. Dybkova, O setevyh podgruppah giperboliqeskih unitarnyh grupp.

— Algebra i Analiz 9, No. 4 (1997), 79–86.

72. E. V. Dybkova, Naddiagonal~nye podgruppy giperboliqeskih unitarnyh grupp nad horoxim formennym kol~com nad polem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1996), 87–96.

73. E. V. Dybkova, Formennye seti i rexetka naddiagonal~nyh podgrupp v simplektiqeskoæ gruppe nad polem harakteristiki 2. — Algebra i Analiz 10, No. 4 (1998), 113–129.

74. A. V. Stepanov, N. A. Vavilov, Decomposition of transvections: a theme with variations. — K-theory 19 (2000), 109–153.

75. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. Proc. Conf. Groups of Lie type and their Geometries (Como–1993). C.U.P. (1995), pp. 233–280.

PODGRUPPY RASWEPIMYH ORTOGONAL^NYH GRUPP 59

76. N. A. Vavilov, E. B. Plotkin, Chevalley groups over commutative rings. I. Elementary calculations. — Acta Appl. Math. 45 (1996), 73–113.

Vavilov N. A. Subgroups of split orthogonal groups over a commutative ring.

We describe subgroups of the split orthogonal group Γ = GO(n, R) of degree n over a commutative ring R such that 2 ∈ R^∗, which contain the elementary subgroup of a regularly embedded semi-simple group F . We show that if the ranks of all irreducible components of F are at least 4, then the description of its overgroups is standard in the sense that for any intermediate subgroup H there exists a unique orthogonal net of ideals such that H lies between the corresponding net subgroup and its normaliser in Γ. A similar result for subgroups of the general linear group GL(n, R) with irreducible components of ranks at least 2 was obtained by Z. I. Borewicz and the present author. We construct examples which show that if F has irreducible components of ranks 2 or 3, then the standard description does not hold. The paper is based on the previous publications by the author, where similar results were obtained in some special cases, but the proof is based on a new computational trick.

Postupilo 21 maØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet