Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 281, 2001 g.

T. B. BelØeva, S. V. Vostokov

SIMVOL GIL^BERTA V POLNOM MNOGOMERNOM POLE. I

Vvedenie

NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ prØmym prodolßeniem rabot [1, 2], v kotoryh byli naædeny Øvnye formuly dlØ simvola Gil~- berta v polnyh mnogomernyh polØh v sluqae neqetnoæ prostoæ harakteristiki poslednego polØ vyqetov. Zdes~ my rassmatrivaem sluqaæ harakteristiki p = 2. �tot sluqaæ poqti vsegda ØvlØetsØ osobym v teorii qisel i daet obyqno mnogo neoßidannyh otkloneniæ. Otmetim, qto znamenityæ kvadratiqnyæ zakon vzaimnosti Gaussa otnositsØ imenno k sluqa¸ p = 2.

Rabota razbivaetsØ na dve qasti. V pervoæ iz nih my izuqaem v osnovnom odnomernyæ sluqaæ polnogo diskretno normirovannogo polØ nulevoæ harakteristiki s soverxennym polem vyqetov harakteristiki 2. (Sluqaæ p ≠ 2 byl razobran v rabotah [3–5, 22].)

V odnomernom sluqae Øvnoe opisanie simvola Gil~berta daet Øvnoe opisanie klassov cikliqeskih p-algebr v gruppe Brauffra ishodnogo polØ, qto ØvlØetsØ prodolßeniem teorii cikliqeskih algebr harakteristiki p, stepeni p^n, razvitoæ takimi matematikami, kak E. Witt, H. Schmid, O. Teichmüller, H. Hasse.

Otmetim dalee, qto hotØ odnomernyæ sluqaæ dlØ p = 2 uße izuqalsØ ranee v rabotah [5, 6], a takße (dlØ formal~nyh grupp, kotorye ØvlØ¸tsØ dalekim obobweniem mul~tiplikativnoæ formal~noæ gruppy) v rabotah [7, 8] (sm., krome togo, dlØ mul~tiplikativnogo sluqaØ upraßneniØ v [9, gl. VII, §2]), tem ne menee, v nastoØweæ rabote ime¸tsØ otliqiØ ot ranee poluqennyh rezul~tatov.

Vo-pervyh, v otliqie ot drugih avtorov (krome Br¸knera) my rassmatrivaem simvol Gil~berta kak sparivanie na K^∗ × K^∗, a

� Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, granty 01-01–00997 i 00-01-00140. 5

6 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

ne tol~ko na parah, u kotoryh odna iz komponent ØvlØetsØ ediniceæ v pole K. Krome togo, poluqennyæ rezul~tat imeet bolee kompaktnu¸ i udobnu¸ dlØ proverki i ispol~zovaniØ formu, qem rezul~tat, poluqennyæ Br¸knerom v rabote [5].

V pervom paragrafe raboty my daem novoe opredelenie simvola Gil~berta, kak otobraßeniØ iz topologiqeskoæ K-gruppy Milnora v gruppu primarnyh fflementov, udovletvorØ¸wego nekotoromu sootnoxeni¸ normirovaniØ, i dokazyvaem edinstvennost~ i, tem samym, ego sovpadenie s simvolom, proishodØwim iz teorii poleæ klassov (sm. §1).

Vo vtorom paragrafe stroitsØ v Øvnom vide sparivanie na mnoßestve K^∗×K^∗ so znaqeniØmi v gruppe primarnyh fflementov, dokazyva¸tsØ osnovnye svoæstva fftogo sparivaniØ i sovpadenie ego s simvolom Gil~berta (§2, p. 11^∘), qto daet dlØ poslednego Øvnu¸ formulu dlØ vseh p. V poslednem punkte fftogo paragrafa my opisyvaem konstruktivnu¸ teori¸ poleæ klassov dlØ kummerovyh rasxireniæ polnogo diskretno normirovannogo polØ pri

p = 2.

V poslednem paragrafe raboty my rassmatrivaem mnogomernyæ sluqaæ, daem vse formulirovki i delaem nabroski dokazatel~stv.

OboznaqeniØ

• K – polnoe n-mernoe pole,

k = K^{(0)}, K^{(1)}, . . . , K^{(n)} = K,

char K = char K^{(n−1)} = . . . = char K^{(s)} = 0, char K^{(s−1)} = p > 0;

• t_1, . . . , t_n – sistema lokal~nyh parametrov polØ K (pod¨emy

prostyh fflementov poleæ vyqetov K^{(i)} v K);

• v = (v_1, . . . , v_n) : K^∗ → Z^{(n)} – normirovanie ranga n v pole

K, gde Z^{(n)} uporØdoqeno sledu¸wim obrazom: (m_1, . . . , m_n) <

(m^′_1, . . . , m^′_n), esli m_n = m^′_n, . . . , m_{i+1} = m^′_{i+1}, no m_i < m^′_i dlØ

nekotorogo i;

• v – odnomernoe normirovanie na K, v = v_n;

• k – poslednee pole vyqetov K, kotoroe predpolagaetsØ soverxennym i ne algebraiqeski zamknutym;

• W = W (k) – kol~co vektorov Vitta polØ k;

• T – pole otnoxeniæ kol~ca W ;

SIMVOL GIL^BERTA 7

• R – sistema predstaviteleæ Teæhm¸llera fflementov polØ k v kol~ce W ;

• Fr – avtomorfizm Frobeniusa v T ; • p = Fr − 1 – operator Kart~e;

• Δ – operator Frobeniusa v kol~ce T {{t_1}} . . .{{t_{n−1}}}((t_n)): (∑ a_r t^{r1}_1 . . . t^{rn}_n )_Δ = (∑ a^{Fr}_r t^{pr1}_1 . . . t^{prn}_n ) (Δ zavisit ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov). My budem ispol~zovat~ dva vida oboznaqeniæ: Δf i f^Δ , imeØ v vidu odno i to ße deæstvie Δ;

• δ = 1 + Δ + Δ^2 + . . . ;

• ζ – pervoobraznyæ koren~ stepeni p^N iz 1 v pole K; • μ_N = ⟨ζ⟩. DlØ fflementa α ∈ K^∗, ime¸wego razloßenie v sisteme lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n: α = at^{r1}_1 . . . t^{rn}_n + . . . , a ∈ W^∗ (zdes~ toqkami oboznaqeny qleny bolee vysokih porØdkov) budem pisat~ α := α(X) = aX^{r1}_1 . . . X^{rn}_n + . . . , gde X_1, . . . , X_n – algebraiqeski nezavisimye nad T peremennye;

• s_m(X) = ζ^{pm} (X) − 1, m > 0; izvestno sravnenie:

s^Δ_m ≡ s_{m−1} mod p^m (1)

(sm. [3, §3, p. 2]);

• s = s_N ; • u = s/s_{N−1} . §1. Opredelenie simvola Gil~berta v polnom mnogomernom pole

1^∘. Pust~ K – polnoe diskretno normirovannoe pole nulevoæ harakteristiki s soverxennym polem vyqetov k harakteristiki p > 0. Predpolagaem, qto K soderßit vse korni stepeni p^N iz 1. Pust~ W = W (k) – kol~co vektorov Vitta i Ω_N – gruppa

p^N -primarnyh fflementov polØ K, t.e. edinic, prisoedinenie

8 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

korneæ stepeni p^N iz kotoryh k pol¸ K daet nerazvetvlennoe rasxirenie.

TeoriØ prostyh central~nyh algebr nad K, razvitaØ v rabotah [10–13], daet vozmoßnost~ stroit~ bilineænoe kososimmetriqeskoe sparivanie

( , ) : K^∗ × K^∗ → Ω_N ,

normirovannoe na pare π, ω (π – proizvol~nyæ prostoæ fflement polØ K, ω ∈ Ω_N ) sootnoxeniem (π, ω) = ω. Poskol~ku sparivanie ( , ) udovletvorØet takße sootnoxeni¸ Steænberga (α, 1 − α) = 1, (α ≠ 0, 1), to korrektno sledu¸wee opredelenie.

Opredelenie 1. Pod simvolom Gil~berta na pole K ponimaem

otobraßenie ( , ) : K^{top}_2 (K) → Ω_N

s sootnoxeniem normirovaniØ (π, ω) = ω dlØ l¸bogo prostogo π iz K i ω ∈ Ω_N .

Zdes~ K^{top}_2 (K) – topologiqeskaØ K-gruppa Milnora (sm. [14–18]).

�to opredelenie soglasuetsØ s obyqnym opredeleniem simvola Gil~berta v sluqae, kogda k – koneqnoe pole. V fftom sluqae nerazvetvlennoe rasxirenie K(^{pN} √ ω)/K imeet kanoniqeskiæ av-

tomorfizm Frobeniusa φ. Opredelim harakter χ na gruppe Ω_N : χ(ω) =^{pN} √ ω^{φ−1} ∈ μ_N , (2)

gde μ_N – gruppa vseh korneæ stepeni p^N iz 1. Togda obyqnyæ simvol Gil~berta ØvlØetsØ bilineænym kososimmetriqeskim sparivaniem na K^∗ so znaqeniØmi v μ_N , kotoroe normirovano sootnoxeniem (π, ω) = χ(ω). 2^∘. Pust~ teper~ K – polnoe n-mernoe pole, k – poslednee pole vyqetov, kotoroe predpolagaem soverxennym i ne p-zamknutym. Pust~, kak i vyxe, K soderßit vse korni stepeni p^N iz 1, i pust~ Ω_N – gruppa p^N -primarnyh fflementov polØ K.

SIMVOL GIL^BERTA 9

Opredelenie 2. Simvolom Gil~berta na K budem nazyvat~ oto-

braßenie ( , . . . , )_N : K^{top}_{n+1}(K) → Ω_N , (3)

normirovannoe sootnoxeniem (t_1, . . . , t_n, ω)_N = ω dlØ l¸bogo nabora lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n polØ K i l¸bogo primarnogo fflementa ω ∈ Ω_N .

Gruppa p^N -primarnyh fflementov Ω_N , soglasno teorii Kummera, sootvetstvuet nerazvetvlennym rasxireniØm Kummera polØ K stepeneæ, delØwih p^N , pofftomu gruppe Ω_N sootvetstvu¸t abelevy rasxireniØ polØ k stepeneæ, delØwih p^N , kotorye, po teorii Vitta, opisyva¸tsØ faktor-gruppoæ W/(p^N W + p(W )), gde

W = W (k) – kol~co vektorov Vitta, i p = Fr − 1 – operator

Kart~e dlØ operatora Frobeniusa Fr (sm. [10]). Tem samym poluqaem izomorfizm

f : Ω_N^∼−→ W/(p^N W + p(W )). (4)

3^∘. V fftom punkte my opixem v Øvnom vide izomorfizm (4). Pust~ t_1, . . . , t_n – sistema lokal~nyh parametrov polØ K, i

X = (X_1 , . . . , X_n) – nabor algebraiqeski nezavisimyh peremen-

nyh nad polem qastnyh kol~ca W (k). �lementu α ∈ K^∗, predstavlennomu v vide

α = at^{a1}_1 t^{a2}_2 . . . t^{an}_n + . . . ,

gde a ∈ W^∗, a toqkami oboznaqeny qleny bolee vysokogo porØdka, postavim v sootvetstvie rØd

α(X) = aX^{a1}_1 X^{a2}_2 . . . X^{an}_n + . . .

(sm. [19, 20]). Pust~ Δ – operator Frobeniusa, deæstvu¸wiæ na kofffficienty rØda, kak obyqnyæ operator Frobeniusa Fr v kol~ce W , a peremennye X_1, . . . , X_n vozvodØwiæ v stepen~ p.

Rassmotrim vzaimno obratnye funkcii E i l, zadavaemye formulami

E(f(X)) = exp ( 1 + Δ p + Δ^2 p^2 + . . . ) (f(X)) l(g(X)) = 1 p log(g^p/g^Δ), (5)

10 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

gde rØdy f i g ime¸t celye kofffficienty iz kol~ca W (k), i rØd

f(X) = c_{(r)} X^{r1}_1 . . . X^{rn}_n + . . . udovletvorØet uslovi¸: (r_1, . . . , r_n) > (0, . . . , 0) (dlØ odnomernogo sluqaØ sm. [3], a dlØ mnogomernogo

sluqaØ sm. [20]).

Predloßenie 1.1. �lement ω(a) = E(a(ζ^{pN} − 1)) | | |_{X=(t1,... ,tn)}, a ∈ W, ØvlØetsØ p^N -primarnym. On ne zavisit, s toqnost~¸ do p^N -yh stepeneæ, ot vybora sistemy lokal~nyh parametrov (t_1, . . . , t_n) polØ K i ot sposoba razloßeniØ kornØ ζ v rØd po lokal~nym uniformizu¸wim. Pri fftom ω(a) ∈ K^{∗pN} ⇐⇒ a ∈ p^N W + p(W ), (6) gruppa Ω_N poroßdena fflementami ω(a) i (t_1, . . . , t_n, ω(a))_N = ω(a) dlØ l¸boæ sistemy lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n.

Dokazatel~stvo. V rabotah [3, 4] (odnomernyæ sluqaæ) i [20] (mnogomernyæ sluqaæ) dokazano, qto ω(a) = H(a)ε^{pN} , ε ∈ K^∗, gde H(a) = E(p^N A l(ζ(X))) | | |_{X=(t1,... ,tn)} (7) i p(A) = a. �lement A pri fftom prinadleßit popolneni¸ kol~ca W (k). Korrektnost~ podstanovok v rØdy i shodimost~ dlØ primarnyh fflementov byli podrobno izuqeny v rabotah [23, 24]. Dalee, v uße upominavxihsØ rabotah [3, 4, 20] pokazano, qto fflement

H(a), a vmeste s nim i ω(a), ØvlØ¸tsØ p^N -primarnymi, qto daet

pervoe utverßdenie naxego predloßeniØ.

Dokaßem teper~ (6). Pust~ T – pole otnoxeniæ kol~ca W =

W (k), togda T (A) leßit v popolnenii nekotorogo Γ-rasxireniØ K_A/K i esli σ – obrazu¸wiæ avtomorfizm fftogo rasxireniØ, to A^σ − A = – ∈ Z_p (8)

SIMVOL GIL^BERTA 11

(sm. [13, str. 180]).

Pust~ H_1(a) = E(A l(ζ)) | | |_{X=(t1,... ,tn)}. Togda ω(a) ∈ Ω^{pN}_N ⇐⇒ H_1(a) ∈ K ⇐⇒ H_1(a)^σ = H_1(a) ⇐⇒ E((A^σ − A)l(ζ)) | | |_{X=(t1 ,... ,tn)} = 1 ⇐⇒ E(l(ζ)) | | | – X=(t_1 ,... ,t_1) = ζ(X) | | | – X=(t_1 ,... ,t_n) = ζ– = 1 ⇐⇒ – ∈ p^N Zp, (9) t.e. A^σ = A + p^N –^′, –^′ ∈ Z_p. Poslednee uslovie oznaqaet, qto

A = a^′ + p^N A^′, gde a^′ ∈ W (k), A^′ ∈ W (k) ∩ T (A).

Pofftomu a = p(A) = p(a^′) + p^N p(A^′) = p(a^′) + p^N b ∈ p^N W (k) + p(W (k)), i my dokazali uslovie (6).

Iz usloviØ (6) i izomorfizma (4) sleduet, qto gruppa

p^N -primarnyh fflementov Ω_N poroßdena fflementami ω(a), a ∈ W .

Pust~ H^′(a) – fflement, poluqennyæ toqno takim ße sposobom, qto i H(a) (sm. (7)), tol~ko libo pri drugoæ sisteme lokal~nyh parametrov, libo pri drugom sposobe razloßeniØ ζ v rØd po fftim parametram.

Pust~ ~K – maksimal~noe nerazvetvlennoe rasxirenie polØ K, sootvetstvu¸wee maksimal~nomu abelevu p-rasxireni¸ poslednego polØ vyqetov k. Togda, po teorii Vitta, imeet mesto izomorfizm

Ω_N^∼−→ Hom Z_p(Gal ( ~K/K), μ_N ) ω → ( τ →^{pN} √ ω^{τ−1} ) . Pri fftom izomorfizme primarnye fflementy H(a) i H^′(a) ime- ¸t odinakovye obrazy. Deæstvitel~no, pust~ τ ∈ Gal ( ~K/K) i τ | |_{KA} = σ^c, c ∈ Z_p, togda soglasno (8), tak ße kak i v (9), poluqa-

em_{pN}√

H(a)^{τ−1} =^{pN} √ H^′(a)^{τ−1} = ζ^c–

i, znaqit, H(a) = H^′(a)η^{pN} , η ∈ K^∗. Poslednee ravenstvo predloßeniØ sleduet iz opredeleniØ simvola Gil~berta. �

12 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

Sledstvie 1. Izomorfizm f (sm. (4)) imeet sledu¸wiæ Øvnyæ vid

f : Ω_N −→ W/(p^N W + p(W )) ω(a) → a. Nam udobnee budet rabotat~ s obrazom simvola Gil~berta v faktor-gruppe W/(p^N W + p(W )), kotoryæ budem oboznaqat~

[ , . . . , ]. Takim obrazom, [ , . . . , ] ØvlØetsØ gomomorfizmom

[ , . . . , ] : K^{top}_{n+1}(K) −→ W/(p^N W + p(W ))

s normirovaniem [t_1, . . . , t_n, ω(a)] = a. Pri fftom [α_1, . . . , α_{n+1}] =

f((α_1, . . . , α_{n+1})).

4^∘. Opredelim teper~ simvol Gil~berta drugim sposobom – s pomow~¸ otobraßeniØ vzaimnosti. Pust~ sperva K – n-mernoe lokal~noe pole (poslednee pole vyqetov – koneqnoe pole). Togda suwestvuet nepreryvnoe i in¨ektivnoe otobraßenie vzaimnosti

Ψ_K : K^{top}_n (K) −→ Gal (K^{ab}/K).

Otobraßenie Ψ_K induciruet izomorfizm

Ψ_{L/K} : K^{top}_n (K)/N_{L/K} (K^{top}_n (L))^∼= Gal (L/K)^{ab}

dlØ proizvol~nogo koneqnogo rasxireniØ L/K, gde N_{L/K} – normennoe otobraßenie na K-gruppe (sm. [21, 14, 15, 22, 18]).

Simvol Gil~berta opredelØetsØ pri fftom kak sparivanie

( , )_N :K^{top}_n (K) × K^∗ −→ μ_N α, β → (α, β)_N =^{pN} √ β^{ΨK (α)−1}, (10)

i obladaet sledu¸wimi svoæstvami: 1) lineænost~ po kaßdomu argumentu, t.e. (α + α^′, β) = (α, β) · (α^′, β), α, α^′ ∈ K^{top}_n (K), (α, β · β^′) = (α, β) · (α, β^′), β, β^′ ∈ K^∗; 2) ({α_1, . . . , α_i, . . . , α_n}, 1 − α_i) = 1; 3) ({t_1, . . . , t_n}, ω) = χ(ω) =^{pN} √ ω^{φ−1}, gde t_1, . . . , t_n – proizvol~-

naØ sistema lokal~nyh parametrov polØ K, ω – p^N -primarnyæ fflement v K i χ – harakter na gruppe p^N -primarnyh fflementov

Ω_N (sm. (2)).

SIMVOL GIL^BERTA 13

Postroennyæ takim obrazom simvol Gil~berta induciruet, oqevidno, gomomorfizm

⟨ , . . . , ⟩_N : K^{top}_{n+1}(K) −→ μ_N , (11)

normirovannyæ sootnoxeniem ⟨t_1, . . . , t_n, ω⟩ = χ(ω).

Predloßenie 1.2. Otobraßenie (11) sovpadaet s kompozicieæ

simvola Gil~berta ( , . . . , )_N , opredelennogo v (3), i haraktera χ.

Zameqanie 1. �to predloßenie pokazyvaet edinstvennost~ simvola Gil~berta v smysle opredeleniØ (3). Vtoroe opredelenie simvola Gil~berta s pomow~¸ otobraßeniØ vzaimnosti (sm. (10)) daet teoremu suwestvovaniØ takogo simvola. V Øvnom vide takoe suwestvovanie budet dokazano niße (sm. teoremu 2.1).

Dokazatel~stvo. Proverim sperva, qto

χ((t_1, . . . , t_n, β)_N ) = ⟨t_1, . . . , t_n, β⟩_N (12)

dlØ l¸boæ sistemy lokal~nyh parametrov t_1, . . . , t_n i l¸bogo fflementa β ∈ K^∗. Soglasno arifmetike polØ K^∗, l¸boæ fflement

β ∈ K^∗ moßno predstavit~ v vide β = t^{a1}_1 . . . t^{an}_n θ ∏ r>0 p-r (1 − θ_r t^{r1}_1 . . . t^{rn}_n )^{br} · ω_β,

gde θ ∈ R^∗, θ_r ∈ R, r = (r_1, . . . , r_n) – nabor mul~tiindeksov b_r ∈ Z_p, a ω_β ∈ Ω_N – primarnyæ fflement, sootvetstvu¸wiæ β (sm. [19, 20]).

Standartnym rassußdeniem s primeneniem sootnoxeniØ Steænberga poluqaem (sm. [20]) ⟨t_1, . . . , t_n, β⟩_N = ⟨t_1, . . . , t_n, ω_β⟩_N = χ(ω_β) χ((t_1, . . . , t_n, β)_N ) = χ((t_1, . . . , t_n, ω_β)_N ) = χ(ω_β),

qto dokazyvaet (12).

Ravenstvo χ((α_1, . . . , α_n, β)_N ) = ⟨α_1, . . . , α_n, β⟩_N v obwem sluqae vytekaet iz togo, qto fflement {α_1, . . . , α_n, β} iz K^{top}_{n+1}(K) moßno predstavit~ v vide koneqnoæ summy fflementov vida {t_1, . . . , t_n, β} s raznymi sistemami lokal~nyh parametrov, i dalee primenit~ (12). �

14 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

Esli K – polnoe mnogomernoe pole s soverxennym poslednim polem vyqetov k, to otobraßenie vzaimnosti na gruppe

V K^{top}_n (K) = {U_K}K^{top}_{n−1}(K),

bylo opisano v rabote [18] i, deæstvuØ tak ße, kak v predloßenii 1.2, moßno pokazat~, qto postroennyæ iz fftogo otobraßeniØ vzaimnosti simvol Gil~berta sovpadaet s simvolom Gil~berta iz (3). Otmetim pri fftom, qto simvol Gil~berta (3) opredelen na vsem mnoßestve K^{top}_{n+1}(K), a ne na ego qasti V K^{top}_n (K) × K^∗, kak simvol v rabote [18].

§2. Odnomernyæ sluqaæ

1^0. V fftom paragrafe K – polnoe diskretno normirovannoe pole nulevoæ harakteristiki s soverxennym polem vyqetov harakteristiki p. Cel~ paragrafa – dat~ Øvnu¸ formulu dlØ simvola Gil~berta

( , )_N : K^{top}_2 (K) → Ω_N . (13)

DlØ fftogo my postroim v Øvnom vide sparivanie ⟨ , ⟩ : K^∗ × K^∗ → W / (p^N W + p(W )),

obraz kotorogo pri izomorfizme f^{−1} (sm. (4)) daet simvol Gil~- berta (13).

Fiksiruem prostoæ fflement π v K i fflementu α = a_mπ^m + . . . ,

a_i ∈ W , a_m ∈ W^∗ sopostavim rØd α(X) = a_mX^m + . . . ∈ W ((X))^∗.

Rassmotrim rØdy

Φ^{(1)}_{α,β}(X) = l(β)α^{−1}d α − l(α) 1 p β^{−Δ} d β^Δ , (14)

Φ^{(2)}_{α,β}(X) =d Δ 2 δ(l(α))δ(l(β)) Φ^{(3)}_{α,β}(X) =v(α)v(β)l(1 + s_{N−1})X^{−1} dX

dlØ p = 2,

gde δ = 1 + Δ + Δ^2 + . . . ; v – normirovanie v pole K; rØd s_m,

m > 0, opredelen sledu¸wim obrazom po formule

s_m = ζ^{pm} − 1, s = s_N .

Pust~ h = s^Δ_{N−1} − s p^N . (15)

SIMVOL GIL^BERTA 15

Opredelim rØd V (X) iz kol~ca W {{X}} po formule

V (X) = { 1/s + 1/2, p ≠ 2 1/s + 1/2 + 2^{N−1}χ_0/s, p = 2,

(16)

gde χ_0 – mnogoqlen iz W [X] stepeni, ne prevoshodØweæ e (e – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ K), ØvlØ¸wiæsØ edinstvennym rexeniem sravneniØ

χ^{Δ2}_0 + (1 + (2^{N−1} − 1)s_{N−1} )χ^Δ_0 + s_{N−1}χ_0 ≡ h mod_{2m}(2, deg 2e),

kotoroe oznaqaet sravnimost~ po mod 2 kofffficientov pri qetnyh stepenØh, bol~xih 2e (sm. [6, 9]).

Opredelim sparivanie

⟨, ⟩_N : K^∗ × K^∗ → W/(p^N W + p(W ))

po formule

⟨α, β⟩_N = res Φ_{α,β}(X)V (X), (17) gde Φ_{α,β} = { Φ^{(1)}, dlØ p ≠ 2, Φ^{(1)} + Φ^{(2)} + Φ^{(3)}, dlØ p = 2,

a pod res Ψ podrazumevaetsØ kofffficient pri X^{−1} mod(p^N W + p(W )).

Teorema 2.1. 1) Sparivanie ⟨ , ⟩ invariantno otnositel~no za-

meny peremennoæ X, a takße ne zavisit ot sposoba razloßeniØ fflementov v rØdy po prostomu fflementu π s kofffficientami iz W ; tem samym sparivanie ⟨ , ⟩ korrektno opredeleno na mnoßestve K^∗ × K^∗.

2) Sparivanie ⟨ , ⟩ induciruet gomomorfizm iz K^{top}_2 (K) v W/(p^N W + p(W )) s normirovaniem ⟨π, ω(a)⟩ = a (18) dlØ l¸bogo prostogo fflementa π i l¸bogo p^N -primarnogo fflementa vida ω(a).

Zameqanie 1. V sluqae p = 2 fflement a iz kol~ca W^∗ my vsegda budem predstavlØt~ v vide

a = 2^mθζ^{2N}

�1_c ε, gde c = 0, 1; θ ∈ R, ε ∈ 1 + 4W . �to svØzano s tem, qto my dolßny soglasovyvat~ razloßenie −1 s vyborom razloßeniØ kornØ ζ.

16 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

2^∘ Plan dokazatel~stva.

1. Sootnoxenie normirovaniØ (18) (sm. p. 3^∘). 2. Kososimmetriqnost~ sparivaniØ (sm. p. 4^∘). 3. Proporcional~nost~ sparivaniØ na pare π^m, −π^m (sm.

p. 5^∘).

4. Sootnoxenie Steænberga ⟨α, 1 − α⟩ = 0 dlØ v(α) > 0 (sm.

p. 6^∘).

5. Nezavisimost~ sparivaniØ (sm. p. 7^∘). 6. Invariantnost~ sparivaniØ (sm. p. 8^∘).

7. Proporcional~nost~ sparivaniØ v obwem sluqae (sm. p. 9^∘). 8. Sootnoxenie Steænberga v obwem sluqae (sm. p. 10^∘). 9. Dokazatel~stvo teoremy 2.1.

3^∘. Dokaßem sperva, qto naxe sparivanie udovletvorØet normirovani¸ (18). My dokaßem bolee sil~noe uslovie dlØ l¸bogo prostogo p.

Predloßenie 2.2. Imeet mesto ravenstvo ⟨α, ω(a)⟩ = v(α)a. Dokazatel~stvo. Predstavim α v vide α = π^mε, gde m = v(α), a ε – edinica v K. Togda ⟨α, ω(a)⟩ = v(α)⟨π, ω(a)⟩ + ⟨ε, ω(a)⟩. Neposredstvenno iz opredeleniØ sleduet:

⟨π, ω(a)⟩ = res X^{−1} l(E(a s(X)))V (X) = res aX^{−1} = a.

Ostalos~ proverit~, qto ⟨ε, ω(a)⟩ = 0. (19) Iz opredeleniØ sparivaniØ poluqaem

Φ_{ε,ω(a)}(X) = asd log ε − l(ε)d Δ p log ω(a)+ +d Δ 2 δ(l(ε)) · δ(as). Poslednee slagaemoe poØvlØetsØ lix~ pri p = 2. Iz opredeleniØ rØda V sleduet, qto

sV ≡ 1 mod deg 1,

SIMVOL GIL^BERTA 17

pofftomu nam dostatoqno proverit~

Φ_{ε,ω(a)}/s ≡ 0 mod (p^N , deg 0). (20)

˚sno, qto

asd log ε/s = ad log ε ≡ 0 mod deg 0. (21)

Dalee, d Δ p log ω(a) = d ∑ m¿1 (as)^{Δm} p^m = X^{−1} ∑ m¿1^{(aXd s)} Δm . V poslednem perehode my ispol~zovali oqevidnoe ravenstvo

d h^Δ = X^{−1} (Xd h)^Δ ,

vypolnennoe dlØ l¸bogo rØda h ∈ W ((X)). Ostalos~ zametit~, qto d s ≡ 0 mod p^N , i, sledovatel~no l(ε)d Δ p log ω(a) ≡ 0 mod p^N . (22)

Takim obrazom, sravnenie (20) dokazano v sluqae p ≠ 2. Pri

p = 2 poslednee slagaemoe raspisyvaem sledu¸wim obrazom: d Δ 2 δ(l(ε))δ(as) =

= X^{−1}(δ(l(ε)))^Δ ∑ m¿1^{d (as)} Δm + X^{−1}(d δ(l(ε)))^Δ ∑ m¿1^{(as)} Δm . Pri fftom d s ≡ 0 mod 2^N , znaqit, d (as)^{Δm} ≡ 0 mod 2^N . Tem samym, pervaØ summa delitsØ na 2^N . Dalee, s^{Δm} ≡ s_{N +m} ( mod 2^{N +1}) (sm. (1)), i pri fftom s_{N +m} /s – stepennoæ rØd iz W [[X]], pofftomu

X^{−1}(d (δl(ε)))^Δ ∑ m¿1^a Δm s^{Δm} /s ≡ ≡ X^{−1} (d (δl(ε)))^Δ ∑ m¿1^a

Δm s_{N +m} /s ≡ 0 mod (2^N , deg 0).

Znaqit, ( d Δ 2 δ(l(ε))δ(as) ) /s ≡ 0 mod (2^N , deg 0). (23)

Pofftomu iz sravneniæ (21), (22) i (23) my poluqaem (20) i (19). Predloßenie dokazano.

18 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

4^∘. Proverka kososimmetriqnosti sparivaniØ provoditsØ tak ße, kak i v [3, §2, p. 2].

5^∘. Proverim proporcional~nost~

⟨π^m, −π^m⟩_π = 0, m > 1. (24)

Pri p ≠ 2 proporcional~nost~ oqevidna. Pri p = 2 iz formuly (14) poluqaem

Φ_πm_{,−π}m (X) = X^{−1}(m^2 + m)l(−1) =

= X^{−1} m^2 + m 2 · 2l(1 + s_{N−1}) = X^{−1} m^2 + m 2 l(1 + s), tak kak ⟨π^m, −π^m⟩ = m⟨π, −1⟩ + m^2 ⟨π, π⟩, rØd −1 = 1 + s_{N−1}, soglasno (1), i

2l(1 + s_{N−1}) = l((1 + s_{N−1} )^2) = l(1 + s).

Po opredeleni¸ rØda V , rØd sV ≡ 1 mod deg 1, pofftomu nam dostatoqno pokazat~, qto

l(1 + s)/s ≡ 0 mod (2^N , deg 1), (25)

tak kak togda

res Φ_πm_{,−π}m (X) · V (X) =

= res X^{−1} m^2 + m 2 l(1 + s)/s · (sV ) ≡ 0 mod 2^N . (26)

Proverim (25). Vo-pervyh, log(1 + s)/s ≡ 0 mod deg 1 i, znaqit, l(1 + s)/s ≡ ( − Δ 2 log(1 + s) ) / s = ∑ m¿1^{(−1)} m s^{mΔ} 2m / s mod deg 1.

Izvestno, qto s^Δ_{N−1} ≡ s mod p^N (sm. (1)), pofftomu, v naxem sluqae,

s^Δ_{N−1} = s + 2^N h, gde h ∈ XW [[X]].

S drugoæ storony, po opredeleni¸ rØda s, imeem

s = (1 + s_{N−1} )^2 − 1 = s^2_{N−1} + 2s_{N−1} ,

otkuda

s^Δ = (s + 2^N h)^2 + 2(s + 2^N h) = sf + 2^{N +1}g

SIMVOL GIL^BERTA 19

pri nekotoryh f i g iz XW [[X]]. Znaqit, s^{mΔ} 2m = sf_1 +

2^{m(N +1)} 2m g_1, f_1, g_1 ∈ XW [[X]],

pofftomu s^{mΔ} 2m / s ≡ 0 mod (2^N , deg 1), m, N > 1.

Ots¸da poluqaem sravnenie (25), a vmeste s nim (26), i proporcional~nost~ ⟨π^m, −π^m⟩_π = 0 dokazana. 6^∘. Sootnoxenie Steænberga ⟨α, 1 − α⟩ = 0, v(α) > 0. (27) V sluqae, kogda v(α) > 0, rØd Φ_{α,1−α}(x) imeet vid

Φ_{α,1−α}(X) = Φ^{(1)}_{α,1−α} + Φ^{(2)}_{α,1−α},

tak kak v(1 − α) = 0. My budem dokazyvat~ na samom dele ravenstvo ⟨α, E(α)⟩ = 0, v(α) > 0, (28) gde E(α) = exp ( α +^{αp}_p +^{αp2}_{p2} + . . . ) . Ishodnoe ravenstvo (27) budet sledovat~ iz poslednego, tak kak

1 − α = ∏ (i,p)=1 E(α^i)^{1/i} (sm. [13]). DlØ udobstva rØd α(X), dlØ kotorogo α(π) = α, budem zapisyvat~ prosto kak α. Iz opredeleniØ funkcii l poluqaem l(E(α)) = ( 1 − Δ p ) α^{pk} p^k = α + ∑ k¿1 α^{pk} − α^{pk} �1_Δ p^k . (29)

Pofftomu

Φ_{α,E(α)} = d α + ∑ k¿1 α^{pk} − α^{pk} �1_Δ p^k α^{−1}d α − l(α)d α^{pk} �1_Δ p^k +

+d Δ 2 δ(l(α))δ(l(E(α)).

20 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

Nesloßnym vyqisleniem (sm. [3, predl. 2, s. 1295]) proverØetsØ ravenstvo α^{pk} − α^{pk} �1_Δ p^k α^{−1}d α − l(α)d α^{pk} �1_Δ p^k =

= d ( α^{pk} − α^{pk} �1_Δ p^{2k} − l(α) α^{pk} �1_Δ p^k ) =: d g_k

i, znaqit,

Φ_{α,E(α)} = d α + ∑ k¿1^{gk +} Δ 2 δ(l(α))δ(l(E(α))) . (30) Lemma 2.3. DlØ rØda h ∈ W {{X}} imeem

res (d h)V ≡ 0 mod p^N . (31)

Dokazatel~stvo. Iz opredeleniØ rØda s sleduet sravnenie

d 1/s ≡ 0 mod p^N , a znaqit, d V ≡ 0 mod p^N , otkuda (31) sleduet

neposredstvenno. �

Soglasno fftoæ lemme, nam dostatoqno ocenivat~ rØd, stoØwiæ v skobkah v (30), po modul¸ rØda s celymi kofffficientami, t.e. po mod W ((X)).

Po opredeleni¸ funkcii l imeem g_k = α^{pk} �1_Δ ( exp p^kl(α) − 1 p^{2k} − l(α) p^k ) =

= α^{pk} �1_Δ ∑ m¿2 p^{k(m−2)}l(α)^m m! . (32)

Nesloßnymi vyqisleniØmi moßno proverit~, qto pri p ≠ 2 g_k ∈

W ((X)). Rassmotrim teper~ sluqaæ p = 2.

Pri k = 1:

g_1 ≡ Δ 2 (αδ(l(α))) mod W ((X)).

Pri k > 2: g_k ≡ Δ 2 (α^{2k} �1 l(α)) mod W ((X)).

SIMVOL GIL^BERTA 21

Pofftomu ∑ k¿1^{gk ≡} Δ 2 (αδ(l(α)) + l(α)δ(α^Δ )) mod W ((X)).

Tem samym Φ_{α,E(α)}(X) ≡ ≡ d Δ 2 {αδ(l(α)) + l(α)δ(α^Δ) + δ(l(α))δ(l(E(α)))} = d Δ 2 Ψ. (33) Iz ravenstva (29) tak ße, kak v preobrazovanii g_k (sm.

(32)), poluqaem

l(E(α)) ≡ α + δ(l(α))α^Δ + l(α)δ(α^{Δ2} ) mod 2,

pofftomu δ(l(α))δ(l(E(α))) = ≡ δ(l(α))δ(α + δ(l(α))α^Δ + l(α)δ(α^{Δ2} )) = = ∑ k,m¿0^α Δm l(α)^{Δk} + ∑ j,k,r¿0 α^{Δr+1} l(α)^{Δj+r +Δk} + + ∑ j,k,r¿0 α^{Δj+r+2} l(α)^{Δk+Δr} mod 2

i, znaqit, rØd Ψ iz (33) imeet vid: Ψ ≡ ∑ k¿0^{αl(α)} Δk + ∑ m¿0^α

Δm+1 l(α) + ∑ k,m¿0^α Δm l(α)^{Δk} +

+ ∑ j,k,r¿0 α^{Δr+1} l(α)^{Δj+r +Δk} + ∑ j,k,r¿0 α^{Δj+r+2} l(α)^{Δk +Δr} . (34)

Legko videt~, qto summa v skobkah udovletvorØet sravne- ni¸ (. . . ) ≡ ∑ k,m¿0^α Δm+1 l(α)Δk+1 mod 2. (35)

OstavxiesØ dve summy v (34) raspisyvaem sledu¸wim obrazom:

α^Δ ∑ j,k¿0^{l(α)} Δj +Δk + ∑

k¿0_06_{m<j}^α

Δm+2 l(α)Δj +Δk + ∑

k¿0_06_j6_m^α

Δm+2 l(α)Δj +Δk =

22 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

= α^Δ ∑ j,k¿0^{l(α)} Δj +Δk + ∑

m¿0^α Δm+2 ∑ j,k¿0^{l(α)} Δj +Δk =

= ∑ m¿0^α Δm+1 ∑ j,k¿0^{l(α)} Δj +Δk . Ots¸da i iz (35), ispol~zuØ tot fakt, qto α^Δ ≡ α^2 mod 2, poluqaem Ψ ≡ ∑ m¿0^α

Δm+1 ∑ k¿0^{l(α)}

Δk+1 + ∑ j=k¿0^{l(α)} Δk+1 + ∑ j,k¿0_{j≠k}^{l(α)} Δj +Δk ≡

≡ ∑ m¿0^α Δm+1 ∑ 06k6j^{2l(α)}

Δj +Δk ≡ 0 mod 2.

Pofftomu rØd Δ 2 Ψ ≡ 0 mod W ((X))

i my, vospol~zovavxis~ lemmoæ 2.3, poluqaem

res Φ_{α,E(α)}(X)V (X) ≡ 0 mod (2^N W (X) + p(W )),

qto daet nam ravenstvo (28) i sootnoxenie Steænberga (27). Toqno takim ße sposobom poluqaem

⟨α, E(α^i)⟩ = 0, i – neqetnoe, v(α) > 0. (36)

7^∘. Nezavisimost~ sparivaniØ. Proverim sperva nezavisimost~ na pare π, ε, gde ε – edinica polØ K (ne obØzatel~no glavnaØ) pri p ≠ 2. Nam nado proverit~ sledu¸wee uslovie: pust~

ε(X) ∈ W [[X]]^∗ i ε(π) = 1, togda

⟨X, ε(X)⟩ ≡ 0 mod (p^N W + p(W )). (37)

V rabote [3, lemma 6] bylo dokazano, qto ε(π) = 1 ⇐⇒ ε(X) = 1 − u(X)ψ(X), gde u(X) = s(X) / s_{N−1} (X) (sm. OboznaqeniØ) i ψ(X) ∈ W [[X]].

Zametim, qto ψ(0) = 0 ⇐⇒ ε(X) ≡ 1 mod X.

SIMVOL GIL^BERTA 23

My budem sqitat~, qto svobodnyæ qlen rØda ε(X) sravnim s 1 po mod p, tak kak inaqe on otliqaetsØ ot takogo fflementa na predstavitel~ Teæhm¸llera θ ∈ R^∗, i pri fftom ⟨X, θ⟩ = ⟨X, θ^{pN}_1 ⟩ ≡ 0 mod p^N , θ_1 ∈ R^∗. DlØ dokazatel~stva sravneniØ (37) nam potrebu¸tsØ sledu¸wie sravneniØ (sm. [3, lemma 7; 6]) u^{mΔ} pm (1 − pΔ)(V ) ≡ 0 mod (p^N , deg 1), m > 1. (38)

Dalee, po opredeleni¸ sparivaniØ, poluqaem ⟨X, ε(X)⟩ = res X^{−1} l(1 − uψ)V = = −res X^{−1} ∑ m¿1 ( (uψ)^m m − (uψ)^{mΔ} pm ) V. (39)

Zametim, qto dlØ φ ∈ W {{X}} imeet mesto sravnenie

res X^{−1} φ(X) ≡ res X^{−1}φ^Δ (X) mod p(W ).

Ispol~zuØ ego, perepixem (39) v vide ⟨X, ε(X)⟩ = res X^{−1} ∑ m¿1^ψ mΔ u^{mΔ} pm (1 − pΔ)(V ).

Ostalos~ vospol~zovat~sØ sravneniØmi (38), qtoby poluqit~ (37), i nezavisimost~ ⟨π, ε⟩ dokazana. Nezavisimost~ sparivaniØ na proizvol~noæ pare pri p ≠ 2 proverØetsØ tak ße, kak v [9, gl. VII, Pred. 2.2]. DlØ sluqaØ p = 2 sm. [9, gl. VII˙, Upraß. 5].

Zameqanie 3. Esli trebovat~, qtoby razloßeniØ fflementov α, β v sparivanii ⟨ , ⟩ imeli pervyæ kofffficient iz sistemy Teæhm¸llera, to rØd V moßno uprostit~, ubrav 1/2, i ispol~zovat~ sravneniØ (38) lix~ po mod (p^N , deg 0). Takim obrazom, v fftom sluqae V = { 1/s dlØ p ≠ 2, 1/s + 2^{N−1}χ_0/s, dlØ p = 2.

24 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

Predloßenie 2.4. Esli a, b ∈ W^∗, to ⟨a, b⟩ = 0.

Dokazatel~stvo. Soglasno nezavisimosti sparivaniØ my moßem v kaqestve rØdov a(X), b(X) ∈ W ((X))^∗, dlØ kotoryh a(π) = a,

b(π) = b vzØt~ prosto fflementy a i b. Togda v formule (14)

dlØ rØda Φ_{a,b}(X) vse proizvodnye budut ravny 0, i pofftomu

Φ_{a,b}(X) = 0, t.e. ⟨a, b⟩ = 0. �

8^∘. Invariantnost~ sparivaniØ. Rassmotrim sperva sluqaæ pary π, ε, gde ε – glavnaØ edinica polØ K. Nam nado proverit~, qto pri zamene π na drugoæ prostoæ fflement τ , takoæ, qto π =

g(τ ) = τ · η, gde η – edinica iz K (ne obØzatel~no glavnaØ), ili

qto to ße samoe, peremennoæ X na rØd g(Y ), znaqenie sparivaniØ

⟨ , ⟩ ne menØetsØ, t.e. ⟨π, ε⟩_π = ⟨g(τ ), ε(g(τ ))⟩_τ . (40) Iz arifmetiki polØ K sleduet, qto l¸bu¸ glavnu¸ edinicu moßno predstavit~ v vide ε = ∏ i – neqetnoe θ_i∈R E(θ_iπ^i) · ω(a_ε) (41)

(sm. [3, §6, (56)]; [4, p. 11^∘, (26)]). Vospol~zuemsØ uße dokazannoæ v p. 7^∘ nezavisimost~¸ sparivaniØ, i razloßim ε v vide (41). Po dokazannomu v p. 6^∘ sootnoxeni¸ Steænberga imeem pri neqetnom i (sm. (36)): ⟨π, E(θ_iπ^i)⟩_π = 1 i ⟨θ_iπ^i, E(θ_iπ^i)⟩_π = 0, ⟨g(τ ), E(θ_ig(τ )^i)⟩_τ = 1 i ⟨θ_ig(τ )^i, E(θ_ig(τ )^i)⟩_τ = 0.

Pofftomu ⟨π, ε⟩_π = ⟨π, ω(a_ε)⟩_π = a_ε ⟨g(τ ), ε(g(τ ))⟩_τ = ⟨g(τ ), ω(a_ε)_τ ⟩_τ . Po predloßeni¸ 1 imeet mesto sravnenie

ω(a_ε)_π ≡ ω(a_ε)_τ mod K^{∗pN} .

Pofftomu, uqityvaØ predloßenie 2.2, poluqaem ⟨g(τ ), ω(a_ε)⟩_τ = ⟨τ, ω(a_ε)⟩_τ + ⟨η, ω(a_ε)⟩_τ = a_ε,

SIMVOL GIL^BERTA 25

i invariantnost~ na pare π, ε dokazana.

Proverim teper~ sluqaæ pary π, a, gde a ∈ W^∗. Pust~ π = g(τ ), togda

⟨π, a⟩_π = res_X X^{−1}l(a) dX dX V (X) ⟨g(τ ), a⟩_τ = res_Y l(a(g))g^{−1} dg dY V (g(Y )) = res_X X^{−1}l(a) dX dX V (X). �lement l(a) ∈ W^∗, tak kak, soglasno nezavisimosti sparivaniØ, v kaqestve rØda a(X), a(π) = a, moßem vybrat~ prosto fflement a. Pofftomu ⟨π, a⟩_π = ⟨π, a⟩_τ . (42) Esli teper~ β = π^mε, ε – edinica v K, to ⟨π, β⟩_π = m⟨π, π⟩_π + ⟨π, ε⟩_π = m⟨π, −1⟩_π + ⟨π, ε⟩_π = ⟨π, (−1)^mε⟩_π (my vospol~zovalis~ proporcional~nost~¸ (24)). Dalee, ispol~zuØ (40) i (42), poluqaem ⟨π, β⟩_π = ⟨π, β⟩_τ . (43) Invariantnost~ sparivaniØ v obwem sluqae. Pust~ π i τ – prostye fflementy v K, π = h(τ ), gde h(Z) ∈ W [|Z|]. Prostomu π sootvetstvuet peremennaØ X, a τ – peremennaØ Z, t.o. X = h(Z) i my dolßny proverit~ ravenstvo ⟨α(X), β(X)⟩_X = ⟨α(h(Z)), β(h(Z))⟩_Z (44) dlØ l¸byh α(X), β(X) ∈ W ((X))^∗.

Pust~ sperva deg α(X) = 1, togda π^′ = α(π) – prostoæ fflement v K, i pust~ Y – peremennaØ, sootvetstvu¸waØ π^′, t.o. Y = α(X). Iz invariantnosti (43) poluqaem ⟨α(X), β(X)⟩_X = ⟨Y, β(α^{−1}(Y ))⟩_Y . (45) �lementy π^′ i τ – prostye fflementy v K, znaqit, π^′ = g(τ ), gde

g(Z) ∈ W [|Z|], deg g = 1. OpØt~ ispol~zuem invariantnost~ (43)

i poluqaem ⟨α(X), β(X)⟩_X = ⟨g(Z), β(α^{−1} (g(Z)))⟩_Z . ˚sno, qto α(h(Z)) | |_{Z=τ} = α(π) = π^′, g(Z) | |_{Z=τ} = π^′, i, krome togo, β(h(Z)) | |_{Z=τ} = β(π),

26 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV β(α^{−1}(g(Z)) | |_{Z=τ} = β(α^{−1} (τ )) = β(π).

Pofftomu svoæstvo nezavisimosti daet ravenstvo ⟨α(X), β(X)⟩_X = ⟨g(Z), β(α^{−1} (g(Z))⟩_Z = ⟨α(h(Z)), β(h(Z))⟩_Z , t.e. ravenstvo (44) dlØ vseh α, takih qto deg α = 1.

Esli deg α(X) = m, to napixem

α(X) = X^{m−1} α^′(X), gde deg α^′(X) = 1,

togda, po tol~ko qto dokazannomu, poluqim ⟨α(X), β(X)⟩_X = (m − 1)⟨X, β(X)⟩_X + ⟨α^′(X), β(X)⟩_X = = (m − 1)⟨h(Z), β(h(Z))⟩_Z + +⟨α^′(h(Z)), β(h(Z))⟩_Z = ⟨α(h(Z)), β(h(Z))⟩_Z , i invariantnost~ polnost~¸ dokazana.

9^∘. Proporcional~nost~ sparivaniØ v obwem sluqae. Nam nado proverit~, qto dlØ l¸bogo α ∈ K^∗ ⟨α, −α⟩_π = 0, ili, predstavlØØ α v vide rØda α(X) ∈ W ((X))^∗ , α(π) = α, ⟨α(X), −α(X)⟩_X = 0. Pust~ sperva deg α(X) = 1, togda esli Y = α(X), to ispol~zuØ invariantnost~ i proporcional~nost~ (24), poluqaem ⟨α(X), −α(X)⟩_X = ⟨Y, −Y ⟩_Y = 0. (46) Pust~ α(X) = X^{m−1} α^′(X), gde m = deg α(X), deg α^′(X) = 1, togda ⟨α(X), −α(X)⟩_X = ⟨X^{m−1} , −X^{m−1}⟩_X + +⟨X^{m−1} , α^′(X)⟩_X + ⟨α^′(X), X^{m−1} ⟩_X + +⟨α^′(X), −α^′(X)⟩_X = ⟨X^{m−1} , −X^{m−1}⟩_X + ⟨α^′(X), −α^′(X)⟩_X = 0, soglasno (46), i proporcional~nost~ dokazana.

SIMVOL GIL^BERTA 27

10^∘. Sootnoxenie Steænberga. Obwiæ sluqaæ. My uße dokazali, qto ⟨α, 1 − α⟩ = 0, esli v(α) > 0 (sm. (27)).

Pust~ v(α) < 0, togda, ispol~zuØ proporcional~nost~

⟨α^{−1},−α^{−1}⟩ = 0, poluqaem ⟨α, 1 − α⟩ = −⟨α^{−1}, 1 − α⟩ − ⟨α^{−1}, −α^{−1}⟩ = = −⟨α^{−1}, (1 − α)(−α^{−1})⟩ = −⟨α^{−1}, 1 − α^{−1}⟩ = 0. OstalsØ sluqaæ v(α) = v(1 − α) = 0. V fftom sluqae α = a · β, gde

a ∈ W^∗, a ≠ 1, β – glavnaØ edinica, t.e. v(1 − β) > 0.

Rassmotrim dva fflementa α_1 =^{a(1−β)}_{a−1} i α_2 =^{(1−β)}_{1−aβ} . Legko videt~, qto v(α_1) > 0 i v(α_2) > 0. Togda, iz (27) poluqaem

⟨α_1, 1 − α_1⟩ = ⟨ a(1 − β) a − 1 , − 1 − aβ a − 1 ⟩ = 0,

⟨α_2, 1 − α_2⟩ = ⟨ (1 − β) 1 − aβ , − (1 − a)β 1 − aβ ⟩ = 0.

Ispol~zuØ pervoe ravenstvo, poluqaem 0 = ⟨ a(1 − β) a − 1 , − 1 − aβ a − 1 ⟩ = ⟨1 − β, −(1 − aβ)⟩ −

− ⟨ a − 1 a , 1 − aβ ⟩ − ⟨1 − β, a − 1⟩ + ⟨a − 1, −(a − 1)⟩ − ⟨a, 1 − a⟩. Poslednie dva slagaemyh ravny nul¸, soglasno predloßeni¸ 2.4, pofftomu ⟨1 − β, −(1 − aβ)⟩ − ⟨ a − 1 a , 1 − aβ ⟩ − ⟨1 − β, a − 1⟩ = 0. (47) Dalee, 0 = ⟨ 1 − β 1 − aβ , (1 − a)β 1 − aβ ⟩ = ⟨1 − β, 1 − a⟩ + ⟨ 1 − a a , 1 − aβ ⟩ − −⟨1 − β, 1 − aβ⟩ + ⟨1 − aβ, 1 − aβ⟩ + ⟨aβ, 1 − aβ⟩ = = ⟨1 − β, a − 1⟩ + ⟨ a − 1 a , 1 − aβ ⟩ − ⟨1 − β, −(1 − aβ)⟩+ +⟨1 − β, −1⟩ − ⟨1 − β, −1⟩ + ⟨−1, 1 − aβ⟩+

28 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV +⟨1 − aβ, −(1 − aβ)⟩ + ⟨1 − aβ, −1⟩ + ⟨aβ, 1 − aβ⟩. Pofftomu ⟨aβ, 1 − aβ⟩ + ⟨1 − β, a − 1⟩ + ⟨ a − 1 a , 1 − aβ ⟩ − ⟨1 − β, −(1 − aβ)⟩ = 0. SkladyvaØ poslednee ravenstvo s (47), poluqaem ⟨α, 1 − α⟩ = ⟨aβ, 1 − aβ⟩ = 0, i sootnoxenie Steænberga polnost~¸ dokazano.

11^∘. Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Invariantnost~ i nezavisimost~ sparivaniØ ⟨ , ⟩ (sm. p. 10^∘; 9^∘) oznaqa¸t, qto sparivanie korrektno zadano. Bilineænost~ i sootnoxenie Steænberga (sm. p. 10^∘) oznaqa¸t, qto sparivanie ⟨ , ⟩ zadaet gomomorfizm na gruppe K^{top}_2 (K). Normirovanie (18) fftogo gomomorfizma provereno v p. 3. Teorema dokazana.

Sledstvie 3. Obraz sparivaniØ ⟨ , ⟩ pri izomorfizme f^{−1} (sm.

(4)) ØvlØetsØ simvolom Gil~berta na pole K, t.e.

f^{−1}(⟨ , ⟩_N ) = ( , )_N

i, tem samym, zadaet posledniæ v Øvnom vide.

12^∘. KonstruktivnaØ teoriØ poleæ klassov, dlØ p = 2.

V fftom punkte my pokaßem, kak sparivanie ⟨ , ⟩ pozvolØet postroit~ teori¸ poleæ klassov dlØ Kummerovyh rasxireniæ polnogo diskretno normirovannogo polØ K s koneqnym polem vyqetov k pri p = 2 (dlØ p > 2 takaØ teoriØ byla postroena v rabote [20, §7], sm. takße [9, gl. VII, teorema 3.5]).

Pust~ π – prostoæ fflement v K i ω_∗ = ω(a) – fiksirovannyæ primarnyæ fflement iz Ω_N , dlØ kotorogo tr a ≡ 1 mod p^N

(tr = tr_{W/}Z_p). DlØ l¸bogo fflementa α ∈ K^∗ imeet mesto razlo-

ßenie Xafareviqa, odnoznaqno opredelennoe po modul¸ p^N -yh stepeneæ: α = π^mθεω^r_∗, m ∈ Z, 0 6 r < p^N , θ ∈ R, ε = E(w(X)) | |_{X=π} , gde w(X) ∈ W [X] – mnogoqlen, stepeni men~xeæ pe/(p − 1), vse kofffficienty kotorogo pri stepenØh, kratnyh p, delØtsØ na p^N (sm. [9, gl. XI, §5]).

SIMVOL GIL^BERTA 29

Pust~ v sluqae p = 2: −1 = ε · ω^{2N} �1_{cπ} ∗ , gde c_π = 0, 1. Togda, tak ße, kak v [9, gl. VII, (3.4)], proverØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 2.5. Pust~ α = π^mθεω^r_∗, β = π^kθ^′ε^′ω^t_∗, gde θ, θ^′ ∈ R. Togda ⟨α, β⟩_π = 1 ⇐⇒ mt − kr + 2^{N−1}c_πmk ≡ 0 mod 2^N ⇐⇒ ⇐⇒ α ∈ Nm K (_{2N}√ β ) (zdes~ Nm L = N_{L/K} L^∗).

Ispol~zuØ fftu lemmu tak ße, kak v teoreme 3.4, gl. VII, [9], proverØem normennoe svoæstvo sparivaniØ ⟨ , ⟩. Predloßenie 2.6. Pust~ p = 2. Togda ⟨α, β⟩_π = 1 ⇐⇒ α ∈ Nm K (_{2N}√ β ) ⇐⇒ β ∈ Nm K (_{2N}√ α ) . Praktiqeski tak ße, kak i v predloßenii 3.5, gl. VII, [9] proverØetsØ nevyroßdennost~ sparivaniØ ⟨ , ⟩:

Predloßenie 2.7. Pust~ α ∈ K^∗, α ∉ K^{∗p}. Togda suwestvuet

fflement β ∈ K^∗ takoæ, qto ⟨α, β⟩ = ω_∗.

Ispol~zuØ ffti dva predloßeniØ i metod dokazatel~stva teoremy 5.2, gl. IV, [9], poluqaem osnovnoe utverßdenie. Teorema 2.8. Pust~ K – kak v naqale punkta, p > 2. Pust~

A – podgruppa v K^∗ takaØ, qto K^{∗pN} ⊂ A. Pust~ B = A^⊥ – ortogonal~noe dopolnenie otnositel~no sparivaniØ ⟨ , ⟩. Togda A = Nm_{L/K}L^∗, gde L = K (_{pN}√ B ) i B^⊥ = A (dlØ neqetnogo p sm.

[3] i [9, gl. VII]).

§3. Mnogomernoe polnoe pole V fftom paragrafe my formuliruem osnovnye rezul~taty i daem nabrosok dokazatel~stva dlØ sparivaniØ Gil~berta v mnogomernom polnom pole.

Pust~ K – mnogomernoe polnoe pole, t.e. posledovatel~nost~ poleæ k = K^{(0)}, K^{(1)}, . . . , K^{(n)} = K, gde k – soverxennoe pole

30 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

harakteristiki p > 0; K^{(i)} – polnoe diskretno normirovannoe pole takoe, qto K^{(i−1)} – pole vyqetov polØ K^{(i)}, 1 6 i 6 n. Predpolagaem, qto char K = char K^{(n−1)} = . . . = char K^{(s)} = 0,

char K^{(s−1)} = p > 0.

1^∘. Pust~ K – raznoharakteristiqeskoe n-mernoe pole, t.e.

s = n, char K^{(n−1)} = p. Postroim v fftom sluqae v Øvnom vide

otobraßenie ⟨ , . . . , ⟩ : K^{∗(n+1)} −→ W / (p^N W + p(W )).

DlØ fflementov α_1, . . . , α_{n+1} iz K^∗ zadadim rØdy

Φ^{(1)}(α_1, . . . , α_{n+1}) = n+1∑ i=1 (−1)^{n−i+1}l(α_i)×

×α^{−1}_1 dα_1 ∧ . . . ∧ α^{−1}_{i−1}dα_{i−1} ∧ 1 p α^{−Δ}_{i+1}dα^Δ_{i+1} ∧ . . . ∧ 1 p α^{−Δ}_{n+1}dα^Δ_{n+1},

Φ^{(2)}(α_1, . . . , α_{n+1}) = ∑ 16i<j6n+1^{(−1)} n−j+1α−1 1 dα_1 ∧ . . . ∧ α^{−1}_{i−1}dα_{i−1}∧

∧dν(α_i, α_j) ∧ α^{−1}_{i+1}dα_{i+1} ∧ . . . ∧ α^{−1}_{j−1}dα_{j−1}∧ ∧ 1 p α^{−Δ}_{j+1}dα^Δ_{j+1} ∧ . . . ∧ 1 p α^{−Δ}_{n+1}dα^Δ_{n+1}, gde l(α) = 1 p log α^p / α^Δ , ν(α, β) = Δ 2 δ(l(α))δ(l(β)). RØd Φ^{(3)} opredelim sledu¸wim obrazom:

Φ^{(3)}(t_{r1} , . . . , t_{rm} , ε_{m+1}, . . . , ε_{n+1}) = 0, 0 6 m 6 n,

esli r_1 > r_2 > . . . > r_m i ε_i – glavnye edinicy polØ K. Esli v nabore r_1 > . . . > r_m est~ odinakovye indeksy i u_1 > u_2 > . . . > u_k – naibol~xee podmnoßestvo v {r_1, . . . , r_m} s poparno razliqnymi indeksami, to

Φ^{(3)}(t_{r1} , . . . , t_{rm} , ε_{m+1}, . . . , ε_{n+1}) =

SIMVOL GIL^BERTA 31 = (Φ^{(1)} + Φ^{(2)})(t_{u1} , t_{u2} , . . . , t_{uk} , −1, −1, . . . , −1, m−k¿1 ε_{m+1} , . . . , ε_{n+1}). V obwem sluqae Φ^{(3)} opredelØetsØ po polilineænosti i kososimmetriqnosti ⟨ , . . . , ⟩.

Pust~ Φ = { Φ^{(1)}, p ≠ 2 Φ^{(1)} + Φ^{(2)} + Φ^{(3)}, p = 2.

Pust~ O = W {{t_1}} . . . {{t_{n−1}}} i χ_0 – mnogoqlen iz kol~ca O[X] stepeni, men~xeæ e, (e = v(p) – absol¸tnyæ indeks vetvleniØ polØ K otnositel~no odnomernogo normirovaniØ v), odnoznaqno opredelennyæ sravneniem

χ^{Δ2}_0 + (1 + (2^{N−1} − 1)s_{N−1} )χ^Δ_0 + s_{N−1}χ_0 ≡ h mod_{2m}(2, deg 2e).

Poloßim V = { 1/s + 1/2, p ≠ 2 1/s + 1/2 + 2^{N−1}χ_0/s, p = 2.

Togda dlØ α_i ∈ K^∗ zadadim otobraßenie ⟨α_1, . . . , α_{n+1}⟩ = res_{t1,... ,tn} Φ(α_1, . . . , α_{n+1})V. (48) Teorema 3.1. 1) Otobraßenie ⟨ , . . . , ⟩ korrektno opredeleno,

t.e. ono invariantno otnositel~no vybora sistemy lokal~nyh parametrov i nezavisimo otnositel~no razloßeniØ fflementov v rØdy po fftim lokal~nym parametram.

2) Otobraßenie ⟨ , . . . , ⟩ induciruet gomomorfizm iz topologiqeskoæ K-gruppy K^{top}_{n+1}(K).

3) Otobraßenie ⟨ , . . . , ⟩ polilineæno, proporcional~no, t.e. ⟨. . . , α_i, . . . , −α_i, . . .⟩ = 0, i udovletvorØet sootnoxeni¸ Steænberga ⟨. . . α, 1 − α, . . .⟩ = 0. 4) Otobraßenie ⟨ , . . . , ⟩ normirovano sootnoxeniem ⟨t_1, . . . , t_n, ω(a)⟩ = a, gde ω(a) ∈ Ω_N – primarnyæ fflement v K.

32 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

2^∘. Opredelim teper~ sparivanie ⟨ , . . . , ⟩ dlØ polnogo nmernogo polØ K smexannoæ harakteristiki, t.e. char K = . . . =

char K^{(s)} = 0, char K^{(s−1)} = p > 0, s > 1. Zametim, qto pole K^{(s)}

ØvlØetsØ polnym s-mernym raznoharakteristiqeskim polem, tak kak char K^{(s)} = 0, char K^{(s)} = char K^{(s−1)} = p. Oqevidno, qto K^∗/K^{∗pN} ∼= (Z/p^NZ)^{(n−s)} × (K^{(s)∗}/K^{(s)pN} ) i lokal~nye parametry t_{s+1}, t_{s+2}, . . . , t_{n−1}, π vmeste s fflementami gruppy K^{(s)∗} poroßda¸t K^∗/K^{∗pN} . L¸boæ fflement α polØ K predstavim v vide rØda Lorana a = at^{is+1}_{s+1} . . . t^{in}�^1_{n−1} π^{in} + . . . , s kofffficientami iz polØ K^{(s)}, pri fftom a opredelen odnoznaqno vyborom lokal~nyh parametrov t_{s+1}, . . . , t_{n−1}, π i pofftomu poluqaem (nekanoniqeskiæ) gomomorfizm τ : K^∗ −→ K^{(s)∗} α → τ (α) = a. Pust~ I = (i_1, . . . , i_{n−s}), 1 6 i_1 < . . . < i_{n−s} 6 n + 1 – nekotoryæ nabor indeksov. DlØ fflementov α_1, . . . , α_{n+1} iz K^∗ zadadim opredelitel~

D_I = | | | | | | v_{s+1}(α_{i1} ), . . . , v_n(α_{i1} ) . . . . . . . . . . . . . . . v_{s+1}(α_{in}�_s ), . . . , v_n(α_{in}�_s )

| | | | | | . Zadadim otobraßenie ⟨ , . . . , ⟩_K : K^{∗(n+1)} → W/p^N W + p(W ) po formule ⟨α_1, . . . , α_{n+1}⟩_K = = (−1)^{(n}

�s)(n+s+1) 2 ∑ I (−1)^{i1 +...+in}�^s D_I ⟨τ (α_{j1} ), . . . , τ (α_{js+1} )⟩_K(s) , gde {i_1, . . . , i_{n−s}} ∪ {j_1, . . . , j_{s+1}} = {1, 2, . . . , n + 1}. Teorema 3.2. DlØ sparivaniØ ⟨ , . . . , ⟩K ime¸t mesto vse utver-

ßdeniØ teoremy 3.1.

SIMVOL GIL^BERTA 33

Teorema 3.3. Obraz otobraßeniØ ⟨ , . . . , ⟩K na mnoßestve

K^{∗(n+1)} pri izomorfizme f^{−1} (sm. (4)) sovpadaet s simvolom Gil~- berta f^{−1}(⟨, . . . , ⟩_K ) = ( , . . . , ), i tem samym zadaet posledniæ v Øvnom vide.

Dokazatel~stvo teoremy 3.1 provoditsØ po sheme, analogiqnoæ sheme dokazatel~stva teoremy 2.1. Teoremy 3.2 i 3.3 vyvodØtsØ iz teoremy 3.1 analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano v rabote [2, §2] dlØ sluqaØ p ≠ 2. Dokazatel~stva budut privedeny vo vtoroæ qasti raboty.

Literatura

1. S. V. Vostokov, Sparivanie na K-gruppah mnogomernyh polnyh poleæ.

Trudy S.-Peterb. Mat. Obw., 3 (1994), 140–184; English transl. in Amer.

Math. Soc. Transl. Ser. 2, 165 (1995), 111–148.

2. S. V. Vostokov, Sparivanie Gil~berta v polnom mnogomernom pole. Trudy MIAN im. V. A. Steklova, 208 (1995), 80–92; Engl. transl. in Proc. of

the Steklov Institute of Math., 208 (1995), 72–83.

3. S. V. Vostokov, ˚vnaØ forma zakona vzaimnosti. Izv. AN SSSR. Ser.

matem., 42, vyp. 6 (1978), 1287–1320.

4. S. V. Vostokov, Simvol Gil~berta v diskretno normirovannom pole.

Zap. nauqn. semin. LOMI, 94 (1979), 50–69; Engl. transl. in J. Sov. Math., 19, No. 1 (1982), 1006–1019.

5. H. Brückner, Hilbertsymbole zum Exponenten pn und Pfaffische Formen. Hamburg, 1979, 78s.

6. G. Henniart, Sur les lois de recipocité explicites. I. J. reine und angew. Math.

329 (1981), 172–203.

7. S. V. Vostokov, Simvol Gil~berta dlØ formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta I. Zap. nauqn. semin. LOMI, 114 (1982), 77–95; Engl transl. in J. Sov. Math., 27, No. 4 (1984), 2885–2901.

8. S. V. Vostokov, I. B. Fesenko, Simvol Gil~berta dlØ formal~nyh grupp L¸bina–Tffæta II. Zap. nauqn. semin. LOMI, 132 (1983), 85–96; Engl.

transl. in J. Sov. Math., 30, No. 1 (1985), 1854–1862.

9. I. Fesenko, S. Vostokov, Local Fields and Their Extensions: a constructive approach. AMS, Providence, RI (1993).

10. E. Witt, Zyklische Körper und Algebren der Charakteristik p vom Grad pn. Struktur diskret bewerteter perfekten Körper mit vollkommenem Restklassenkörper der Charakteristik p. J. reine und angew. Math., Bd. 176 (1937), 126–140.

11. H. L. Schmid, Über das Reziprozitätsgesetz in relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkörpern mit endlichem Konstantenkörper. Math. Zeitschrift Bd. 40 (1935), 94–109.

12. O. Teichmüller, Zerfallende zyklische p-Algebren. J. reine und angew. Math., Bd.

176 (1937), 157–160.

34 T. B. BEL˚EVA, S. V. VOSTOKOV

13. H. Hasse, Die Gruppe der pn-primären Zahlen für einen Primteiler p von p. J.

reine und angew. Math., Bd. 176 (1936), 174–183.

14. A. N. Parxin, Lokal~naØ teoriØ poleæ klassov. Trudy MIAN, 165 (1984), 143–170.

15. K. Kato, A generalization of local class field theory by using K-groups, I. J. Fac.

Sci. Univ. Tokyo, Sect. IA. Math., 26 (1979), 303–376; II, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. I. A Math., 27 (1980), 603–683.

16. I. ȷukov, StrukturnaØ teorema dlØ polnyh poleæ. Trudy S.-Peterb.

Mat. Obw., 3 (1994), 215–234; Engl. transl. in Amer. Math. Soc. Transl., Ser. 2, 165 (1995).

17. I. ȷukov, A. Madunc, Mnogomernye polnye polØ: topologiØ i drugie osnovnye ponØtiØ. Trudy S.-Peterb. Mat. Obw., 3 (1994), 4–46; Engl.

transl. in Amer. Math. Soc. Transl., Ser. 2, 165 (1995).

18. I. Fesenko, Abelian local p-class field theory. Math. Ann., 301 (1995), 561–586.

19. S. V. Vostokov, I. ȷukov, I. Fesenko, K teorii mnogomernyh polnyh poleæ. Metody i konstrukcii. Algebra i analiz, 2, No. 4 (1990), 91–118;

Engl. transl. in Leningrad Math. J., 2, No. 4 (1991), 775–800.

20. S. V. Vostokov, ˚vnaØ konstrukciØ teorii poleæ klassov dlØ mnogomernyh lokal~nyh poleæ. Izv. AN SSSR. Ser. matem., 49, vyp. 2 (1985), 283–308; Engl. transl. in Math. USSR–Izv., 26, No. 2 (1986), 263–288.

21. A. Parxin, K arifmetike dvumernyh shem. I. RaspredeleniØ i vyqety.

Izv. AN SSSR. Ser. mat., 40 (1976), 736–773; Engl. transl. in Math. US-

SR–Izv., 10 (1976).

22. I. B. Fesenko, Lokal~naØ teoriØ poleæ klassov: sluqaæ soverxennogo polØ vyqetov. Izv. AN SSSR. Ser. matem., 57, No. 4 (1993), 79–91.

23. A. Madunc, O shodimosti rØdov nad lokal~nymi polØmi. Zap. nauqn.

semin. LOMI, 198 (1991), 28–30.

24. A. Madunc, O shodimosti formal~nyh summ rØdov nad dvumernymi polnymi polØmi. Zap. nauqn. semin. LOMI, 227 (1995), 89–92.

25. M. Kneser, Zum expliziten Reziprozitätsgesetz von I. R. Schafarefič. Math.

Nachrichten, Bd. 6 (1951), 89–96.

Beliaeva T. B., Vostokov S. B. Hilbert symbol in a complete multidimensional field for an arbitrary prime number. Part I.

In the first part of this article we discuss two different definitions of Hilbert symbol and prove their equivalence.

The second part is devoted to the detailed consideration of the onedimensional case for an arbitrary prime number p (odd as well as even).

At the end of the article we give the explicit formulas in the general case of a multidimensional local field for the both different and mixed characteristic cases for an arbitrary prime number.

Postupilo 25 aprelØ 2001 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail sergei@vostokov.usr.pu.ru