Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

R. A. Xaripov

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY, DOPUSKAıWIE NORMAL^NOE RAZDUTIE TOQEK V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

V rabote realizuetsØ ideØ A. V. Bolsinova i A. T. Fomenko, predloßivxih rassmotret~ konstrukci¸ normal~nogo sdviga vdol~ traektoriæ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy dlØ predel~no singulØrnoæ naqal~noæ giperpoverhnosti, shlopnuvxeæsØ v odnu toqku. V rezul~tate udaetsØ opredelit~ novyæ klass n~¸tonovskih dinamiqeskih sistem – klass sistem, dopuska¸- wih normal~noe razdutie toqek, a takße opisat~ fftot klass v terminah differencial~nyh uravneniæ normal~nosti.

§1. Vvedenie

Pust~ S – giperpoverhnost~ v rimanovom mnogoobrazii M . Odin iz sposobov deformacii giperpoverhnosti S sostoit v sdvige obrazu¸wih ee toqek vdol~ traektoriæ nekotoroæ n~¸- tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy. TakaØ situaciØ voznikaet, naprimer, pri opisanii rasprostranenii fflektromagnitnoæ volny (sveta) v neodnorodnoæ srede v predele geometriqeskoæ optiki. Giperpoverhnost~ S modeliruet front volny (mnoßestvo toqek s odinakovoæ fazoæ), a traektorii sdviga izobraßa¸t luqi sveta. Dinamika toqek mnogoobraziØ M v silu n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy v lokal~nyh koordinatah x^1, . . . , x^n na M zadaetsØ sistemoæ iz n differencial~nyh uravneniæ

ẍ^k + ∑ i,j Γ^k_{ij} ẋ^i ẋ^j = F^k(x^1, . . . , x^n, ẋ^1, . . . , ẋ^n); k = 1, . . ., n, (1)

gde i, j = 1, . . ., n. Zdes~ Γ^k_{ij} – komponenty metriqeskoæ svØznosti dlØ bazovoæ metriki g mnogoobraziØ M . Veliqiny F^k – ffto

Rabota podderßana grantami RFFI (No. 00-01-00068, ruk. ˚. T. Sultanaev) i ANRB (ruk. proekta N. M. Asadullin).. 278

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 279 komponenty vektora sily F, opredelØ¸wie silovoe pole dinamiqeskoæ sistemy (1). Oni igra¸t rol~ vozmuwa¸wego faktora, iz-za kotorogo traektorii sistemy (1) otliqa¸tsØ ot traektoriæ geodeziqeskogo potoka metriki g.

Zadadim v kaßdoæ toqke p ∈ S vektor naqal~noæ skorosti v(p) i opredelim traektorii, ishodØwie iz toqek S, postaviv sledu- ¸wu¸ zadaqu Koxi dlØ uravneniæ (1): x^k | |_{t=0} = x^k(p), ẋ^k | |_{t=0} = v^k(p); k = 1, . . . , n. (2)

Zdes~ v^k(p) – komponenty vektora v(p) v lokal~nyh koordinatah x^1, . . . , x^n. Smestivxis~ za vremØ t vdol~ traektoriæ, opredelennyh naqal~nymi dannymi (2), toqki giperpoverhnosti S sformiru¸t novu¸ giperpoverhnost~ S_t. V rezul~tate poluqaetsØ semeæstvo giperpoverhnosteæ S_t i semeæstvo otobraßeniæ sdviga f_t : S → S_t, kotorye pri dostatoqno malyh znaqeniØh parametra t ØvlØ¸tsØ lokal~nymi diffeomorfizmami. Vse ffto semeæstvo otobraßeniæ prinØto nazyvat~ konstrukcieæ sdviga ili prosto sdvigom giperpoverhnosti S vdol~ traektoriæ dinamiqeskoæ sistemy (1).

Opredelenie 1.1. Sdvig ft : S → St giperpoverhnosti S vdol~

traektoriæ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy s silovym polem F nazyvaetsØ normal~nym sdvigom, esli giperpoverhnosti S_t ortogonal~ny traektoriØm sdviga.

DlØ poluqeniØ normal~nogo sdviga nußno, kak minimum, vybrat~ naqal~nye skorosti v(p) ortogonal~nymi naqal~noæ giperpoverhnosti S, t. e. v(p) = ν(p) · n(p), gde n(p) – ediniqnyæ vektor normali k S v toqke p: x^k | |_{t=0} = x^k(p), ẋ^k | |_{t=0} = ν(p) · n^k(p); k = 1, . . ., n. (3)

No fftogo nedostatoqno. Naqal~nye usloviØ (3) ne garantiru- ¸t ortogonal~nost~ S_t i traektoriæ sdviga pri t ≠ 0. Osta¸tsØ vozmoßnosti, svØzannye s podborom giperpoverhnosti S, modulØ naqal~noæ skorosti ν(p) na S i silovogo polØ F dinamiqeskoæ sistemy (1).

Esli zanØt~sØ podborom S, to, v sluqae uspeha, poluqitsØ konstrukciØ normal~nogo sdviga, realizovannaØ na nekotoroæ special~no podobrannoæ giperpoverhnosti S (ili na nekotorom klasse giperpoverhnosteæ). V rabote [1] my ostavili vybor S

280 R. A. XARIPOV proizvol~nym i sosredotoqilis~ na podbore funkcii ν(p) v (3). Obnarußilos~, qto nußnyæ vybor ν(p) na proizvol~noæ giperpoverhnosti S vozmoßen lix~ pri opredelennyh ograniqeniØh na vybor silovogo polØ dinamiqeskoæ sistemy (1). Tak voznikaet teoriØ dinamiqeskih sistem, dopuska¸wih normal~nyæ sdvig. Ona byla razvita v serii rabot [1–16], po rezul~tatam kotoryh byli podgotovlena doktorskaØ dissertaciØ [17] i kandidatskaØ dissertaciØ [18].

V [1–18] my ograniqivalis~ rassmotreniem gladkih giperpoverhnosteæ S_t, ne ime¸wih osobyh toqek. Odnako v processe sdviga f_t : S → S_t na giperpoverhnostØh mogut obrazovyvat~sØ osobye toqki (kaustiki). V qastnosti, vozmoßno odnomomentnoe “shlopyvanie” giperpoverhnosteæ S_t v toqku pri t = t_0 s posledu¸wim ih “razdutiem” iz toqki pri t > t_0. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto t_0 = 0. Togda singulØrnoæ okazyvaetsØ naqal~naØ giperpoverhnost~ S = {p_0}, kotoraØ sostoit iz odnoæ toqki p_0, a pri t > 0 proishodit razdutie p_0 v semeæstvo giperpoverhnosteæ S_t.

Opredelenie 1.2. Razdutie ft : S → St singulØrnoæ odnotoqeq-

noæ giperpoverhnosti S = {p_0} vdol~ traektoriæ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy s silovym polem F nazyvaetsØ normal~- nym razdutiem, esli pri t > 0 giperpoverhnosti S_t ortogonal~- ny traektoriØm razdutiØ.

IdeØ rassmotret~ razdutie odnotoqeqnyh mnoßestv v ramkah konstrukcii normal~nogo sdviga byla vyskazana A. V. Bolsinovym i A. T. Fomenko pri obsußdenii rezul~tatov raboty [17] na seminare akad. A. T. Fomenko v MGU. Qastiqno ona realizovana v [19], gde pokazano, qto n~¸tonovskie dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie normal~nyæ sdvig giperpoverhnosteæ, sposobny vypolnit~ normal~noe razdutie l¸boæ napered zadannoæ toqki p_0 rimanovogo mnogoobraziØ M . Bolee polno ukazannaØ ideØ realizovana v dannoæ rabote.

§2. GeometriØ normal~nogo razdutiØ

Pust~ p_0 – nekotoraØ toqka rimanovogo mnogoobraziØ M . Rassmotrim ee normal~noe razdutie f_t : {p_0} → S_t vdol~ traektoriæ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy (1). Fiksiruem traektori¸ sdviga. Pri t = 0 ona prohodit qerez toqku p_0. Pust~ v(0)

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 281 – vektor skorosti na fftoæ traektorii, otnesennyæ k momentu vremeni t = 0. Esli v(0) ≠ 0, to fftot vektor moßno normirovat~: n = v(0) |v(0)| . (4)

Ediniqnye vektory (4), sootvetstvu¸wie razliqnym traektori- Øm, prinadleßat odnomu i tomu ße kasatel~nomu prostranstvu T_{p0} (M ). Ih moßno otoßdestvit~ s radius-vektorami toqek ediniqnoæ sfery σ ⊂ T_{p0} (M ).

Opredelenie 2.1. Nazovem razdutie ft : {p0} → St toqki p0

vdol~ traektoriæ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy (1) regulØrnym, esli vektory skorosti v(0) na vseh traektorØh razdutiØ v toqke p_0 otliqny ot nulØ, a koncy sootvetstvu¸wih im ediniqnyh vektorov (4) zapolnØ¸t vs¸ poverhnost~ ediniqnoæ sfery σ v T_{p0} (M ).

V sluqae regulØrnogo razdutiØ pri dostatoqno malyh t ≠ 0 giperpoverhnost~ S_t imeet topologi¸ sfery. Toqki q ediniqnoæ sfery σ ⊂ T_{p0} (M ) moßno ispol~zovat~ dlØ parametrizacii toqek S_t. DlØ fftogo zapixem naqal~nye dannye, kotorye opredelØ¸t regulØrnoe razdutie toqki p_0 v sledu¸weæ forme: x^k | |_{t=0} = x^k(p_0), ẋ^k | |_{t=0} = ν(q) · n^k(q); k = 1, . . . , n. (5)

Ris. 1.

Kak pokazano na ris. 1, traektorii dinamiqeskoæ sistemy (1), zadavaemye naqal~nymi usloviØmi (5), opredelØ¸t semeæstvo otobraßeniæ f_t : σ → S_t, ØvlØ¸wihsØ diffeomorfizmami pri dostatoqno malyh t ≠ 0.

Pust~ zadano regulØrnoe razdutie toqki p_0, odnovremenno ØvlØ¸weesØ normal~nym v smysle opredeleniØ 1.2. Rexenie zadaqi Koxi (5) dlØ uravneniæ (1) – ffto n funkciæ

282 R. A. XARIPOV x^1(q, t), . . . , x^n(q, t). V silu naqal~nyh dannyh (5) moßno vypisat~ teælorovskie razloßeniØ fftih funkciæ v okrestnosti toqki t = 0:

x^k(q, t) = x^k(p_0) + ν(q) n^k(q) · t + O(t); k = 1, . . ., n. (6) Pust~ v(q) = ν(q) · n(q). Vektor v(q) ∈ T_{p0} (M ) imeet smysl naqal~noæ skorosti na traektorii, sootvetstvu¸weæ toqke q ∈ σ. Ispol~zuØ komponenty vektora v(q), razloßenie (6) moßno perepisat~ tak:

x^k(q, t) = x^k(p_0) + v^k(q) · t + O(t). (7) Pust~ u^1, . . . , u^{n−1} – lokal~nye koordinaty toqki q na ediniqnoæ sfere σ. V silu lokal~nyh diffeomorfizmov razdutiØ f_t : σ → S_t oni ße mogut ispol~zovat~sØ kak lokal~nye koordinaty na giperpoverhnostØh S_t. Zapixem funkcii x^k(q, t) i ih razloßeniØ (7) v lokal~nyh koordinatah:

x^k(u^1, . . . , u^{n−1}, t) = x^k(p_0) + v^k(u^1, . . . , u^{n−1}) · t + O(t). (8) Proizvodnye funkciæ (8) po t opredelØ¸t vektor skorosti na traektoriØh razdutiØ, a ih proizvodnye po u^1, . . . , u^{n−1} – koordinatnye kasatel~nye vektory k giperpoverhnostØm S_t: v = ∑ k ∂x^k ∂t · ∂ ∂x^k , ø_i = ∑ k ∂x^k ∂u^i · ∂ ∂x^k . (9)

Izmenenie l¸bogo parametra u^1, . . ., u^{n−1} privodit k perehodu ot odnoæ traektorii razdutiØ k drugoæ. Pofftomu vektory ø_1, . . . , ø_{n−1} nazyva¸t vektorami variacii traektoriæ ili prosto vektorami variacii. DlØ komponent vektora v(t) i dlØ komponent vektorov ø_i(t) iz (8) vyvodim v^k(u^1, . . ., u^{n−1}, t) = ∂x^k ∂t = v^k(u^1, . . . , u^{n−1}) + O(1), (10) τ^k_i (u^1, . . . , u^{n−1}, t) = ∂x^k ∂u^i = ∂v^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂u^i · t + O(t). (11) Uslovie normal~nosti razdutiØ f_t : {p_0} → S_t sostoit v ortogonal~nosti vektora v vsem vektoram ø_1, . . . , ø_{n−1} v (9) odnovremenno. Zapixem ego kak uslovie obraweniØ v nul~ skalØrnyh

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 283 proizvedeniæ (v | ø_i):

(v | ø_i) = ∑ k,r g_{kr}(x^1, . . . , x^n) ∂x^k ∂t ∂x^r ∂u^i = 0. (12)

(Zdes~ g_{kr}(p_0) = g_{kr}(x^1(p_0), . . . , x^n(p_0)) – komponenty metriqeskogo tenzora v toqke p_0, vyqislennnye v koordinatah x^1, . . . , x^n na M .) Podstanovka razloßeniæ (8), (10) i (11) v poluqennoe ravenstvo (12) opredelØet asimptotiku ego levoæ qasti pri t → 0: ∑ k,r g_{kr}(p_0) v^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂v^k(u^1, . . ., u^{n−1}) ∂u^i · t + O(t) = 0. (13)

Poskl~ku qast~ ravenstva (13) ravna nul¸ toßdestvenno po t, to iz (13) vytekaet sootnoxenie ∑ k,r g_{kr}(p_0) v^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂v^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂u^i = 0. (14)

Hetrudno uvidet~, qto levaØ qast~ (14) est~ skalØrnoe proizvedenie vektora naqal~noæ skorosti v(q) i ego proizvodnoæ po u^i:

(v(q) | v^′_ui (q)) = 1 2 ∂|v(q)|^2 ∂u^i = ν(q) ∂ν(q) ∂u^i = 0. (15)

Ravenstvo (15) slußit dokazatel~stvom sledu¸weæ teoremy.

Teorema 2.1. DlØ togo, qtoby regulØrnoe razdutie ft : {p0} → St

toqki p_0 vdol~ traektoriæ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy (1) bylo normal~nym, neobhodimo, qtoby ono zadavalos~ naqal~- nymi dannymi (5), v kotoryh ν(q) = const ≠ 0. •

Oboznaqim qerez ν_0 konstantu, voznika¸wu¸ v teoreme 2.1, i zapixem naqal~nye dannye (5) v sledu¸weæ forme: x^k | |_{t=0} = x^k(p_0), ẋ^k | |_{t=0} = ν_0 · n^k(q); k = 1, . . . , n. (16)

Sledu¸wee opredelenie ØvlØetsØ central~nym dlØ razvivaemoæ niße teorii.

Opredelenie 2.2. GovorØt, qto n~¸tonovskaØ dinamiqeskaØ si-

stema (1) s silovym polem F na rimanovom mnogoobrazii M dopuskaet normal~noe razdutie toqek, esli dlØ l¸boæ toqki

284 R. A. XARIPOV p_0 ∈ M i l¸boæ poloßitel~noæ konstanty ν_0 > 0 naqal~nye dannye (16) zada¸t normal~noe razdutie toqki p_0 vdol~ traektoriæ fftoæ dinamiqeskoæ sistemy.

Opredelenie 2.2 bylo vpervye dano v [19]. Teorema 2.1 pokazyvaet, qto zaloßennoe v nem uslovie ν(q) = ν_0 = const ØvlØetsØ neizbeßnoæ neobhodimost~¸.

PodstavlØØ ν(q) = ν_0 v razloßeniØ (8), (10) i (11) i ispol~zuØ vvedennoe ranee oboznaqenie v(q) = ν(q) · n(q), poluqim razloße- niØ x^k(u^1, . . . , u^{n−1}, t) = x^k(p_0) + ν_0 n^k(u^1, . . . , u^{n−1}) · t + O(t), (17)

v^k(u^1, . . . , u^{n−1}, t) = ν_0 n^k(u^1, . . . , u^{n−1}) + O(1), (18)

τ^k_i (u^1, . . ., u^{n−1}, t) = ν_0 ∂n^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂u^i · t + O(t), (19)

ime¸wie mesto v silu naqal~nyh usloviæ (16), opredelØ¸wih razdutie toqki p_0 vdol~ traektoriæ dinamiqeskoæ sistemy (1).

§3. Dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie normal~noe razdutie toqek

Opredelenie 2.2 vvodit novyæ special~nyæ klass n~¸tonovskih dinamiqeskih sistem. �tot klass nepust (sm. [19, teorema 12.1]).

NastoØwiæ paragraf posvØwen dokazatel~stvu teoremy 3.1, sformulirovannoæ v konce paragrafa, kotoraØ daet neobhodimye usloviØ prinadleßnosti sistemy fftomu klassu.

Pust~ F – silovoe pole n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy, dopuska¸weæ normal~noe razdutie toqek. Togda, soglasno opredeleni¸ 2.2, vybor l¸boæ toqki p_0 ∈ M i proizvol~- noæ konstanty ν_0 > 0 pozvolØet postroit~ normal~noe razdutie f_t : {p_0} → S_t. DlØ ego izuqeniØ rassmotrim giprepoverhnosti S_t so sferiqeskoæ topologieæ, opredelim na nih lokal~nye koordinaty u^1, . . . , u^{n−1}, perenesennye s ediniqnoæ sfery σ, i postroim vektory (9) na traektoriØh razdutiØ. Zatem opredelim skalØrnye proizvedeniØ

φ_i = (v | ø_i). (20)

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 285 (Sm. (12). V [17] oni byli nazvany funkciØmi deviacii. Oni harakterizu¸t stepen~ otkloneniØ razdutiØ f_t : {p_0} → S_t ot normal~nosti. V sluqae normal~nogo razdutiØ vse oni toßdestvenno ravny nul¸: φ_i = 0.

Obrawenie v nul~ funkciæ deviacii φ_i v naqal~nyæ moment vremeni t = 0 vytekaet iz naqal~nyh usloviæ (16) bezotnositel~no k tomu, kakim vybrano silovoe pole F dinamiqeskoæ sistemy (1): φ_i | |_{t=0} = lim_{t→0} φ_i(u^1, . . . , u^{n−1}, t) = 0. (21)

Deæstvitel~no, pri t → 0 vektor skorosti stremitsØ k svoemu predel~nomu znaqeni¸ v(0) = ν_0 · n(q), a vektor ø_i stremitsØ k nul¸, qto vidno iz razloßeniæ (11) dlØ ego komponent. Sledovatel~no, φ_i = (v | ø_i) → 0.

Krome (21), v sluqae normal~nogo razdutiØ iz toßdestvennogo obraweniØ v nul~ funkciæ deviacii vytekaet obrawenie v nul~ proizvodnyh φ̇_i: φ̇_i | |_{t=0} = lim_{t→0} ∂φ^i(u^1, . . . , u^{n−1}, t) ∂t = 0. (22)

Pri vyqislenii φ̇_i differencirovanie po t moßno zamenit~ kovariantnym differencirovaniem po parametru t vdol~ traektorii:

φ̇_i = ∇_tφ_i = ∇_t(v | ø_i) = (∇_tv | ø_i) + (v | ∇_tø_i). (23) Dalee, imeem ∇_tv = F, qto vytekaet iz uravneniæ n~¸tonovskoæ dinamiki (1). Pofftomu (23) prinimaet vid

φ̇_i = (F | ø_i) + (v | ∇_tø_i). (24)

Vektor F imeet koneqnyæ predel pri t → 0, opredelØemyæ naqal~nymi usloviØmi (16): F → F(p_0, ν_0 · n(q)). A vektor τ_i pri fftom obrawaetsØ v nul~. Pofftomu pervoe slagaemoe v (24) stremitsØ k nul¸ pri t → 0.

Rassmotrim vektor ∇_tø_i vo vtorom slagaemom. Vypixem ego komponenty:

∇_tτ^k_i = ∂τ^k_i ∂t + ∑ r,s Γ^k_{rs} v^r τ^s_i . (25)

VypolnØØ predel~nyæ perehod t → 0 v (25) i ispol~zuØ razloßeniØ (17)–(19), poluqaem

lim_{t→0} ∇_tτ^k_i = ν_0 ∂n^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂u^i , (26)

286 R. A. XARIPOV gde n^k(u^1, . . . , u^{n−1}) – komponenty ediniqnogo vektora n(q), ØvlØ- ¸wegosØ radius-vektorom toqki q ediniqnoæ sfery σ ⊂ T_{p0} (M ). Proizvodnye vektora n(u^1, . . . , u^{n−1}) po u^1, . . . , u^{n−1} – ffto koordinatnye kasatel~nye vektory sfery σ v lokal~nyh koordinatah u^1, . . . , u^{n−1}. Oboznaqim ih K_1, . . ., K_{n−1}:

K_i(q) = ∑ k ∂n^k(u^1, . . . , u^{n−1}) ∂u^i · ∂ ∂x^k . (27)

Togda sootnoxenie (26) moßno perepisat~ v vide

∇_tø_i → ν_0 · K_i(q) pri t → 0. (28)

A dlØ vektora v, kak uße otmeqalos~ vyxe, imeetsØ sootnoxenie

v → ν_0 · n(q) pri t → 0. (29)

Iz (28) i (29) vytekaet obrawenie v nul~ vtorogo slagaemogo v pravoæ qasti (24) pri t → 0. Deæstvitel~no, vektor K_i(q) – kasatel~nyæ k ediniqnoæ sfere σ v toqke q, a vektor n(q) napravlen po radiusu. �ti vektory ortogonal~ny i ih skalØrnoe proizvedenie ravno nul¸.

Itak, oba slagaemyh v pravoæ qasti formuly (24) obrawa- ¸tsØ v nul~ pri t → 0, otkuda vytekaet (22). Podobno (21), sootnoxenie (22) vypolneno v silu naqal~nyh usloviæ (16) bezotnositel~no k tomu, kakim vybrano silovoe pole F dinamiqeskoæ sistemy (1).

Pofftomu rassmotrim sootnoxenie φ̈_i | |_{t=0} = lim_{t→0} ∂^2φ^i(u^1, . . . , u^{n−1}, t) ∂t^2 = 0, (30)

kotoroe toße dolßno vypolnØt~sØ v sluqae normal~nogo razdutiØ toqki p_0. Prodifferenciruem ravenstvo (24) po t. �to daet

φ̈_i = (∇_tF | ø_i) + 2 (F | ∇_tø_i) + (v | ∇_{tt}ø_i). (31)

Komponenty vektora sily F zavisØt ot udvoennogo nabora argumentov – koordinat toqki na traektorii x^1, . . . , x^n i komponent ee vektora skorosti v^1, . . . , v^n. T. e. F zavisit ot toqki kasatel~- nogo rassloeniØ T M . Takie vektory ne ukladyva¸tsØ v ramki obyqnogo ponØtiØ vektornogo polØ na mnogoobrazii M , v svØzi s qem v [6] bylo vvedeno ponØtie rasxirennogo vektornogo polØ i, kak ego obobwenie, rasxirennogo tenzornogo polØ.

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 287

Opredelenie 3.1. FunkciØ X, kotoraØ kaßdoæ toqke q = (p, v)

kasatel~nogo rassloeniØ T M stavit v sootvetstvie nekotoryæ tenzor tipa (r, s) v toqke p = π(q) na M , nazyvaetsØ rasxirennym tenzornym polem tipa (r, s) na mnogoobrazii M .

Gladkie rasxirennye tenzornye polØ obrazu¸t algebru nad kol~com gladkih funkciæ na kasatel~nom rassloenii. Ona byla nazvana rasxirennoæ algebroæ tenzornyh poleæ na M . Esli M – rimanovo mnogoobrazie, to v rasxirennoæ algebre tenzornyh poleæ na M estestvennym obrazom opredeleny dva kovariantnyh differencirovaniØ ∇ i ~∇. Pervoe iz nih bylo nazvano prostranstvennym gradientom, a vtoroe – skorostnym gradientom. KovariantnaØ proizvodnaØ ∇_tF dlØ vektora sily v (31) moßet byt~ vyraßena qerez sootvetstvu¸wie gradienty rasxirennogo vektornogo polØ F. DlØ komponent ∇_tF v (31) imeem

∇_tF^k = ∑ s ∇_sF^k v^s + ∑ s ~∇_sF^k F^s. (32)

My ne stanem kommentirovat~ formulu (32) i podrobno opisyvat~ vse, qto svØzano s rasxirennoæ algebroæ tenzornyh poleæ (sm. [17, gl. II – IV]). Tehnika ispol~zovaniØ rasxirennyh tenzornyh poleæ v dal~neæxem predpolagaetsØ izvestnoæ qitatel¸.

VtoraØ kovariantnaØ proizvodnaØ ∇_{tt}ø_i v (31) vyraßaetsØ qerez ø_i i ∇_tø_i. Delo v tom, qto komponenty l¸bogo vektora variacii traektoriæ ø v sluqae n~¸tonovskih sistem udovletvorØ¸t sisteme lineænyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ ∇_{tt}τ^k = − ∑ m,s,r R^k_{msr}τ^sv^r v^m + ∑ s ∇_tτ^s ~∇_sF^k + ∑ s τ^s∇_sF^k. (33)

S uqetom (32) i (33) formula (31) prinimaet vid

φ̈_i = ∑ r ( 2 F_r + ∑ s v^s ~∇_rF_s ) ∇_tτ^r_i +

+ ∑ r ( ∑ s v^s (∇_sF_r + ∇_rF_s) + ∑ s F^s ~∇_sF_r ) τ^r_i . (34)

Zdes~ i dalee, narØdu s kontravariantnymi komponentami vektorov, ispol~zu¸tsØ ih kovariantnye komponenty, poluqa¸wi-

288 R. A. XARIPOV esØ v rezul~tate opuskaniØ indeksa: v_i = ∑ j g_{ij} v^j , F_i = ∑ j g_{ij} F^j. Veliqiny F_k, ~∇_kF_s, ∇_sF_k v (34) sut~ komponenty gladkih rasxirennyh tenzornyh poleæ. Vse oni ime¸t koneqnyæ predel pri t → 0, opredelØemyæ podstanovkoæ lokal~nyh koordinat toqki p_0 i komponent vektora v(0) = ν_0 · n(q) v ih argumenty. Pofftomu dlØ vyqisleniØ predela proizvodnoæ φ̈_i dostatoqno vospol~zovat~sØ sootnoxeniem (28) i tem, qto ø_i → 0 pri t → 0:

lim_{t→0} φ̈_i = ∑ r ν_0 ( 2 F_r + ∑ s v^s ~∇_rF_s ) K^r_i . (35)

PodstavlØØ (35) v (30), poluqaem sootnoxenie: ∑ r ( 2 F_r + ∑ s v^s ~∇_rF_s ) K^r_i = 0, (36)

gde K^r_i – komponenty vektora K_i iz (27). Zametim, qto levaØ qast~ (36) lineæna otnositel~no komponent vektora K_i, a vektory K_1, . . . , K_{n−1} obrazu¸t bazis v giperploskosti, ortogonal~noæ vektoru n(q). Posledniæ kollinearen vektoru skorosti v(0) = ν_0 · n(q). Pofftomu, esli rassmotret~ operator P ortogonal~nogo proektirovaniØ na giperploskost~, ortogonal~nu¸ vektoru v, i oboznaqit~ qerez P^r_i ego komponenty, to sootnoxenie (36) moßno zamenit~ ffkvivalentnym emu sootnoxeniem ∑ r ( 2 F_r + ∑ s v^s ~∇_rF_s ) P^r_i = 0. (37)

Ortogonal~nye proektory P obrazu¸t rasxirennoe tenzornoe pole tipa (1, 1). Ego komponenty moßno vypisat~ Øvno: P^r_i = δ^r_i − N^r N_i. (38) Zdes~ δ^r_i – simvol Kronekera, a N_i i N^r – ko- i kontravariantnye komponenty rasxirennogo vektornogo polØ N, sostoØwego iz ediniqnyh vektorov, sonapravlennyh s vektorom v: N = v |v| . (39)

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 289 V qem smysl vyvedennyh sootnoxeniæ (38) ? Delo v tom, qto sootnoxeniØ (30), v otliqie ot (21) i (22), uße ne mogut vypolnØt~sØ tol~ko v silu naqal~nyh usloviæ (16). Oni ffkvivalentny vypolneni¸ sootnoxeniæ (38) v toqke p_0 dlØ vseh vektorov v s |v| = ν_0. Esli ße dinamiqeskaØ sistema (1) prinadleßit k klassu sistem, dopuska¸wih normal~noe razdutie toqek, kak ffto my predpoloßili vyxe, to sootnoxeniØ (38) dlØ silovogo polØ F vypolneny vo vseh toqkah kasatel~nogo rassloeniØ T M , gde |v| ≠ 0. V fftom sluqae oni predstavlØ¸t soboæ differencial~- nye uravneniØ v qastnyh proizvodnyh otnositel~no komponent F. Prodolßim izuqenie sootnoxeniæ tipa (30). Sledu¸wim v rØdu sootnoxeniæ (21), (22) i (30) ØvlØetsØ uslovie obraweniØ v nul~ tret~ih proizvodnyh dlØ funkciæ deviacii φ_1, . . . , φ_{n−1}:

...φ_i|_{t=0}

= lim_{t→0} ∂^3φ_i(u^1, . . . , u^{n−1}, t) ∂t^3 = 0, (40)

Qtoby vyqislit~

...φ_i

, prodifferenciruem (34) po t. Ravenstvo (34) imeet sledu¸wu¸ strukturu:

φ̈_i = ∑ r α_r ∇_tτ^r_i + ∑ r β_r τ^r_i , (41)

gde α_r i β_r – komponenty rasxirennyh kovektornyh poleæ. Ots¸da

...φ_i = ∑ r α_r ∇_{tt}τ^r_i + ∑ r (∇_tα_r + β_r ) ∇_tτ^r_i + ∑ r ∇_tβ_r τ^r_i =

= ∑ r α_r ∇_{tt}τ^r_i + ∑ r ( ∑ s ∇_sα_r v^s + ∑ s ~∇_sα_r F^s ) ∇_tτ^r_i +

+ ∑ r β_r ∇_tτ^r_i + ∑ r ( ∑ s ∇_sβ_r v^s + ∑ s ~∇_sβ_r F^s ) τ^r_i . DlØ vyqisleniØ ∇_tα_r i ∇_tβ_r my vospol~zovalis~ formulami, analogiqnymi (32). Dalee uqtem, qto τ^r_i (0) = 0 (ffto sleduet iz (19)):

...φ_i

(0)= ∑ r α_r∇_{tt}τ^r_i (0)+ ∑ r ( β_r + ∑ s ∇_sα_rv^s + ∑ s ~∇_sα_rF^s ) ∇_tτ^r_i (0).

290 R. A. XARIPOV PerehodØ v sisteme (33) k predelu pri t → 0, nahodim ∇_{tt}τ^r_i (0) = ∑ s ~∇_sF^r ∇_tτ^s_i (0) (42)

i, podstavlØØ (42) v vyraßenie dlØ

...φ_i

(0), poluqaem ...φ_i

(0) = ∑ r ( β_r + ∑ s ~∇_rF^s α_s + ∑ s ∇_sα_r v^s + ∑ s ~∇_sα_r F^s ) ∇_tτ^r_i (0).

Znaqenie ∇_tτ^r_i pri t = 0 opredelØetsØ iz (28). Pofftomu uslovie (40) obraweniØ v nul~ tret~ih proizvodnyh privodit k sootnoxeni¸ ∑ r ( β_r + ∑ s ~∇_rF^s α_s + ∑ s ∇_sα_r v^s + ∑ s ~∇_sα_r F^s ) K^r_i = 0.

Komponenty vektorov K_1, . . . , K_{n−1} moßno zamenit~ komponentami ortogonal~nogo proektora P. Priqina zdes~ ta ße samaØ, qto i pri zamene sootnoxeniØ (36) na (37): ∑ r ( β_r + ∑ s ~∇_rF^s α_s + ∑ s ∇_sα_r v^s + ∑ s ~∇_sα_r F^s ) P^r_i = 0. (43)

V poluqennoe sootnoxenie (43) neobhodimo podstavit~ konkretnye vyraßeniØ dlØ α_r i β_r , vzØv ih iz sravneniØ formul (34) i (41):

α_r = 2 F_r + ∑ s v^s ~∇_rF_s, β_r = ∑ s v^s (∇_sF_r + ∇_rF_s) + ∑ s F^s ~∇_sF_r. (44)

No snaqala zametim, qto vyvedennye ranee uravneniØ (37) dlØ komponent vektora sily F moßno zapisat~ kak ∑ r α_r P^r_i = 0. (45)

Primenim k (45) differencirovaniØ ∇ i ~∇ i svernem poluqa¸- wiesØ rezul~taty s komponentami vektorov v i F sootvetstvenno: ∑ r,s v^s ∇_sα_r P^r_i = 0, ∑ r,s F^s ~∇_sα_r P^r_i = ∑ r,s α_s N^s P^r_i F_r |v| . (46)

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 291 Pri vyvode (46) my uqli (45) i vospol~zovalis~ sootnoxeniØmi

∇_sP^r_i = 0, ~∇_sP^r_i = − 1 |v| ( N_i P^r_s + ∑ j g_{ij} P^j_s N^r ) . (47)

SootnoxeniØ (47) dokazyva¸tsØ neposredstvennym vyqisleniem na osnove formul (38) i (39) (sm. [17, gl. 5, §5]).

Ispol~zuem sootnoxeniØ (46) dlØ uproweniØ uravneniæ (43). V silu pervogo iz fftih sootnoxeniæ tret~e slagaemoe v (43) obrawaetsØ v nul~. Vtoroe sootnoxenie (46) pozvolØet preobrazovat~ qetvertoe slagaemoe v (43). V itoge fftih preobrazovaniæ poluqaem ∑ r ( β_r + ∑ s ~∇_rF^s α_s + ∑ s α_s N^s F_r |v| ) P^r_i = 0. (48)

Podstavim s¸da α_r i β_r iz (44): ∑ r,s v^s(∇_sF_r + ∇_rF_s) P^r_i + ∑ r,s F^s ~∇_sF_r P^r_i + + ∑ r,s 2 F_s ~∇_rF^s P^r_i + ∑ r,s,q v^q ~∇_sF_q ~∇_rF^s P^r_i + (49) + ∑ r,s 2 F_r N^s F_s |v| P^r_i + ∑ r,s,q F_r N^s N^q ~∇_s F_q P^r_i = 0.

Dal~neæxee preobrazovanie poluqennyh uravneniæ naqnem s qetvertogo slagaemogo v (49). V silu (38) imeem δ^r_i = P^r_i + N^r N_i. Pofftomu ∑ r,s,q v^q ~∇_sF_q ~∇_rF^s P^r_i =

= ∑ r,s,q,j v^q ~∇_sF_q P^s_j ~∇_rF^j P^r_i + ∑ r,s,q,j v^q ~∇_sF_q N^s N_j ~∇_rF^j P^r_i =

= − ∑ r,s,j 2 F_s P^s_j ~∇_rF^j P^r_i + ∑ r,s,q,j N^q ~∇_sF_q N^s v^j ~∇_rF_j P^r_i =

= − ∑ r,s 2F_s ~∇_rF^sP^r_i + ∑ r,s,j 2F_jN^j N_s ~∇_rF^sP^r_i − ∑ r,s,q 2N^qN^s ~∇_sF_qF_rP^r_i .

292 R. A. XARIPOV

Krome sootnoxeniØ δ^r_i = P^r_i + N^r N_i, vyteka¸wego iz (38), zdes~ ispol~zovano sootnoxenie (45), zapisannoe v vide ∑ r,s |v| N^s ~∇_rF_s P^r_i = − ∑ r 2 F_r P^r_i .

Primenim ego ewe raz dlØ togo, qtoby preobrazovat~ vtoroe slagaemoe v poluqennom vyxe vyraßenii: ∑ r,s,q v^q ~∇_sF_q ~∇_rF^s P^r_i =

= − ∑ r,s 2F_s ~∇_rF^sP^r_i − ∑ r,s 4F_sN^sF_r |v| P^r_i − ∑ r,s,q 2N^qN^s ~∇_sF_qF_rP^r_i .

Podstanovka poluqennogo vyraßeniØ vmesto qetvertogo slagaemogo v (49) privodit k sokraweni¸ tret~ego slagaemogo i k smene znaka v pØtom i xestom slagaemyh. UravneniØ (49) primut vid ∑ r,s v^s(∇_sF_r + ∇_rF_s) P^r_i + ∑ r,s F^s ~∇_sF_r P^r_i − − ∑ r,s 2 F_r N^s F_s |v| P^r_i − ∑ r,s,q F_r N^s N^q ~∇_s F_q P^r_i = 0.

(50)

Proizvedem nebol~xie (teper~ uße qisto kosmetiqeskie) preobrazovaniØ v uravneniØh (37) i (50) i zapixem ih, ob¨ediniv v sistemu: ∑ i ( v^{−1} F_i + ∑ j ~∇_i (N^j F_j) ) P^i_k = 0, ∑ i,j ( ∇_iF_j + ∇_jF_i − 2 v^{−2} F_i F_j ) N^j P^i_k +

+ ∑ i,j ( F^j ~∇_jF_i v − ∑ r N^r N^j ~∇_j F_r v F_i ) P^i_k = 0.

(51)

Poluqennyæ rezul~tat sformuliruem v vide sledu¸weæ teoremy.

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 293

Teorema 3.1. DlØ togo, qtoby n~¸tonovskaØ dinamiqeskaØ si-

stema (1) na rimanovom mnogoobrazii M dopuskala normal~noe razdutie toqek, neobhodimo, qtoby ee silovoe pole udovletvorØlo uravneniØm (51) vo vseh toqkah q = (p, v) kasatel~nogo rassloeniØ T M s v ≠ 0. •

§4. Uslovie slaboæ normal~nosti

Vyxe my rassmotreli usloviØ obraweniØ v nul~ funkciæ deviacii φ_i i ih proizvodnyh φ̇_i, φ̈_i i

...φ_i v naqal~nyæ moment vremeni t = 0. Okazalos~, qto usloviØ φ_i(0) = φ̇_i(0) = 0 vypolnØ¸tsØ v silu naqal~nyh dannyh (16), opredelØ¸wih razdutie toqki, i ne nakladyva¸t nikakih ograniqeniæ na silovoe pole F dinamiqeskoæ sistemy. Iz usloviæ φ̈_i(0) =

...φ_i (0) = 0 my vyveli ograniqeniØ na F v forme uravneniæ (51) na komponenty vektora sily.

Moßno bylo by i dalee xag za xagom rassmatrivat~ usloviØ obraweniØ v nul~ dlØ proizvodnyh funkciæ deviacii bolee vysokogo porØdka, poluqaØ vse novye uravneniØ na F. Odnako, kak seæqas budet vidno, v fftom net neobhodimosti. Delo v tom, qto uravneniØ (51) v toqnosti sovpada¸t s uravneniØmi slaboæ normal~nosti, voznika¸wimi pri rassmotrenii n~¸tonovskih dinamiqeskih sistem, dopuska¸wih normal~nyæ sdvig giperpoverhnosteæ. DlØ sluqaØ M = R^2 oni vpervye byli vyvedeny v [1], zatem v [3] byli obobweny na sluqaæ M = R^n. V forme (51), sootvetstvu¸weæ sluqa¸ proizvol~nogo rimanovogo mnogoobraziØ, ffti uravneniØ byli poluqeny v [6] (sr. [17, gl. V]). UravneniØ slaboæ normal~nosti ffkvivalentny sledu¸wemu uslovi¸ slaboæ normal~nosti dlØ n~¸tonovskih dinamiqeskih sistem.

Opredelenie 4.1. N~¸tonovskaØ dinamiqeskaØ sistema (1) na

rimanovom mnogoobrazii M udovletvorØet uslovi¸ slaboæ normal~nosti, esli kaßdoæ ee traektorii p = p(t) sootvetstvuet obyknovennoe differencial~noe uravnenie

φ̈ = A(t) φ̇ + B(t) φ, (52)

kotoromu udovletvorØet funkciØ deviacii φ = (v | ø ), otveqa¸waØ proizvol~nomu vyboru vektora variacii ø (t) na fftoæ traektorii.

Slova “l¸baØ funkciØ deviacii” i “proizvol~nyæ vybor vektora variacii” v fftom opredelenii trebu¸t kommentariØ.

294 R. A. XARIPOV Pust~ p = p(t) – kakaØ-nibud~ traektoriØ n~¸tonovskoæ dinamiqeskoæ sistemy (1). Vkl¸qim ee v nekotoroe (proizvol~noe) odnoparametriqeskoe semeæstvo traektoriæ p = p(u, t), tak, qtoby pri nulevom znaqenii u = 0 bylo by p(0, t) = p(t). Parametr u moßno vvesti, naprimer, sdelav zavisØwimi ot u naqal~nye dannye v zadaqe Koxi, kotoraØ fiksiruet traektori¸ p(t). V lokal~nyh koordinatah x^1, . . ., x^n na M semeæstvo p = p(u, t) zadaetsØ funkciØmi

x^1 = x^1(u, t), . . . . . , x^n = x^n(u, t). (53)

Proizvodnye funkciæ (53) po parametru u opredelØ¸t vektor ø (t) na traektorii p(t). DlØ nego imeetsØ formula ø = ∑ k ∂x^k ∂u | |_{u=0} · ∂ ∂x^k (54)

(sr. (9)). On nazyvaetsØ vektorom variacii traektoriæ. Imenno tak postroennyæ vektor ø (t) imeetsØ v vidu v opredelenii 4.1. Ego skalØrnoe proizvedenie s vektorom skorosti v est~ sootvetstvu¸waØ emu funkciØ deviacii: φ = (v | ø ).

Netrudno pokazat~, qto komponenty l¸bogo vektora variacii ø (t), postroennogo vyxeopisannym sposobom, udovletvorØ- ¸t differencial~nym uravneniØm (33) (sm. [6] ili [17, gl. V]). I naoborot, l¸boæ vektor ø (t), komponenty kotorogo udovletvorØ¸t uravneniØm (33), moßet byt~ poluqen v ramkah vyxeopisannoæ konstrukcii po formule (54). Po fftoæ priqine pod slovami “proizvol~nyæ vybor vektora variacii” v opredelenii 4.1 moßno ponimat~ vybor proizvol~nogo rexeniØ sistemy lineænyh odnorodnyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka (33). Otveqa¸waØ takomu vyboru funkciØ deviacii φ(t) = (v | ø ) = ∑ k v_k τ^k v sluqae obwego poloßeniØ udovletvorØet lineænomu odnorodnomu differencial~nomu uravneni¸ porØdka 2n (sm. [17, gl. V, teorema 6.1]). V special~nyh sluqaØh (pri special~nom vybore silovogo polØ F) porØdok fftogo uravneniØ moßet ponißat~sØ. Opredelenie 4.1 vydelØet sluqaæ, kogda porØdok uravneniØ dlØ φ ponißaetsØ do 2. DlØ fftogo sluqaØ v [6], po suti dela, byla dokazana sledu¸waØ teorema (sm. [17, gl. V, teorema 6.2]).

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 295

Teorema 4.1 [6]. N~¸tonovskaØ dinamiqeskaØ sistema na rima-

novom mnogoobrazii M razmernosti n ¿ 2 udovletvorØet uslovi¸ slaboæ normal~nosti togda i tol~ko togda, kogda ee silovoe pole udovletvorØet uravneniØm (51) vo vseh toqkah q = (p, v) kasatel~- nogo rassloeniØ T M s v ≠ 0.

Zametim, qto vektory variacii ø_1, . . ., ø_{n−1}, voznika¸wie pri razdutii toqek, estestvennym obrazom ukladyva¸tsØ v ramki vyxeopisannogo obwego opredeleniØ (54). Pofftomu esli silovoe pole F dinamiqeskoæ sistemy (1) udovletvorØet uravneniØm (51), to sootvetstvu¸wie funkcii deviacii φ_1, . . . , φ_{n−1} udovletvorØ¸t differencial~nym uravneniØm vida (52) na traektoriØh razdutiØ. V fftom sluqae naqal~nye usloviØ zadaqi Koxi φ_i | |_{t=0} = φ̇_i | |_{t=0} = 0, (55)

poluqennye iz (21) i (22), obespeqiva¸t toßdestvennoe ravenstvo nul¸ funkciæ deviacii. Vypolnenie ße samih usloviæ (55), kak zameqeno vyxe, obespeqivaetsØ tol~ko naqal~nymi dannymi (16). Po fftoæ priqine moßno usilit~ teoremu 3.1, sformulirovav ee tak.

Teorema 4.2. N~¸tonovskaØ dinamiqeskaØ sistema (1) na rima-

novom mnogoobrazii M dopuskaet normal~noe razdutie toqek togda i tol~ko togda, kogda ee silovoe pole udovletvorØet uravneniØm (51) vo vseh toqkah q = (p, v) kasatel~nogo rassloeniØ T M , gde v ≠ 0. •

Ograniqenie n ¿ 2 v teoreme 4.1 ne ØvlØetsØ suwestvennym. My ne formuliruem ego Øvno, poskol~ku v razmernosti n = 1 samo ponØtie normal~nogo razdutiØ toqek terØet smysl.

§5. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

Teorema 4.2 – central~nyæ rezul~tat dannoæ raboty. Ona svodit izuqenie n~¸tonovskih dinamiqeskih sistem, dopuska- ¸wih normal~noe razdutie toqek, k analizu sistemy differencial~nyh uravneniæ v qastnyh proizvodnyh (51) dlØ ih silovyh poleæ. Krome togo, ona daet geometriqesku¸ interpretaci¸ dostatoqno abstraktnogo usloviØ slaboæ normal~nosti, svodØ ego k geometriqeski naglØdnomu uslovi¸ togo, qto dinamiqeskaØ sistema sposobna osuwestvlØt~ normal~noe razdutie toqek.

296 R. A. XARIPOV

Otmetim, qto v razmernosti n = 2 (fftot sluqaæ detal~no izuqen v [18]) uslovie togo, qto n~¸tonovskaØ dinamiqeskaØ sistema dopuskaet normal~nyæ sdvig giperpoverhnosteæ, takße svoditsØ k sisteme uravneniæ (51). Po fftoæ priqine imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie 5.1. Pri n = 2 klass n~¸tonovskih dinamiqeskih

sistem, dopuska¸wih normal~nyæ sdvig giperpoverhnosteæ, sovpadaet s klassom n~¸tonovskih dinamiqeskih sistem, dopuska¸wih normal~noe razdutie toqek. •

V razmernosti n ¿ 3 pri izuqenii dinamiqeskih sistem, dopuska¸wih normal~nyæ sdvig proizvol~nyh giperpoverhnosteæ, narØdu s uravneniØmi slaboæ normal~nosti (51) voznika¸t tak nazyvaemye dopolnitel~nye uravneniØ normal~nosti. Oni ime- ¸t vid ∑ i,j P^i_ε P^j_σ ( ∑ m N^m F_i ~∇_mF_j v − ∇_iF_j ) =

= ∑ i,j P^i_ε P^j_σ ( ∑ m N^m F_j ~∇_mF_i v − ∇_jF_i ) ,

∑ i,j P^j_σ ~∇_jF^i P^ε_i = ∑ i,j,m P^j_m ~∇_jF^i P^m_i n − 1 P^ε_σ .

(56)

Analiz polnoæ sistemy uravneniæ normal~nosti, sostavlennoæ iz (51) i (56), byl predprinØt v [16], gde, odnako, byla dopuwena oxibka, pofftomu qast~ rezul~tatov fftoæ raboty neverna. �ta oxibka ispravlena v [17, gl. VII] (sr. [19]). V rezul~tate udalos~ poluqit~ Øvnu¸ formulu dlØ obwego rexeniØ polnoæ sistemy uravneniæ normal~nosti (51) i (56).

V [20] pokazano, qto rexeniØ uravneniæ slaboæ normal~nosti (51) obrazu¸t bol~xiæ klass po sravneni¸ s rexeniØmi polnoæ sistemy uravneniæ normal~nosti (51) i (56). �to oznaqaet, qto v razmernosti n ¿ 3 utverßdenie, analogiqnoe utverßdeni¸ 5.1, ne vypolnØetsØ.

Literatura

1. Boldin A. Yu., Sharipov R. A., Dynamical systems accepting the normal shift.

Ufa, Preprint ˝ 0001-M of Bashkir State University, 1993.

N^ıTONOVSKIE DINAMIQESKIE SISTEMY 297

2. Boldin A. ı., Xaripov R. A., Dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie

normal~nyæ sdvig. — TMF 97 (1993), 386–395.

3. Boldin A. ı., Xaripov R. A., Mnogomernye dinamiqeskie sistemy,

dopuska¸wie normal~nyæ sdvig. — TMF 100 (1994), 264–269.

4. Boldin A. ı., Xaripov R. A., Dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie

normal~nyæ sdvig. — Dokl. RAN 334, ˝ 2 (1994), 165–167.

5. Xaripov R. A., Problema metrizuemosti dinamiqeskih sistem, dopuska-

¸wih normal~nyæ sdvig. — TMF 101 (1994), 85–93 LANL.

6. Boldin A. ı., Dmitrieva V. V., Safin S. S., Xaripov R. A., Dinami-

qeskie sistemy na rimanovyh mnogoobraziØh, dopuska¸wie normal~nyæ sdvig. — TMF 105 (1995), 256–266.

7. Boldin A. ı., Bronnikov A. A., Dmitrieva V. V., Xaripov R. A.,

UsloviØ polnoæ normal~nosti dlØ dinamiqeskih sistem na rimanovyh mnogoobraziØh. — TMF 103 (1995), 267–275.

8. Boldin A. Yu., On the self-similar solutions of normality equation in two-dimen-sional case. Dynamical systems accepting the normal shift. Ufa, BaxGU, 1994, pp. 31–39sm. takße patt-sol/9407002 v fflektronnom arhive LANL1.

9. Xaripov R. A., Metrizuemost~ dinamiqeskih sistem konformno-ffkviva-

lentnoæ metrikoæ. — TMF 105 (1995), 276–282.

10. Xaripov R. A., Dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie normal~nyæ sdvig

v finslerovoæ geometrii. — Rukopis~ stat~i v arhive kafedry vysxeæ

algebry i geometrii BaxGU (1993).

11. Xaripov R. A., UsloviØ normal~nosti i affinnye variacii svØznosti

na rimanovyh mnogoobraziØh. — Rukopis~ stat~i v arhive kafedry vys-

xeæ algebry i geometrii BaxGU (1993).

12. Xaripov R. A., Dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie normal~nyæ sdvig.

— Uspehi mat. nauk 49, ˝ 4 (1994), 105.

13. Sharipov R. A., Higher dynamical systems accepting the normal shift. Dynamical systems accepting the normal shift. Ufa, BaxGU, 1994, pp. 41–65.

14. Dmitrieva V. V., Ob ffkvivalentnosti dvuh form zapisi uravneniæ nor-

mal~nosti dlØ dinamiqeskih sistem Rn. — V kn.: Integriruemost~ v

dinamiqeskih sistemah. Ufa, Inst. matematiki BNC UrO RAN, 1994, s. 5–16.

15. Bronnikov A. A., Sharipov R. A., Axially symmetric dynamical systems accepting the normal shift in Rn. Integriruemost~ v dinamiqeskih sistemah. Ufa,

Inst. Matematiki BNC UrO RAN, 1994, pp. 62–69.

16. Boldin A. ı., Xaripov R. A., O rexenii uravneniæ normal~nosti v

razmernosti n ¿ 3. — Algebra i analiz 10, ˝ 4 (1998), 37–62.

17. Xaripov R. A., Dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie normal~nyæ sdvig.

Diss. dokt. fiz.-mat. nauk, 1999 angl. perevod razmewen v fflektronnom arhive LANL, sm. math.DG/0002202 .

18. Boldin A. ı., Dvumernye dinamiqeskie sistemy, dopuska¸wie normal~-

nyæ sdvig. Diss. kand. fiz.-mat. nauk, 2000angl. perevod razmewen v

1�lektronnyæ arhiv Los-Alamosskoæ Nacional~noæ laboratorii SXA. Arhiv dostupen qerez Internet http://arXiv.org, on imeet zerkal~nyæ saæt v Institute teoretiqeskoæ i ffksperimental~noæ fiziki http://ru.arXiv.org

298 R. A. XARIPOV fflektronnom arhive LANL, sm. math.DG/0011134 .

19. Xaripov R. A., N~¸tonovskiæ normal~nyæ sdvig v mnogomernoæ rimano-

voæ geometrii. — Mat. sb. (prinØto k peqati) sm. takße math.DG/0006125

v fflektronnom arhive LANL .

20. Sharipov R. A., On the solutions of weak normality equations in multidimensional case. — PublikaciØ math.DG/0012110 v fflektronnom arhive LANL (2000).

Sharipov R. A. Newtonian dynamical systems admitting normal blowup of points.

A construction of normal shift along trajectories of a Newtonian dynamical system in the case of an extremely singular initial hypersurface collapsing to a single point is considered. A new class of Newtonian dynamical systems, namely, systems admitting normal blow-up of points, is introduced. The class is described in terms of differential equations of normality.

Postupilo 1 i¸nØ 2001 g. Baxkirskiæ Gosudarstvennyæ universitet, Ufa

e-mail: ruslan-sharipov@usa.net R Sharipov@ic.bashedu.ru