Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

P. V. Svetlov

GRAF–MNOGOOBRAZI˚ NEPOLOȷITEL^NO` KRIVIZNY VIRTUAL^NO RASSLOENY NAD OKRUȷNOST^ı

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

Vvedenie

Izvestno, qto vsØkoe trehmernoe mnogoobrazie nepoloßitel~- noæ sekcionnoæ krivizny neprivodimo i imeet beskoneqnu¸ fundamental~nu¸ gruppu. Soglasno gipoteze Terstona o geometrizacii takoe mnogoobrazie – libo giperboliqeskoe, libo zaæfertovo, libo hakenovo.

Zaæfertovo mnogoobrazie dopuskaet metriku nepoloßitel~- noæ sekcionnoæ krivizny (NPC-metriku) togda i tol~ko togda, kogda ono geometrizuemo “po obrazcu” E^3 ili H^2 × E.

Lib [3] pokazal, qto nezaæfertovo hakenovo mnogoobrazie M s kraem (vozmoßno pustym) nulevoæ ffælerovoæ harakteristiki dopuskaet NPC-metriku esli a) ∂M ≠ ∅ i b) v JSJ-razloßenii mnogoobraziØ M prisutstvuet hotØ by odna giperboliqeskaØ komponenta. Zamknutye nezaæfertovy hakenovy mnogoobraziØ bez giperboliqeskih komponent ØvlØ¸tsØ neprivodimymi graf-mnogo-obraziØmi. NPC-metriki na takih mnogoobraziØh byli izuqeny BuØlo i Kobel~skim [1, 2] (sr. lemmu 2.1).

DrugaØ gipoteza Terstona utverßdaet, qto vsØkoe giperboliqeskoe trehmernoe mnogoobrazie virtual~no rassloeno nad okrußnost~¸, t.e. imeet koneqnolistnoe nakryva¸wee, rasslaiva¸weesØ nad okrußnost~¸. V dannoæ zametke my anonsiruem dokazatel~stvo “pohoßego” rezul~tata.

Teorema A. Esli zamknutoe graf-mnogoobrazie dopuskaet NPC-

metriku, to ono virtual~no rassloeno nad okrußnost~¸.

Utverßdenie teoremy A trivial~no dlØ graf-mnogoobraziæ s nepustym kraem. A imenno, vsØkoe takoe mnogoobrazie virtu- 272

GRAF–MNOGOOBRAZI˚ 273

al~no rassloeno nad okrußnost~¸ [8] i dopuskaet NPC-metriku [3]. S drugoæ storony, suwestvuet beskoneqno mnogo zamknutyh graf-mnogoobraziæ, ne ØvlØ¸wihsØ virtual~no rassloennymi, i v nekotorom smysle imeetsØ “ewe bol~xe” takih mnogoobraziæ bez NPC-metrik.

Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~ svoemu nauqnomu rukovoditel¸ S. V. BuØlo za postoØnnoe vnimanie k rabote.

§1. Osnovnye opredeleniØ

1.1. Pust~ M0 – klass zamknutyh orientiruemyh graf-mnogo-

obraziæ, skleennyh iz prØmyh proizvedeniæ tipa F × S^1, vdol~ ih kraevyh torov (zdes~ F – poverhnost~ otricatel~noæ ffælerovoæ harakteristiki s kraem).

Kak uße bylo otmeqeno, graf-mnogoobrazie M , dopuska¸wee NPC-metriku, neprivodimo, i pofftomu koneqnolistno nakryvaetsØ mnogoobraziem ~M klassa M_0 [1, 8], kotoroe estestvennym obrazom snabßaetsØ (podnØtoæ) NPC-metrikoæ. PerehodØ pri neobhodimosti k dopolnitel~nomu dvulistnomu nakryva¸wemu, moßno sqitat~, qto graf mnogoobraziØ ~M (sm. p. 1.2) ne imeet petel~. Ots¸da sleduet, qto teoremu A dostatoqno dokazat~ dlØ mnogoobraziæ klassa M_0, s grafami bez petel~. Dalee rassmatriva¸tsØ tol~ko takie mnogoobraziØ.

1.2. Graf ΓM . Pust~ M – graf-mnogoobrazie, {Mv}v∈V – mno-

ßestvo ego zaæfertovyh komponent (blokov), T = ⋃ e∈E T_e – JSJ-

poverhnost~ v M (minimal~nyæ nabor nesßimaemyh torov). Takim obrazom M = ⋃ T M_v poluqaetsØ skleivaniem mnogoobraziæ M_v vdol~ ih kraevyh torov. �lementy mnoßestv V i E ØvlØ¸tsØ,

sootvetstvenno, verxinami i rebrami grafa Γ_M (V, E), dual~nogo JSJ-razloßeni¸ mnogoobraziØ M . A imenno, verxiny v, v^′ ∈ V soedineny rebrom e ∈ E, esli bloki M_v, M_v0 razdelØ¸tsØ torom T_e. V fftom sluqae my pixem v^′ = e(v). Orientirovannyæ graf, sootvetstvu¸wiæ grafu Γ_M (V, E), budem oboznaqat~ qerez Γ_M (V, W ). Na mnoßestve orientirovannyh reber W imeetsØ estestvennaØ invol¸ciØ, deæstvie kotoroæ na rebro w ∈ W budem oboznaqat~ qerez −w. Qerez ∂v oboznaqim mnoßestvo reber (orientirovannyh ili net – ffto Øsno iz konteksta), ishodØwih iz verxiny v.

1.3. Invarianty graf-mnogoobraziæ. Zafiksirovav orienta-

274 P. V. SVETLOV

ci¸ mnogoobraziØ M , my poluqim orientaci¸ na kaßdom bloke

M_v, v ∈ V , i sootvetstvenno na kaßdom kraevom tore T_e ⊂ ∂M_v = ⋃ e∈∂v Te. OpisannaØ orientaciØ tora Te kanoniqeski opredelØet

izomorfizm

is_w : Λ^2H_1(T_e; Q) → Q,

gde orientirovannoe rebro w ∈ W sootvetstvuet orientacii rebra e ∈ E ot verxiny v ∈ V (qto dlØ kratkosti oboznaqaetsØ w = (v, e)). Pust~ a ∧_w b = is_w(a ∧ b) ∈ Q – obraz fflementa a ∧ b ∈ Λ^2H_1(T_e; Q) pri fftom izomorfizme. Zametim, qto

a ∧_{−w} b = −a ∧_w b, tak kak orientacii na T_e, “prihodØwie” s

raznyh storon, protivopoloßny.

Zdes~ i dalee my fiksiruem nekotoru¸ orientaci¸ zaæfertovyh sloev v kaßdom bloke mnogoobraziØ M . Sloenie Zaæferta bloka M_v induciruet lineænye sloeniØ na kraevyh torah

{T_e}_{e∈∂v}. Pust~ f_w ∈ H_1(T_e, Z), w = (v, e) – fflementy, predstavlØ-

¸wie ffti sloeniØ. Zametim, qto fflement f_v = ι_∗(f_w), gde gomomorfizm ι_∗ : H_1(∂M_v ) → H_1(M_v ) inducirovan vkl¸qeniem kraØ, ne zavisit ot rebra w ∈ ∂v i predstavlØet sloæ sloeniØ Zaæferta bloka M_v. My opredelim celoe qislo b_w dlØ vseh w ∈ W formuloæ

b_w = f_w ∧_w f_{−w}.

Legko videt~, qto b_w = b_{−w}. Celye qisla b_e = |b_w|, w = (v, e) ne zavisØt ot proizvola v vybore orientaciæ.

DlØ togo, qtoby opredelit~ drugoæ invariant, nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma, dokazatel~stvo kotoroæ legko izvleq~ iz raboty [5].

1.4. Lemma. Pust~ dlØ kaßdogo w ∈ ∂v zadan fflement zw ∈

H_1(T_e), w = (v, e) takoæ, qto f_w ∧_w z_w = 1. Togda imeet mesto ravenstvo

ι_∗(z) = E(z) · f_v, gde z = ⨁ w∈∂v z_w i E(z) – nekotoroe racional~noe qislo (qislo �ælera). Zdes~ z_w – klass v H_1(M_v), “prihodØwiæ” iz fflementa z_w ∈ H_1(T_e).

Zameqanie. �tot invariant vpervye poØvilsØ v rabote [6]. V

rabote [5] E(z) imeet protivopoloßnyæ znak.

GRAF–MNOGOOBRAZI˚ 275 ZarØdom maksimal~nogo bloka M_v v graf-mnogoobrazii M nazyvaetsØ racional~noe qislo

k_v = E ( ⨁ w∈∂v f_{−w} b_w ) . ZarØd k_v bloka M_v ⊂ M ne zavisit ot vybrannyh orientaciæ sloev Zaæferta v blokah mnogoobraziØ M i menØet znak, kogda mnogoobrazie M menØet orientaci¸. Sr. [1].

§2. Shema dokazatel~stva teoremy A Ispol~zuØ invarianty, opredelennye vyxe, my privodim nußnye nam rezul~taty rabot [1, 2] v sledu¸weæ lemme.

2.1. Lemma. Pust~ M – graf-mnogoobrazie klassa M0 i ΓM (V, E)

– ego graf. Sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

(1) M dopuskaet NPC-metriku; (2) uravnenie

k_va_v = ∑ w2∂v w=(v, e) γ_ea_{e(v)} b_e (GE)

nad grafom Γ_M s neizvestnymi {a_v, γ_e | v ∈ V, e ∈ E} imeet rexenie {a, γ}, takoe, qto a_v > 0, |γ_e| < 1 dlØ vseh v ∈ V , e ∈ E. Uravnenie (GE) iz vtorogo punkta lemmy nazyvaetsØ uravneniem geometrizacii nad grafom Γ_M (V, E) [1].

Zameqanie. Bez poteri obwnosti moßno sqitat~, qto rexenie

{a, γ} uravneniØ (GE) iz vtorogo punkta lemmy racional~no (i

daße celoqislenno). Deæstvitel~no, usloviØ a_v > 0, |γ_e| < 1 ØvlØ¸tsØ “otkrytymi”, a (GE) est~ sistema iz |V | kvazilineænyh uravneniæ nad Q s |V | + |E| peremennymi. Budem predpolagat~, qto vse qisla a_v ØvlØ¸tsØ celymi.

2.2. Predloßenie. Pust~ M – graf-mnogoobrazie klassa M0 i

Γ_M (V, E) – ego graf. Esli uravnenie (GE) nad Γ_M (V, E) imeet racional~noe rexenie {a, γ} takoe, qto a_v > 0 i |γ_e| < 1 dlØ vseh v ∈ V i e ∈ E, to naædetsØ gorizontal~noe pogrußenie g : S → M

276 P. V. SVETLOV

nekotoroæ zamknutoæ poverhnosti S otricatel~noæ ffælerovoæ harakteristiki.

(Pogrußenie nazyvaetsØ gorizontal~nym, esli ono transversal~no sloØm Zaæferta v kaßdom bloke mnogoobraziØ M .)

Dokazatel~stvo fftogo predloßeniØ poqti doslovno povtorØet rassußdeniØ v [5, s. 421–422].

Rubinxteæn i Vang [7] dokazali prostoæ kriteriæ, pozvolØ¸- wiæ ustanovit~, ØvlØetsØ li dannaØ pogrußennaØ gorizontal~- naØ poverhnost~ virtual~no vloßennoæ, t.e. podnimaetsØ li ona do vloßeniØ v nekotorom koneqnolistnom nakrytii.

�tot kriteriæ ØvlØetsØ osnovnym instrumentom dokazatel~- stva sledu¸wego predloßeniØ.

2.3. Predloßenie. Pust~ g : S → M – gorizontal~noe pogruße-

nie, postroennoe v dokazatel~stve predloßeniØ 2.2. Togda suwestvuet koneqnolistnoe nakrytie p : ~M → M i vloßenie g̃ : S → ~M takie, qto p ∘ g̃ izotopno g.

Dokazatel~stvo budet dano v podrobnoæ publikacii.

2.4. Okonqanie dokazatel~stva teoremy A. Kak uße bylo upo-

mØnuto vyxe, moßno sqitat~, qto M ∈ M_0. Esli M dopuskaet NPC-metriku, to po lemme 2.1 uravnenie (GE) imeet rexenie. Soglasno predloßeni¸ 2.2 v M naædetsØ gorizontal~naØ poverhnost~, kotoraØ podnimaetsØ do vloßennoæ v nekotorom koneqnolistnom nakryva¸wem mnogoobraziØ M (predloßenie 2.3). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy A ostalos~ zametit~, qto esli graf-mnogoobrazie soderßit gorizontal~nu¸ vloßennu¸ poverhnost~, to libo ono samo, libo ego dvulistnoe nakryva¸- wee rassloeno nad okrußnost~¸ [4]. •

Literatura

1. S. BuØlo, V. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ graf-mnogoobraziæ I. KonformnaØ geometrizaciØ. — Algebra i analiz 7, ˝ 2 (1995), 3–45.

2. S. BuØlo, V. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ graf-mnogoobraziæ II. IzometriqeskaØ geometrizaciØ. — Algebra i analiz 7, ˝ 3 (1995), 96–117.

3. B. Leeb, Manifolds with(out) metrics of non-positive curvature. — Invention.

Math. 122 (1995), 277–289.

4. W. D. Neumann, Commensurability and virtual fibration for graph manifolds. — Topology 39 (1996), 355–378.

5. W. D. Neumann, Immersed and virtually embedded surfaces in graph manifolds.

— Algebraic and Geometric Topology 1 (2001), 411–426.

GRAF–MNOGOOBRAZI˚ 277

6. W. D. Neumann, F. Raymond, Seifert manifolds, plumbing, ¯-invariant and orientation reversing maps. Springer, Berlin, — Lect. Notes in Math. 664 (1978), 162–195.

7. J. H. Rubinstein, S. C. Wang, ß1-injective surfaces in graph-manifolds. — Comment. Math. Helv. 73 (1998), 499–515.

8. S. C. Wang, F. C. Yu, Graph-manifolds with non-empty boundary are covered by a surface bundle over the circle. — Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 122 (1997), 447–455.

Svetlov P. V. Nonpositively-curved graph manifolds are virtually fibered over the circle.

A proof of the following result is announced. Each nonpositively-curved closed graph manifold has a finite cover that fibers over the circle.

Postupilo 1 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

e-mail: svetlov@pdmi.ras.ru