Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

O. R. Musin

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH DL˚ MNOGOUGOL^NIKOV I MNOGOGRANNIKOV

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

Vvedenie

0.1. PonØtie krivizny vsegda igralo osobu¸ rol~ v matematike i teoretiqeskoæ fizike. NesmotrØ na bolee qem dvuhsotletn¸¸ ßizn~ fftogo ponØtiØ v nauke, potok posvØwennyh emu rabot ne issØkaet, a oblast~ priloßeniæ – rasxirØetsØ.

Tema dannoæ stat~i pomimo matematiqeskogo imeet i sugubo praktiqeskiæ aspekt. Raspredelenie funkcii krivizny i ee osobye toqki predstavlØ¸t interes vo mnogih prikladnyh oblastØh. Avtoru fftih strok dovelos~ uqastvovat~ v proektah, svØzannyh s kartografiqeskoæ generalizacieæ (obobwenie izobraßeniØ ob¨ekta na karte pri perehode k bolee melkomu masxtabu), pri kotoroæ na krivoæ ili poverhnosti neobhodimo vydelØt~ osobye toqki, – obyqno ffto nuli i (lokal~nye) ffkstremumy krivizny [6, 12, 22]. �kstremumy krivizny i ih raspredelenie ØvlØ¸tsØ vaßnymi harakteristikami i pri komp~¸ternom modelirovanii poverhnosteæ.

0.2. V differencial~noæ geometrii ponØtie krivizny horoxo opredeleno tol~ko dlØ klassa (C^2-)gladkih krivyh i poverhnosteæ. V priloßeniØh obyqno ime¸t delo s diskretnymi modelØmi, kogda krivaØ predstavlØetsØ lomanoæ linieæ, a poverhnost~ – mnogogrannikom. Takim obrazom, voznikaet zadaqa korrektnogo opredeleniØ ponØtiæ krivizny i ffkstremumov krivizny v diskretnom sluqae.

Qto oznaqaet korrektnost~ v dannom sluqae? Na nax vzglØd, diskretnyæ analog krivizny dolßen udovletvorØt~ kakomu-to

Rabota podderßana grantom RFFI 00-01-00304. 251

252 O. R. MUSIN global~nomu svoæstvu krivizny, vypolnennomu dlØ gladkogo sluqaØ.

0.3. Odnim iz takih global~nyh svoæstv gaussovoæ krivizny ØvlØetsØ teorema Gaussa–Bonne, diskretnyæ analog kotoroæ horoxo izvesten. Pust~ M – mnogougol~nik ili zamknutyæ dvumernyæ mnogogrannik. Budem sqitat~, qto ego krivizna ravna nul¸ vezde, krome verxin. V pervom sluqae ego (uglovoæ) kriviznoæ v verxine A nazyva¸t veliqinu π − ∠A, a vo vtorom – veliqinu

2π − (summa ploskih uglov graneæ M pri verxine A).

Esli M – mnogougol~nik, to summa krivizn v ego verxinah ravna 2π, a esli mnogogrannik – to ona ravna 2πχ(M ), gde χ(M ) – ffælerova harakteristika. Kak legko videt~, pri takom opredeleniØ krivizny avtomatiqeski verno to ße utverßdenie, qto i v teoreme Gaussa–Bonne dlØ gladkogo sluqaØ.

0.4. Na nax vzglØd, ne menee vaßnym svoæstvom krivizny ØvlØetsØ teorema o 4 verxinah dlØ ploskih krivyh. SoxlemsØ zdes~ na avtoritet V. I. Arnol~da. On neodnokratno govoril (i dokazyval skazannoe mnogoqislennymi publikaciØmi, sm. [2–5] i dr.), qto ffta teorema – fundamental~noe svoæstvo razmernosti 2. My naqnem naxu rabotu s kratkoæ istorii teoremy o 4 verxinah (§1). “Diskretnye” varianty fftoæ teoremy dlØ mnogougol~nikov horoxo izvestny v geometrii, – ffto znamenitye lemmy Koxi i A. D. Aleksandrova.

0.5. DlØ gladkih krivyh verxinami nazyva¸t kritiqeskie toqki funkcii krivizny na krivoæ. V diskretnom sluqae, kogda krivaØ ØvlØetsØ zamknutoæ lomanoæ, imeetsØ neskol~ko opredeleniæ ponØtiØ “verxiny”, vernee, ffkstremal~noæ verxiny [14, 20, 21, 25]. V fftih rabotah pri sootvetstvu¸wih ograniqeni- Øh na mnogougol~nik poluqeny diskretnye varianty teoremy o 4 verxinah. V §2 predlagaetsØ takoe opredelenie ffkstremal~- noæ verxiny lomanoæ, qto sootvetstvu¸waØ eæ toqka kaustiki (ffvol¸ty) budet kaspom (toqkoæ vozvrata). OkazyvaetsØ, qto imeetsØ prostaØ svØz~ meßdu qislom ffkstremal~nyh verxin i

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 253 indeksami krivoæ i ee kaustiki. AnalogiqnaØ formula svØzyvaet qislo kasatel~nyh k krivoæ Γ, provedennyh iz toqki P na ploskosti, s indeksom krivoæ i ee indeksom otnositel~no P .

0.6. DlØ vypuklogo mnogogrannika spravedlivo utverßdenie, analogiqnoe teoreme o 4 verxinah dlØ vypuklogo mnogougol~- nika [20]. V §3 predlagaetsØ mnogomernyæ analog teoremy o 4 opornyh verxinah lomanoæ [21]. V kaqestve sledstviØ poluqeno obobwenie osnovnoæ teoremy raboty [20] dlØ nevypuklyh mnogogrannikov.

V §4 razbiraetsØ topologiqeskiæ variant teoremy o 4 verxinah dlØ triangulØcii xara i formuliruetsØ gipoteza ob “uxah” triangulØcii. Pokazano, qto ffta gipoteza verna dlØ regulØrnyh triangulØciæ.

§1. Teorema o 4 verxinah i ee obobweniØ

1.1. Budem nazyvat~ ovalom vypuklu¸ gladku¸ plosku¸ zamknutu¸ krivu¸. OpublikovannaØ MuhopadhaØØ v 1909 g. [13] klassiqeskaØ teorema o 4 verxinah utverßdaet sledu¸wee:

FunkciØ krivizny na ovale imeet ⩾ 4 lokal~nyh ffkstremumov (verxin).

Kak izvestno, vsØkaØ nepreryvnaØ funkciØ na kompakte imeet po-kraæneæ mere 2 (lokal~nyh) ffkstremuma: maksimum i minimum. OkazyvaetsØ, u funkcii krivizny ih ⩾ 4.

NesmotrØ na to, qto publikaciØ byla v maloizvestnom ßurnale, ona okazalas~ zameqennoæ i poqti srazu ße poØvilis~ ee obobweniØ. V 1912 g. A. Knezer (A. Kneser) pokazal, qto vypuklost~ ne ØvlØetsØ neobhodimym usloviem i dokazal teoremu o 4 verxinah dlØ prostoæ zamknutoæ ploskoæ krivoæ.

1.2. V znamenitoæ knige V. BlØxke [8] (pervaØ publikaciØ – 1916 g.) narØdu s drugimi obobweniØmi priveden “otnositel~- nyæ” variant teoremy o 4 verxinah. My sohranim zdes~ formulirovku i oboznaqeniØ iz [8, s. 193].

Pust~ C_1 i C_2 – dve (poloßitel~no orientirovannye) vypuklye zamknutye krivye, do_1 i do_2 – fflementy dugi v toqkah s parallel~- nymi (i sonapravlennymi) opornymi prØmymi. Togda otnoxenie do_1/do_2 imeet po kraæneæ mere 4 ffkstremuma.

254 O. R. MUSIN

V sluqae, kogda C_2 – okrußnost~, ffta teorema prevrawaetsØ v teoremu o 4 verxinah ovala.

1.3. V 1932 g. Boze [9] opublikoval zameqatel~nyæ variant teoremy o 4 verxinah v duhe geometrii “v celom”. Esli v klassiqeskoæ teoreme o 4 verxinah ffkstremum opredelØetsØ “lokal~no”, to zdes~ on opredelØetsØ tol~ko “global~no”.

Pust~ G – oval, nikakie 4 toqki kotorogo ne leßat na odnoæ okrußnosti. Oboznaqim qerez s_− i s_+ (resp., t_− i t_+) qislo ego okrußnosteæ krivizny (resp., okrußnosteæ, kasa¸wihsØ G rovno v 3 toqkah), leßawih vnutri (−) i vne (+) ovala G, sootvetstvenno. (Okrußnost~ krivizny krivoæ G v toqke p kasaetsØ G v toqke p i imeet radius 1/k_G(p), gde k_G(p) – krivizna krivoæ G v toqke p.)

V fftih oboznaqeniØh vypolnØetsØ ravenstvo

s_− − t_− = s_+ − t_+ = 2.

Esli nazvat~ verxinami toqki kasaniØ s ovalom G ego okrußnosteæ krivizny, leßawih celikom vnutri ili vne G, to iz fftih formul poluqim, qto oval G soderßit ⩾ 4 verxin. Kstati, fftot fakt ustanovil H. Knezer (H. Kneser) za 10 let do Boze. (Kak pixet M. Umehara [23], H. Knezer – syn A. Knezera, i, takim obrazom, dva interesnyh usileniØ teoremy o 4 verxinah prinadleßat odnoæ sem~e.)

1.4. Publikacii, svØzannye s teoremoæ o 4 verxinah, s teh por ne prekrawalis~ i znaqitel~no umnoßilis~ v poslednie gody (sm. [2–5, 18] i dr.) vo mnogom blagodarØ stat~Øm i dokladam V. I. Arnol~da. V ukazannyh rabotah izuqa¸tsØ razliqnye varianty teoremy o 4 verxinah dlØ krivyh na ploskosti i vypuklyh krivyh v R^d, rassmatriva¸tsØ ih osobye toqki (verxiny): kritiqeskie toqki funkcii krivizny, toqki uploweniØ, toqki peregiba, nuli vysxih proizvodnyh i dr. V nedavnoæ rabote [23] priveden obxirnyæ spisok rabot po fftomu napravleni¸. 1.5. Interesno, qto pervyæ diskretnyæ analog teoremy o 4 verxinah poØvilsØ poqti za 100 let do ee gladkogo varianta. (Pol~- zu¸s~ sluqaem poblagodarit~ V. A. Zalgallera, obrativxego moe vnimanie na fftot fakt.) V 1813 g. Koxi v svoeæ velikolepnoæ rabote o ßestkosti vypuklyh mnogogrannikov vospol~zovalsØ sledu¸weæ lemmoæ:

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 255

Lemma Koxi. Pust~ M1 i M2 – vypuklye n-ugol~niki so storo-

nami i uglami a_i, α_i i b_i, β_i, sootvetstvenno. Predpoloßim, qto a_i = b_i dlØ vseh i = 1, . . . , n. Togda libo α_i = β_i, libo qislo peremen znaka veliqin α_i − β_i pri i = 1, . . . , n ne men~xe 4.

V knige A. D. Aleksandrova [1] pri dokazatel~stve edinstvennosti vypuklogo mnogogrannika s zadannymi plowadØmi graneæ i normalØmi ispol~zovalas~ lemma, v kotoroæ v lemme Koxi ugly zamenØlis~ na storony. My privedem ee v neskol~ko men~- xeæ obwnosti, qem v originale.

Lemma A. D. Aleksandrova. Pust~ na ploskosti dany dva vy-

puklyh mnogougol~nika M_1 i M_2 s sootvetstvenno parallel~nymi storonami, kotorye nikakimi parallel~nymi perenosami ne mogut byt~ raspoloßeny tak, qtoby odin soderßalsØ vnutri drugogo. Togda pri obhode M_1 (ravno kak i M_2) raznost~ dlin sootvetstvu¸wih parallel~nyh storon izmenØet znak po kraæneæ

mere 4 raza.

Netrudno zametit~ shodstvo privedennoæ vyxe otnositel~- noæ teoremy o 4 verxinah dlØ ovalov (prinadleßaweæ, po vseæ vidimosti, BlØxke) s lemmami Koxi i Aleksandrova. Bolee togo, priblißaØ ovaly mnogougol~nikami, teoremu BlØxke legko dokazat~ pri pomowi l¸boæ iz fftih lemm.

Iz lemm Koxi i Aleksandrova legko sledu¸t teoremy o 4 verxinah dlØ mnogougol~nika.

Sledstvie iz lemmy Koxi. Pust~ u vypuklogo mnogougol~nika

M vse storony ravny. Togda sredi uglov mnogougol~nika M naædutsØ po kraæneæ mere 2, ne prevoshodØwie sosednih uglov, i po kraæneæ mere 2, ne men~xie sosednih uglov.

Sledstvie iz lemmy Aleksandrova. Pust~ u mnogougol~nika M

vse ugly ravny. Togda sredi storon mnogougol~nika M naædutsØ po kraæneæ mere 2, ne prevoshodØwie sosednih storon, i po kraæneæ mere 2, ne men~xie sosednih storon.

1.6. V priloßeniØh radius krivizny v verxine mnogougol~nika obyqno vyqislØetsØ sledu¸wim obrazom. Rassmotrim mnogougol~nik M s verxinami A_1, . . . , A_n. U l¸boæ verxiny A_i est~ dva soseda – A_{i−1} i A_{i+1}. Poloßim R_i(M ) = R(A_{i−1}A_iA_{i+1}). �to i est~ radius krivizny mnogougol~nika M v verxine A_i.

256 O. R. MUSIN

Teorema [14]. Pust~ M – vypuklyæ mnogougol~nik i dlØ vsØ-

koæ ego verxiny A_i toqka O(A_{i−1}A_iA_{i+1}) leßit vnutri ugla ∠A_{i−1}A_iA_{i+1}. Togda dlØ (cikliqeskoæ) posledovatel~nosti qisel R_1(M ), R_2(M ), . . . , R_n(M ) vypolnena teorema o 4 lokal~nyh ffkstremumah, t.e. sredi nih naædutsØ po kraæneæ mere 2, ne men~xie sosednih, i po kraæneæ mere 2, ne bol~xie sosednih.

Kstati, ffta teorema obobwaet teoremy o 4 verxinah, vyteka- ¸wie iz lemm Koxi i Aleksandrova.

1.7. Diskretnyæ variant teoremy H. Knezera o 4 verxinah. Hazovem okrußnost~ C, prohodØwu¸ qerez kakie-to verxiny mnogougol~nika M pustoæ (sootvetstvenno, polnoæ), esli vse ostal~nye ego verxiny leßat vne (sootvetstvenno, vnutri) C. Nazovem okrußnost~ C ffkstremal~noæ, esli ona – pustaØ, libo polnaØ.

Teorema. Pust~ M = A1 . . . An – vypuklyæ n-ugol~nik, n > 3, ni-

kakie 4 verxiny kotorogo ne leßat na odnoæ okrußnosti. Togda sredi n okrußnosteæ C_i(M ) = C(A_{i−1}A_iA_{i+1}), i = 1, . . ., n, est~ po-kraæneæ mere 2 pustye i po-kraæneæ mere 2 polnye, t.e. ⩾ 4 ffkstremal~nyh okrußnosteæ.

(Kak soobwil avtoru S. E. Rukxin, fftot rezul~tat uße ne odno desØtiletie figuriruet v spiske zadaq dlØ podgotovki k matematiqeskim olimpiadam i horoxo izvesten peterburgskim xkol~nikam, posewa¸wim matematiqeskie krußki.)

1.8. DlØ mnogougol~nikov iz usloviØ predyduweæ teoremy legko predloßit~ i neposredstvennoe obobwenie teoremy Boze.

Teorema. Oboznaqim qerez s− i s+ qislo pustyh i polnyh okruß-

nosteæ sredi okrußnosteæ C_i(M ), a qerez t_− i t_+ – qislo pustyh i polnyh okrußnosteæ, prohodØwih qerez tri poparno nesosednie verxiny M , sootvetstvenno. Togda, kak i vyxe:

s_− − t_− = s_+ − t_+ = 2.

�tot fakt byl predstavlen avtorom na Vserossiæskoæ matematiqeskoæ olimpiady xkol~nikov v 1998 g. v kaqestve zadaqi. (Pri ee rexenii ne oqen~ pomogalo znanie sledstviØ – teoremy p. 1.7 o 4 ffkstremal~nyh okrußnostØh.)

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 257

1.9. Ewe odno obobwenie teoremy Boze dano v rabote [25], gde rassmatrivaetsØ sluqaæ ravnostoronnego mnogougol~nika, priqem ne obØzatel~no vypuklogo.

1.10. V rabote V. D. Sedyh [21] dokazana teorema o 4 opornyh ploskostØh dlØ strogo vypuklyh lomanyh v R^3, i osnovnoe sledstvie iz nee – takße variant teoremy p. 1.7.

Teorema [21]. Esli kaßdye dve sosednie verxiny mnogougol~nika

M leßat na pustoæ okrußnosti, to sredi okrußnosteæ C_i(M ) est~ po kraæneæ mere 4 ffkstremal~nyh.

˚sno, qto vypuklye i ravnostoronnie mnogougol~niki udovletvorØ¸t fftomu uslovi¸. Krome togo, V. D. Sedyh postroil primery mnogougol~nikov pokazyva¸wih, qto bez takogo usloviØ ego teorema ne verna.

1.11. V zakl¸qenie fftogo nebol~xogo i ni v koem sluqae ne pretendu¸wego na polnotu obzora privedem osnovnoæ rezul~- tat raboty [20], stoØwiæ osobnØkom sredi variantov teoremy o 4 verxinah. Delo v tom, qto do poslednego vremeni ffto bylo edinstvennoe ee obobwenie dlØ mnogogrannikov. Teorema [20]. Pust~ M – vypuklyæ simplicial~nyæ d-mernyæ

mnogogrannik v R^{d+1}. Rassmotrim vse sfery, na kaßdoæ iz kotoryh leßat d verxin kakoæ-to (d − 1)-mernoæ grani mnogogrannika M i dve sosednie k fftoæ grani verxiny. Togda sredi fftih sfer est~ ⩾ d + 1 pustyh i ⩾ d + 1 polnyh sfer, t.e. vsego ⩾ 2d + 2 ffkstremal~nyh sfer.

Kak ran~xe pustye i polnye okrußnosti, zdes~ pustye i polnye sfery ne soderßit verxin mnogogrannika M vnutri i vne sebØ, sootvetstvenno. Legko videt~, qto dlØ d = 1 ffta teorema – ne qto inoe, kak teorema p. 1.7.

§2. �kstremal~nye verxiny, kaspy i kaustiki 2.1. Kak uße otmeqalos~, teorema o 4 verxinah verna dlØ l¸boæ gladkoæ prostoæ (t.e. bez samopereseqeniæ) krivoæ. Otkazat~sØ ot usloviØ prostoty krivoæ, voobwe govorØ, nel~zØ. Naprimer, u lemniskaty (vos~merki) vsego 2 verxiny. Zametim, qto ee indeks raven nul¸. DlØ sravneniØ: u ffllipsa rovno 4 verxiny, i ego indeks raven 1. Nalico opredelennaØ svØz~ meßdu indeksom krivoæ i qislom verxin.

258 O. R. MUSIN

Odin iz podhodov k dokazatel~stvu teoremy o 4 verxinah dlØ ovalov opiraetsØ na svØz~ meßdu verxinami krivoæ, kaspami i indeksom ee kaustiki. V qastnosti, na fftom postroeno dokazatel~stvo v [14], a takße rØd utverßdeniæ v rabotah V. I. Arnol~da (sm. [2, 3] i dr.).

My privodim prostu¸ formulu, svØzyva¸wu¸ qislo verxin ploskoæ krivoæ s indeksami samoæ krivoæ i ee kaustiki, kotoraØ verna i dlØ proizvol~noæ zamknutoæ lomanoæ. DlØ lomanoæ my opredelim ponØtie verxiny (kak toqki lokal~nogo ffkstremuma krivizny), ne vvodØ samogo ponØtiØ krivizny. Vmeste s tem ffto opredelenie polnost~¸ sootvetstvuet ponØti¸ verxiny v gladkom sluqae.

2.2. Rassmotrim na ploskosti zamknutu¸ orientirovannu¸ koneqnozvennu¸ lomanu¸ Γ s verxinami V_1, . . . , V_n, zanumerovannymi cikliqeski. Nazovem verxinu V_i poloßitel~noæ, esli levyæ ugol v V (pri obhode lomanoæ Γ v sootvetstvii s orientacieæ) ne prevoshodit π, i otricatel~noæ – v protivnom sluqae.

Pust~ C_i = C(V_{i−1}V_iV_{i+1}). (DlØ prostoty my sqitaem, qto nikakie tri posledovatel~nye verxiny krivoæ Γ ne leßat na odnoæ prØmoæ.)

Predpoloßim, qto verxina V_i – poloßitel~naØ. Budem govorit~, qto krivizna v verxine V_i bol~xe (sootvetstvenno, men~- xe), qem krivizna v verxine V_{i+1} i pisat~ V_i ≻ V_{i+1} (sootvetstvenno, V_i ≺ V_{i+1}), esli verxina V_{i+1} – poloßitel~naØ, a V_{i+2} leßit vne (sootvetstvenno, vnutri) okrußnosti C_i, ili ße verxina V_{i+1} – otricatel~naØ, a V_{i+2} leßit vnutri (sootvetstvenno, vne) okrußnosti C_i.

DlØ sravneniØ krivizn v verxinah V_i i V_{i+1}, kogda verxina

V_i – otricatel~naØ, nado zamenit~ v predyduwem opredelenii

slovo “bol~xe” na “men~xe”, a “vne” – na “vnutri”. Nesloßno proverit~ korrektnost~ fftogo opredeleniØ, t.e. qto esli V_i ≻

V_{i+1}, to V_{i+1} ≺ V_i.

2.3. �kstremal~nye verxiny. Verxina Vi lomanoæ nazyvaetsØ ffkstremal~noæ, esli krivizna v neæ bol~xe (sootvetstvenno men~xe), qem krivizny v dvuh sosednih verxinah, t.e.

V_{i+1} ≺ V_i ≻ V_{i−1} ili V_{i+1} ≻ V_i ≺ V_{i−1}.

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 259

Zameqanie. V rabote [21] verxina Vi nazyvaetsØ opornoæ, esli vse verxiny lomanoæ Γ leßat po odnu stronu ot okrußnosti C_i. V sootvetstvii s fftim opredeleniem estestvenno bylo by nazyvat~ verxinu V_i ffkstremal~noæ (ili lokal~no-opornoæ), esli verxiny V_{i−2} i V_{i+2} odnovremenno leßat vnutri ili vne okrußnosti C_i. Odnako takoe opredelenie ne vsegda soglasuetsØ s privedennom vyxe. Nesloßno privesti primer nevypuklogo qetyrehugol~nika u kotorogo est~ lokal~no-opornaØ, no ne ffkstremal~naØ verxina.

2.4. Kaustiki. SleduØ V. I. Arnol~du, kaustikoæ gladkoæ ploskoæ krivoæ nazovem mnoßestvo centrov krivizny ee toqek. (V klassiqeskoæ differencial~noæ geometrii kaustiku nazyva- ¸t ffvol¸toæ.)

Po analogii s gladkim sluqaem kaustiku moßno opredelit~ dlØ proizvol~noæ zamknutoæ lomanoæ Γ = V_1 . . . V_n. Poloßim

O_i = O(V_{i−1}V_iV_{i+1}).

Togda lomanu¸ K(Γ) = O_1 . . . O_n i budem nazyvat~ kaustikoæ lomanoæ Γ.

V gladkom sluqae centr krivizny verxiny krivoæ ØvlØetsØ kaspom kaustiki. Rassmotrim toqku V gladkoæ krivoæ Γ s nenulevoæ kriviznoæ. Pust~ V^′, V^{′′} ∈ Γ – blizkie k V toqki, leßawie na ravnom rasstoØnii h po raznye storony ot V . Zametim, qto pri h → 0 toqka O(V^′V V^{′′}) stremitsØ k centru krivizny (t.e. k toqke kaustiki). Nesloßno dokazat~, qto esli V ne ØvlØetsØ verxinoæ, to ∠V^′V V^{′′} = ∠O(V^′)O(V )O(V^{′′}), a esli V – verxina, to ffti ugly otliqa¸tsØ na π. Takim obrazom, absol¸tnaØ veliqina raznosti meßdu uglami verxiny i kaspa ravna π.

V sootvetstvii s fftim dadim opredelenie kaspa kaustiki K(Γ) dlØ lomanoæ.

2.5. Kaspy. Verxina Oi kaustiki K(Γ) nazyvaetsØ kaspom, esli ∠V_{i−1}V_iV_{i+1} − ∠O_{i−1}O_iO_{i+1} = ±π. Teorema 1. Verxina Vi lomanoæ Γ ØvlØetsØ ffkstremal~noæ togda

i tol~ko togda, kogda verxina O_i ØvlØetsØ kaspom kaustiki K(Γ).

�ta teorema pokazyvaet sootvetstvie opredeleniØ ffkstremal~nosti verxiny lomanoæ opredeleni¸ v gladkom sluqae.

260 O. R. MUSIN

Dokazatel~stvo svoditsØ k prostomu pereboru sluqaev poloßitel~nosti i otricatel~nosti verxin V_{i−1} i V_{i+1} i raspoloßeniØ verxin V_{i−2} i V_{i+2} otnositel~no okrußnosti C_i. • 2.6. Indeks krivoæ. Pust~ Γ – ploskaØ orientirovannaØ zamknutaØ gladkaØ krivaØ ili lomanaØ. DopuskaetsØ sluqaæ samopereseqeniØ krivoæ. DlØ prostoty izloßeniØ budem sqitat~, qto Γ – v obwem poloßenii, t.e. u gladkoæ krivoæ net prØmolineænyh uqastkov, a u lomanoæ – nikakie tri posledovatel~nye verxiny ne leßat na odnoæ prØmoæ.

Kak i vyxe, nazovem ffkstremal~nu¸ verxinu krivoæ Γ poloßitel~noæ, esli ee centr krivizny leßit sleva po napravleni¸ obhoda v poloßitel~nom napravlenii, i otricatel~noæ – v protivnom sluqae. Oboznaqim qerez N_+ (sootvetstvenno, N_−) qislo poloßitel~nyh (sootv., otricatel~nyh) ffkstremal~nyh verxin krivoæ Γ.

DlØ Γ opredeleno ponØtie indeksa ind(Γ). DlØ lomanoæ indeks moßno opredelit~ kak 1 2π ∑ i (π − ∠V_{i−1}V_iV_{i+1}), a dlØ orientirovannoæ gladkoæ krivoæ – kak qislo vraweniØ kasatel~nogo vektora krivoæ ili kak veliqinu 1 2π ∫ k(s)ds, gde k(s) – krivizna v toqke s.

2.7. Indeks kaustiki krivoæ. DlØ formulirovki osnovnogo rezul~tata fftogo paragrafa trebuetsØ opredelit~ ponØtie indeksa i dlØ kaustiki. V fftom sluqae vyxeukazannoe opredelenie indeksa formal~no ne goditsØ, tak kak dlØ toqek krivoæ Γ, v kotoryh krivizna ravna nul¸, centr krivizny nahoditsØ v “beskoneqno udalennoæ toqke”, a v kaspah ne opredelen kasatel~nyæ vektor. Odnako nesloßno ponØt~, qto i v fftom sluqae moßno korrektno opredelit~ indeks. Zametim lix~, qto pri obhode krivoæ vrawenie kasatel~nogo vektora k kaustike nepreryvno vezde (vkl¸qaØ i te toqki krivoæ, gde krivizna obrawaetsØ v nul~), krome kaspov, gde proishodit skaqok na π. Indeks kaustiki moßno strogo opredelit~ kak predel indeksa kaustiki lomanoæ, ravnomerno priblißa¸weæ krivu¸.

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 261

Teorema 2. N+ − N− = 2 ind(Γ) − 2 ind(K(Γ)).

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo provoditsØ snaqala dlØ sluqaØ lomanoæ. Esli verxina V_i ∈ Γ ne ØvlØetsØ ffkstremal~noæ, to ∠O_{i−1}O_iO_{i+1} = ∠V_{i−1}V_iV_{i+1}. DlØ ffkstremal~noæ verxiny ffti ugly otliqa¸tsØ na π, esli verxina poloßitel~naØ, i na −π, esli otricatel~naØ. PodstavlØØ ffti ugly v vyraßenie dlØ vyqisleniØ indeksa lomanoæ, poluqim trebuemu¸ formulu.

PriblißaØ gladku¸ krivu¸ lomanoæ, v predele poluqim naxu formulu i dlØ gladkoæ krivoæ. •

Kak sootnositsØ teorema 2 s teoremoæ o 4 verxinah? PoØsnim ffto dlØ klassiqeskogo sluqaØ – ovala. Zametim, qto dlØ ovala

N_− = 0, a ind(Γ) = 1. Pofftomu teorema o 4 verxinah dlØ ova-

la poluqaetsØ iz teoremy 2 pri pomowi togo dopolnitel~nogo fakta, qto ind(K(Γ)) < 0 (dokazatel~stvo sm., naprimer, v [14]).

V. I. Arnol~d obratil moe vnimanie na to, qto predyduwaØ formula oqen~ pohoßa na formulu dlØ indeksa Maslova sferiqeskih krivyh iz ego raboty [3]. OkazyvaetsØ, qto spisok formul takogo tipa moßno prodolßit~.

2.8. Zadaqa o qisle kasatel~nyh. Rassmotrim zadaqu o qisle kasatel~nyh k krivoæ, prohodØwih qerez zadannu¸ toqku. Pust~ Γ – ploskaØ zamknutaØ gladkaØ krivaØ ili lomanaØ, a p – toqka na ploskosti. Nas interesu¸t kasatel~nye, provedennye iz toqki p k krivoæ Γ. V sluqae, kogda Γ – lomanaØ, kasatel~noæ sqitaetsØ prØmaØ l, prohodØwaØ qerez verxinu V lomanoæ tak, qto sosednie s V verxiny lomanoæ leßat po odnu storonu ot l. Zadadim, kak i vyxe, znak toqek kasaniØ soglasovanno so znakom indeksa krivoæ i oboznaqim qerez N_+ qislo poloßitel~nyh toqek kasaniØ, a qerez N_− – otricatel~nyh. Zdes~ ind_p(Γ) oboznaqaet indeks krivoæ Γ otnositel~no toqki p.

Teorema 3. N+ − N− = 2 ind(Γ) − 2 indp(Γ).

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy analogiqno predyduweæ. Snaqala ona dokazyvaetsØ dlØ lomanoæ, a potom, putem predel~nogo perehoda, – dlØ gladkoæ krivoæ. •

262 O. R. MUSIN

˚vnaØ shoßest~ teorem 2 i 3 i formuly Arnol~da, na nax vzglØd, pokazyvaet, qto oni ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi kakogo-to bolee obwego fakta o qisle kasatel~nyh.

2.9. Sluqaæ poliffdrov. V zakl¸qenie paragrafa otmetim, qto vse privedennye v nem opredeleniØ dlØ lomanyh nesloßno perenesti na poliffdry.

Pust~ M – simplicial~nyæ d-mernyæ mnogogrannik, pogrußennyæ v R^{d+1}. Rol~ verxin V_i budut igrat~ ego (d − 1)-mernye grani, a rol~ okrußnosti C_i – sfera, na kotoroæ leßat vse d verxin sootvetstvu¸weæ (d − 1)-mernoæ grani i dve sosednie k neæ verxiny. Kak i v sluqae d = 1, po znaku ugla grani (> ili < π) i poloßeni¸ (vnutri ili vne) po otnoxeni¸ k fftim sferam sosednih verxin moßno vvesti porØdok ≺ i ≻ dlØ sosednih (d − 1)-mernyh graneæ mnogogrannika M , a stalo byt~ i dat~ opredelenie (lokal~noæ) ffkstremal~nosti. V dobavlenie k ffstremalØm, pri d > 1 zdes~ mogut byt~ i drugie “osobennosti”, naprimer, “sedla”, pri d = 2. Interesno bylo by naæti obobwenie teoremy 2 dlØ mnogomernogo sluqaØ.

§3. �kstremal~nye grani mnogogrannika M^d v R^{d+1}

V fftom paragrafe privoditsØ obobwenie osnovnoæ teoremy raboty [20] ob ffkstremal~nyh sferah na sluqaæ nevypuklogo mnogogrannika. Sluqaæ d = 1 v toqnosti sootvetstvetstvuet teoreme V. D. Sedyh o 4 ffkstremal~nyh (opornyh) okrußnostØh [21].

3.1. �kstremal~nye sfery i grani. Rassmotrim zamknutyæ simplicial~nyæ d-mernyæ mnogogrannik M v R^{d+1}. Sfera, prohodØwaØ qerez odnu ili neskol~ko ego verxin, nazyvaetsØ pustoæ (sootvetstvenno, polnoæ), esli vse ostal~nye verxiny mnogogrannika M leßat vne (sootvetstvenno, vnutri) fftoæ sfery. Nazovem sferu ffkstremal~noæ, esli ona – pustaØ, libo polnaØ. Nazovem (d − 1)-mernu¸ gran~ mnogogrannika M ffkstremal~noæ, esli ffkstremal~noæ ØvlØetsØ opisannaØ sfera simpleksa, obrazovannogo fftoæ gran~¸ i dvumØ ee sosednimi verxinami.

3.2. D-mnogogranniki. Nazovem simplicial~nyæ mnogogrannik

M ⊂ R^{d+1} D-mnogogrannikom (ot slova disk), esli vypolneny

sledu¸wie usloviØ:

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 263 1) nikakie d + 3 ego verxin ne leßat na odnoæ sfere (ili ploskosti);

2) mnogogrannik M gomeomorfen sfere S^d i ograniqivaet zamknutyæ topologiqeskiæ disk, a zamykanie ego dopolneniØ gomeomorfno prokolotomu disku;

3) vokrug l¸boæ ego gipergrani (d-mernoæ grani) moßno opisat~ pustu¸ sferu.

Teorema 4. U vsØkogo d-mernogo zamknutogo D-mnogogrannika M

imeetsØ ⩾ 2d + 2 ffkstremal~nyh (d − 1)-mernyh graneæ.

Preßde qem dokazyvat~ teoremu 4, razberem podrobnee, qto oznaqa¸t usloviØ 1)–3) v opredelenii D-mnogogrannika. Pervoe uslovie – ffto uslovie “obwego poloßeniØ” (ono naloßeno dlØ uproweniØ formulirovki). Uslovie 2) oznaqaet, qto M razbivaet sferu S^{d+1} na dva xara. (Esli verna kusoqno-lineænaØ gipoteza Xenflisa, to dostatoqnor potrebovat~, qtoby M byl gomeomorfen S^d.) Nakonec, uslovie 3) po suti oznaqaet, qto M ØvlØetsØ podkompleksom triangulØcii Delone mnoßestva svoih verxin (sm. niße). V qastnosti, esli mnogogrannik M – vypuklyæ, to on ØvlØetsØ D-mnogogrannikom v tom i tol~ko v tom sluqae, esli on udovletvorØet uslovi¸ 1.

Bukva D v nazvanii – v qest~ B. N. Delone, vpervye issledovavxego razbieniØ, seæqas nazyvaemye ego imenem [11]. Poskol~ku nam neobhodimy nekotorye fakty ob fftih triangulØci- Øh, privedem ih zdes~. Bolee podrobnye svedeniØ o diagrammah Voronogo i triangulØciØh Delone moßno poqerpnut~ iz rabot [11, 15–17, 24] i dr.

3.3. Oblasti Voronogo. Pust~ v R^{d+1} zadano mnoßestvo S, sostoØwee iz n toqek p_1, p_2, . . . , p_n. Oblast~ (Øqeæka) Voronogo V_i(S) toqki p_i – ffto mnoßestvo toqek iz R^{d+1}, nahodØwihsØ ot p_i ne dal~xe, qem ot l¸boæ drugoæ toqki mnoßestva S: V_i(S) := {x | ∀ j ≠ i : d(x, p_i) ⩽ d(x, p_j)}, gde d(x, y) – evklidovo rasstoØnie meßdu x i y. Poluqaemye takim obrazom n vypuklyh oblasteæ obrazu¸t razbienie prostranstva, nazyvaemoe v vyqislitel~noæ geometrii diagrammoæ Voronogo.

(Spisok al~ternativnyh naimenovaniæ ves~ma obxiren. V matematike oblasti V_i(S) takße nazyva¸t Øqeækami Dirihle i obla-

264 O. R. MUSIN

stØmi Voronogo–Dirihle. V geografii i meteorologii ffti oblasti na ploskosti nazyva¸t poligonami Tissena. V fizike i himii oblasti V_i(S) nazyva¸t zonami Vignera–Zeætca, a v biologii i psihologii granicy fftih oblasteæ nazyva¸t sredinnymi osØmi izmeneniØ. Po vseæ vidimosti, fftimi nazvaniØmi spisok ne isqerpyvaetsØ.)

3.4. TriangulØciØ Delone. Rassmotrim strukturu, dvoæstvennu¸ diagramme Voronogo mnoßestva S. Predpoloßim, qto dgran~ diagrammy Voronogo razdelØet dve oblasti Voronogo

V_i(S) i V_j (S). Soedinim toqki p_i i p_j otrezkom, kotoryæ nazo-

vem rebrom Delone. Dalee, esli (d − k)-mernaØ gran~ diagrammy Voronogo ØvlØetsØ obweæ dlØ k + 2 oblasteæ Voronogo, to sootvetstvu¸wie fftim oblastØm toqki ØvlØ¸tsØ verxinami (k + 1)- mernogo simpleksa Delone. Esli nikakie d+3 toqek iz S ne leßat na odnoæ sfere, to postroennyæ takim obrazom simplicial~nyæ kompleks zadaet triangulØci¸ vypukloæ oboloqki mnoßestva S, priqem mnoßestvo verxin triangulØcii sovpadaet s S. �tu triangulØci¸ i nazyva¸t triangulØcieæ Delone mnoßestva S.

Teorema (B. N. Delone [11]). TriangulØciØ mnoßestva S ØvlØ-

etsØ triangulØcieæ Delone togda i tol~ko togda, kogda vokrug l¸bogo ee simpleksa moßno opisat~ pustu¸ sferu.

Ots¸da srazu vytekaet, qto, kak uße otmeqalos~, uslovie 3 v opredelenii D-mnogogrannika oznaqaet, qto fftot mnogogrannik ØvlØetsØ podkompleksom triangulØcii Delone mnoßestva ego verxin.

3.5. KonstrukciØ Voronogo. ObratimsØ k konstrukcii, voshodØweæ k G. F. Voronomu [24]. Rassmotrim paraboloid

Π := {(x_1, . . ., x_{d+2}) | x_{d+2} = x^2_1 + · · · + x^2_{d+1}} ⊂ R^{d+2}.

Pust~

T : Π → R^{d+1}, (x_1, . . . , x_{d+1}, x_{d+2}) → (x_1, . . . , x_{d+1}),

– ego proekciØ na R^{d+1}.

Oboznaqenie. Esli dano mnoßestvo A ⊂ R^n, to qerez CH(A) oboznaqim granicu ego vypukloæ oboloqki.

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 265 Pust~ S ⊂ R^{d+1} – mnoßestvo verxin D-mnogogrannika M . Togda mnoßestvo S moßno “podnØt~” na paraboloid Π,

P := T^{−1}(S).

V takom sluqae CH(P ) ⊂ R^{d+2} ØvlØetsØ vypuklym simplicial~- nym mnogogrannikom. Prodolßim otobraßenie T^{−1} : S → R^{d+2} po lineænosti na CH(S):

~T : CH(S) → R^{d+2}.

Oqevidno, qto ~T (CH(S)) razbivaet mnogogrannik CH(P ) na dve qasti – CH_±(P ), – nazyvaemye verhneæ i nißneæ vypuklymi oboloqkami mnoßestva P . OkazyvaetsØ, qto proekciØ T zadaet simplicial~nyæ gomeomorfizm ~T meßdu CH_−(P ) i triangulØcieæ Delone mnoßestva S, a CH_+(P ) simplicial~no gomeomorfno takoæ triangulØcii mnogogrannika CH(S), qto sfera, opisannaØ vokrug l¸bogo (d + 1)-mernogo simpleksa triangulØcii, budet polnoæ.

Po uslovi¸, M ØvlØetsØ D-mnogogrannikom, a stalo byt~ – podkompleksom triangulØcii Delone mnoßestva S. Iz fftogo sleduet, qto F = ~T (M ) – mnogogrannik, kusoqno-lineæno vloßennyæ v CH(P ). Iz usloviØ 2 v opredelenii D-mnogogrannika vytekaet, qto F razbivaet CH(P ) na dva (d + 1)-mernyh poliffdra P_1 i

P_2, kaßdyæ iz kotoryh gomeomorfen xaru D^{d+1}. Graniceæ ka-

ßdogo iz nih ØvletsØ mnogogrannik F , a gipergrani vypukloæ oboloqki zada¸t triangulØcii poliffdrov P_1 i P_2. 3.6. Dokazatel~stvo teoremy 4. DlØ nego, s nebol~ximi izmeneniØmi, podhodit shema dokazatel~stva osnovnoæ teoremy raboty [20], v kotoroæ, v svo¸ oqered~, ispol~zuetsØ tehnika raboty [10]. Korotko, ideØ dokazatel~stva sostoit v sledu¸wem.

Vospol~zuemsØ temi ße oboznaqeniØmi, qto i vyxe. Po uslovi¸ teoremy, M ØvlØetsØ D-mnogogrannikom, pofftomu mnogogrannik F razbivaet vypuklyæ mnogogrannik CH(P ) na dva

(d + 1)-mernyh poliffdra P_1 i P_2 (nißnØØ i verhnØØ qasti), ka-

ßdyæ iz kotoryh gomeomorfen xaru D^{d+1}.

Graniceæ kaßdogo iz fftih poliffdrov ØvletsØ mnogogrannik F , a gipergrani vypukloæ oboloqki zada¸t triangulØcii poliffdrov P_1 i P_2. Simpleks triangulØcii poliffdra P_i nazyva¸t graniqnym, esli on obrazovan (d − 1)-mernoæ gran~¸ granicy P_i i dvumØ ee sosednimi verxinami.

266 O. R. MUSIN

Utverßdenie. KaßdaØ iz fftih triangulØciæ imeet ⩾ d + 1 gra-

niqnyh simpleksov.

Preßde qem dokazyvat~ fftot fakt, poØsnim, kak iz nego sleduet utverßdenie teoremy. Kaßdyæ graniqnyæ simpleks odnoznaqno opredelØet prohodØwu¸ qerez nego giperploskost~ H v R^{d+2}. Poskol~ku graniqnyæ simpleks ØvlØetsØ gran~¸ vypuklogo mnogogrannika CH(P ), to F leßit po odnu storonu ot H. Nesloßno pokazat~, qto proekciØ T seqeniØ paraboloida Π giperploskost~¸ H ØvlØetsØ sferoæ, a tak kak F leßit po odnu storonu ot H, to i verxiny M leßit libo vnutri, libo snarußi sfery. Sledovatel~no, ffta sfera i sootvetstvu¸waØ eæ (d − 1)-mernaØ gran~ mnogogrannika M ØvlØ¸tsØ ffkstremal~nymi. Dokazatel~stvo utverßdeniØ. Qtoby dokazat~, qto u Pi est~

d + 1 graniqnyh simpleksov, snaqala rassmotrim taku¸ prØmu¸ l_i i toqku p_i na neæ, qto P_i ØvlØetsØ “zonoæ vidimosti” iz p_i,

t.e. otrezok, soedinØ¸wiæ p_i s l¸boæ iz toqek P_i, ne soderßit vnutri drugih toqek P_i, a prØmaØ l_i peresekaet P_i v toqnosti po odnoæ toqke. (Suwestvovanie takih toqek p_i i prØmyh l_i poqti oqevidno. Esli v kaqestve prØmoæ l_i vzØt~ os~ simmetrii paraboloida, to nißnØØ qast~ CH_−(P ) celikom vidna iz toqek raspoloßennyh dostatoqno daleko v nißneæ qasti l_i, a verhnØØ qast~ CH_+(P ) – iz toqek, raspoloßennyh dostatoqno vysoko po

l_i.)

Rassmotrim pereseqenie prØmoæ l_i s giperploskostØmi v R^{d+2}, soderßawimi (d + 1)-mernye grani (simpleksy triangulØcii) mnogogrannika P_i. Zanumeruem ffti grani v sootvetstvii s pereseqeniem s l_i po otnoxeni¸ k P_i. DlØ fftogo na l_i zadaetsØ napravlenie (orientaciØ) “vnutr~” vypukloæ oboloqki P . Gran~, ploskost~ kotoroæ peresekaet l_i v samoæ blizkoæ k P_i toqke, poluqaet nomer 1, sledu¸waØ – nomer 2, i t.d.

OkazyvaetsØ, qto fftot porØdok zadaet taku¸ razvertku triangulØcii P_i, qto ob¨edinenie pervyh (po numeracii) n simpleksov budet gomeomorfno xaru D^{d+1}, a simpleks s samym bol~xim nomerom ØvlØetsØ graniqnym (sm. [10]).

Posledniæ xag dokazatel~stva sostoit v tom, qto, izmenØØ prØmu¸ l_i, moßno poluqit~ d + 1 razliqnyh numeraciæ simpleksov i, takim obrazom, d + 1 razliqnyh graniqnyh simpleksov. DlØ fftogo v [20] rassmatrivaetsØ mnoßestvo N_i – nißnØØ (po napravleni¸ l_i) oboloqka giperploskosteæ, prohodØwih qerez

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 267

(d + 1)-mernye grani mnogogrannika P_i. Nesloßno pokazat~, qto

na N_i naædetsØ toqka, v kotoroæ pereseka¸tsØ ⩾ d + 1 giperploskosteæ. Esli provesti l qerez fftu toqku, to “maloe smewenie” l_i dast d + 1 razliqnyh graniqnyh simpleksov. •

Poskol~ku u nas dva poliffdra P_1 i P_2, i u kaßdogo ⩾ d + 1 graniqnyh simpleksov, to M imeet ⩾ 2d+2 ffkstremal~nyh sfer. �to i est~ utverßdenie teoremy. •

§4. RegulØrnye i xeluxawiesØ triangulØcii. Gipoteza ob “uxah”

Kl¸qevoæ moment dokazatel~stva teoremy 4 – suwestvovanie

d + 1 graniqnyh simpleksov u triangulØcii poliffdra P_i. Napo-

mnim, qto poliffdr P_i gomeomorfen xaru D^{d+1}, a vse verxiny ego triangulØcii leßat na granice fftogo xara. Takim obrazom, v teoremah o 4 verxinah (vernee o 2d + 2 ffkstremal~nyh sferah) voznikaet kombinatorno-topologiqeskiæ vopros: Vopros. Kogda u triangulØcii (d+1)-mernogo xara naædetsØ d+1

“uxeæ”?

Zdes~ my nazvali graniqnyæ simpleks “uhom”. Toqnoe opredelenie fftogo obraznogo (i prinØtogo v vyqislitel~noæ geometrii) termina sledu¸wee: (d + 1)-mernyæ simpleks s triangulØcii t xara D^{d+1} nazyvaetsØ “uhom”, esli po kraæneæ mere 2 ego d-mernyh grani leßat na granice xara.

Snaqala razberem prostoæ sluqaæ d = 1.

Predloßenie. Pust~ t – kakaØ-to triangulØciØ n-ugol~nika M ,

gde n > 3 i vse verxiny triangulØcii ØvlØ¸tsØ verxinami M . Togda qislo “uxeæ” triangulØcii t rovno na 2 prevoshodit qislo vnutrennih treugol~nikov.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez x qislo “uxeæ” v t, qerez y – qislo treugol~nikov u kotoryh rovno odna storona ØvlØetsØ storonoæ M , i qerez z – qislo vnutrennih treugol~nikov. Togda qislo storon M ravno 2x + y, t.e. 2x + y = n. (∗) S drugoæ storony, obwee qislo treugol~nikov ravno n − 2, t.e. x + y + z = n − 2. (∗∗)

268 O. R. MUSIN VyqitaØ (∗∗) iz (∗), poluqim x − z = 2, qto i trebovalos~ dokazat~. •

Sledstvie. VsØkaØ triangulØciØ mnogougol~nika M imeet po

kraæneæ mere 2 “uha”. •

�to utverßdenie moßno sqitat~ topologiqeskim variantom teoremy o 4 verxinah, a formulu x − z = 2 – variantom teoremy Boze.

V obweæ situacii triangulØciØ d-mernogo xara, gde d > 2, moßet ne imet~ ni odnogo “uha”. V 1958 g. M. E. Rudin [19] postroila pervyæ primer takoæ triangulØcii dlØ vypuklogo mnogogrannika v R^3.

V deæstvitel~nosti ona postroila primer nexeluxaweæsØ triangulØcii xara D^3. (TriangulØciØ t xara D^d, vse verxiny kotoroæ leßat na granice xara, nazyvaetsØ xeluxaweæsØ (shellable), esli d-mernye simpleksy s_j v triangulØcii t moßno uporØdoqit~ (zanumerovat~) tak, qto ob¨edinenie P_k = s_1 ∪ s_2 ∪

. . . ∪ s_k gomeomorfno d-mernomu xaru dlØ l¸bogo k = 1, . . . , m.

Zdes~ m oboznaqaet qislo d-mernyh simpleksov triangulØcii t.) Predloßenie. VsØkaØ xeluxawaØsØ triangulØciØ xara D^n ime-

et hotØ by odno “uho”.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim posledniæ po porØdku simpleks

s_m. Togda, po opredeleni¸, P_m = P_{m−1} ∪s_m, gde P_m i P_{m−1} gomeo-

morfny xaru. �to oznaqaet, qto s_m ØvlØetsØ “uhom”, poskol~ku v protivnom sluqae P_{m−1} ne budet gomeomorfno xaru. (Tol~ko operaciØ “otrezanie uha” pozvolØet v obratnom porØdke zadat~ xeluxenie triangulØcii.) •

V qastnosti, iz fftogo predloßeniØ sleduet, qto esli u triangulØcii net uxeæ, to ona ne ØvlØetsØ xeluxaweæsØ.

Sformuliruem teper~ gipotezu, kotoraØ ØvlØetsØ polnym topologiqeskim analogom teoremy 4.

Gipoteza ob “uxah”. U vsØkoæ xeluxaweæsØ triangulØcii xa-

ra D^d, sostoØweæ po kraæneæ mere iz d simpleksov, imeetsØ ⩾ d “uxeæ”.

V pol~zu fftoæ gipotezy imeetsØ mnoßestvo argumentov. Odnako nam ne udalos~ poka poluqit~ ee polnoe dokazatel~stvo.

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 269 Zaverxim fftu rabotu rezul~tatom, kotoryæ pokazyvaet, qto gipoteza ob “uxah” verna v dovol~no obweæ geometriqeskoæ situacii.

Pust~ S = {p_i} – mnoßestvo iz n toqek v R^d i t – triangulØciØ mnoßestva S. TriangulØciØ t nazyvaetsØ regulØrnoæ, esli suwestvuet strogo vypuklaØ kusoqno-lineænaØ funkciØ, opredelennaØ na vypukloæ oboloqke mnoßestva S i lineænaØ na kaßdom simplekse triangulØcii t (sm. [7, 16]).

Nesloßno uvidet~, qto triangulØciØ Delone mnoßestva S regulØrna. DlØ fftogo zadadim v verxinah triangulØcii znaqeniØ

y_i = ‖p_i‖^2 i prodolßim funkci¸ na simpleksy po lineænosti.

Po vyxeotmeqennomu svoæstvu triangulØcii Delone postroennaØ funkciØ budet vypukloæ.

Predloßenie [10]. VsØkaØ regulØrnaØ triangulØciØ ØvlØetsØ

xeluxaweæsØ.

�tot fakt pokazyvaet, qto ta triangulØciØ, kotoru¸ postroila M. E. Rudin, ne ØvlØetsØ regulØrnoæ. Izvestny i drugie primery neregulØrnyh triangulØciæ [7].

DlØ regulØrnyh triangulØciæ gipoteza ob “uxah” verna. Teorema 5. Pust~ S ⊂ R^d – koneqnoe mnoßestvo, leßawee na

granice svoeæ vypukloæ oboloqki: S ⊂ CH(S). Togda vsØkaØ regulØrnaØ triangulØciØ mnoßestva S, soderßawaØ ⩾ d simpleksov, imeet ⩾ d “uxeæ”.

Dokazatel~stvo. Ono po suti povtorØet dokazatel~stvo teoremy 4. Tam nado zamenit~ paraboloid na grafik vypukloæ funkcii, suwestvu¸weæ soglasno opredeleni¸ regulØrnosti, i rassmatrivat~ tol~ko nißn¸¸ qast~ CH_−(P ). Iz suwestvovaniØ d graniqnyh simpleksov neposredstvenno sleduet suwestvovanie d “uxeæ”. •

Zakl¸qenie

Odnoæ iz glavnyh celeæ dannoæ raboty bylo pokazat~, qto progress v diskretnyh variantah teoremy o 4 verxinah ne menee znaqitelen, qem v gladkom sluqae. �ti teoremy ime¸t dlinnu¸ istori¸, kotoraØ naqalas~ s lemmy Koxi.

Krome togo, v diskretnom sluqae ime¸tsØ mnogomernye obobweniØ. Vozmoßno, oni pomogut sformulirovat~ i dokazat~ analogiqnye teoremy dlØ gladkogo sluqaØ.

270 O. R. MUSIN

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, Vypuklye mnogogranniki. M., GITTL, 1950.

2. V. I. Arnold, Topological invariants of plane curves and caustics. Rutgers Univ.

Lect. Series, Vol. 5, Providence, Am. Math. Soc., 1994.

3. V. I. Arnol~d, GeometriØ sferiqeskih krivyh i algebra kvaternionov.

— UMN 50:1 (1995), 3–68.

4. V. I. Arnold, On the number of flattening points of space curves. — Am. Math.

Soc. Transl. 171 (1996), 11–22.

5. V. I. Arnol~d, ZameqaniØ ob ffkstatiqeskih toqkah ploskih krivyh. — V kn.: Vladimir Igoreviq Arnol~d. Izbrannoe-60. M., FAZIS, 1997, s. 605–618.

6. A. M. BerlØnt, O. R. Musin, T. V. Sobquk, KartografiqeskaØ generalizaciØ i teoriØ fraktalov. M., AstreØ, 1998.

7. L. J. Billera, P. Filliman, B. Sturmfels, Construction and complexity of secondary polytopes.. — Adv. Math. 83 (1990.), 155–179.

8. V. BlØxke, Krug i xar. M., Nauka, 1967.

9. R. C. Bose, On the number of circles of curvature perfectly enclosing or perfectly enclosed by a closed oval. — Math. Ann. 35 (1932), 16–24.

10. H. Bruggesser, P. Mani, Shellable decompositions of cells and spheres. — Math.

Scand. 29 (1971), 197–205.

11. B. N. Delone, Sur la sphere vide. A la memorie de Georges Voronoi, O prostom xare. — IzvestiØ Akad. nauk SSSR, otd. mat. i estestv. nauk. ˝ 6 (1934), 793–800.

12. J. A. Garcia, J. Fdes-Valdivia, Boundary simplification in Cartography preserving the characteristics of the shape features. — Computers Geosci. 20 (1994), 349–368.

13. S. Mukhopadhayaya, New methods in the geometry of a plane arc – I, Cyclic and sextactic points. — Bull. Calcutta Math. Soc. 1 (1909), 31–37.

14. O. R. Musin, Teorema o qetyreh verxinah dlØ mnogougol~nika. — Kvant.

˝ 2 (1997), 11–13.

15. O. R. Musin, Properties of the Delaunay triangulation. Proc. 13th Annu. ACM Sympos. Comput. Geom. ACM Press, 1997, pp. 424–426.

16. O. R. Musin, Construction of the Voronoi diagram and secondary polytope.

Voronoi impact on modern science. Book 2. Kiev, Institute of Math., 1998, pp. 105–114.

17. O. R. Musin, Curvature extreme and Delaunay triangulation. Voronoi conference on analytic number theory and space tilings, Kiev, September 7–14. Abstracts, 1998, pp. 46–47.

18. O. R. Musin, Sistemy Qebyxeva i nuli funkcii na vypukloæ krivoæ. — Tr. MIAN 221 (1998), 247–256.

19. M. E. Rudin, An unshellable triangulation of a tetrahedron. — Bull. Am. Math.

Soc. 64 (1958), 90–91.

20. A. Schatteman, A four-vertex theorem for polygons and its generalization to polytopes. — Geometriae Dedicata 34 (1990), 229–242.

21. V. D. Sedyh, Teorema o qetyreh opornyh verxinah lomanoæ. — Funkc.

analiz i ego pril. 30, ˝ 3 (1996), 88–90.

�KSTREMUMY KRIVIZNY I TEOREMY O 4 VERXINAH 271 22. S. N. Serben¸k, O. R. Musin, T. V. Sobquk, Krivizna i generalizaciØ lineænyh ob¨ektov na kartah. — Vestnik Mosk. Un-ta, ser. 5. ˝ 5 (1990), 49–56.

23. M. Umehara, A unified approach to the four vertex theorems. I. — Am. Math.

Soc. Transl., Ser. 2 190 (1999), 185–228.

24. G. F. Voronoi, Nouvelles applications des parametres continus a la theorie des formes quadratiques. — J. Reine u. Angew. Math. 34 (1908), 198–287.

25. B. Wegner, Bose’s vertex theorem for simply closed polygons. — Math. Pannon

6 (1995), 121–132.

Musin O. R. Curvature extrema and four-vertex-theorems for polygons and polyhedra.

Discrete analogs of curvature extrema and generalizations of the fourvertex theorem to the case of polygons and polyhedra are suggested and developed. Several interrelated approaches are considered. One of the main results says that a regular triangulation of a d-ball containing ⩾ d simplices has at least d “ears”.

Postupilo 28 dekabrØ 2000 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova

e-mail: oleg�musin@hotmail.com