Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

V. V. Makeev

KINEMATIQESKA˚ FORMULA DL˚ AFFINNYH DIAMETROV I AFFINNYH MEDIAN VYPUKLO` FIGURY Viktoru Abramoviqu v den~ ego roßdeniØ

Rabota perenosit osnovnoæ rezul~tat raboty [1] s figur postoØnnoæ xiriny na proizvol~nye ploskie vypuklye figury s

C^2-gladkoæ graniceæ vs¸du poloßitel~noæ krivizny.

Pod vypukloæ figuroæ (telom) v dal~neæxem ponimaetsØ kompaktnoe vypukloe podmnoßestvo ploskosti R^2 (prostranstva R^n) s nepustoæ vnutrennost~¸. V dal~neæxem V (K) oboznaqaet ob¨- em mnoßestva K ⊂ R^n, S(K) – plowad~ mnoßestva K ⊂ R^2, a ΔK = {x − y | x, y ∈ K} – ego raznostnoe mnoßestvo.

§1. Affinnye diametry

Horda vypuklogo tela K ⊂ R^n nazyvaetsØ affinnym diametrom, esli ee koncy leßat v parallel~nyh opornyh giperploskostØh tela K.

DlØ 1 6 i 6 +∞ oboznaqim qerez K_i mnoßestvo toqek tela K ⊂

R^n, qerez kotorye prohodit rovno i ego affinnyh diametrov, i

poloßim pri n = 2

Sdiam(K) := S(K1 ) + 3S(K3 ) + 5S(K5) + · · · =

1_∑ n=0 (2n + 1)S(K_{2n+1}) .

Teorema 1.1. Pust~ K ⊂ R^n – vypukloe telo s C^2-gladkoæ grani-

ceæ ∂K vs¸du poloßitel~noæ gaussovoæ krivizny. Togda 1) V (K_2) = V (K_4) = · · · = V (K1) = 0; v qastnosti, pri n = 2

S(K_2 ) = S(K_4) = · · · = S(K1) = 0; 234

AFFINNYE DIAMETRY I AFFINNYE MEDIANY 235

2) pri n = 2 ime¸t mesto neravenstva S(ΔK) 4 6 Sdiam(K) 6^{S(ΔK)}_2 .

Vopros. Verno li mnogomernoe obobwenie ukazannogo neraven-

stva: V (ΔK) 2^n 6

V (K_1) + 3V (K_3) + · · · 6 V (ΔK) 2 ? Dokazatel~stvo. 1) OgraniqimsØ sluqaem n = 2. Pust~ RP^1 –

mnoßestvo prØmyh, prohodØwih qerez toqku O ∈ R^2. Rassmotrim tavtologiqeskoe lineænoe rassloenie γ nad RP^1, sloem kotorogo nad prØmoæ l ⊂ R^2 ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak odnomernoe vektornoe prostranstvo. Oboznaqim qerez E ob¨edinenie ediniqnyh, simmetriqnyh otnositel~no O otrezkov prØmyh v total~nom prostranstve rassloeniØ γ. Oqevidno, qto, s topologiqeskoæ toqki zreniØ, E – obyqnyæ list Mebiusa.

V usloviØh teoremy opredeleno gladkoe otobraßenie f : E → K, pri kotorom vsØkiæ ediniqnyæ otrezok iz E posredstvom gomotetii s poloßitel~nym kofffficientom (ili parallel~nogo perenosa) otobraßaetsØ na edinstvennyæ parallel~nyæ emu affinnyæ diametr figury K.

Po postroeni¸ f(∂E) ⊂ ∂K i, sledovatel~no, opredeleno nepreryvnoe otobraßenie par f : (E, ∂E) → (K, ∂K), kotoroe na granice ØvlØetsØ gomeomorfizmom, a sledovatel~no imeet stepen~ 1 modulo 2. Pofftomu toqki figury K, ime¸wie qetnoe qi-

slo proobrazov pri otobraßenii f, t.e. toqki iz

1_⋃ i=1 K_{2i}, ØvlØ¸t-

sØ kritiqeskimi znaqeniØmi otobraßeniØ f i po lemme Sarda obrazu¸t mnoßestvo mery nul~, qto i dokazyvaet pervu¸ qast~ teoremy.

2) Oboznaqim qerez d(ϕ) dlinu affinnogo diametra l(ϕ) figury K, naklonennogo pod uglom ϕ ∈ [0, π] k osi Ox. ˚sno, qto blizkiæ affinnyæ diametr l(ϕ + Δϕ) peresekaet diametr l(ϕ) i delit ego v otnoxenii, blizkom k R(ϕ)/R(ϕ + π), gde R(ϕ) i

R(ϕ + π) – radiusy krivizny granicy ∂K v koncah affinnogo

diametra l(ϕ). Pofftomu pri povorote na malyæ ugol Δϕ affinnyæ diametr zametaet plowad~, primerno ravnu¸

R^2(ϕ) + R^2(ϕ + π) 2 ( R(ϕ) + R(ϕ + π) )_2 d^2(ϕ)Δϕ.

236 V. V. MAKEEV Sledovatel~no,

Sdiam(K) =^{π∫}_0^{R2(ϕ) + R2(ϕ + π)} 2 ( R(ϕ) + R(ϕ + π) )_2 d^2(ϕ) dϕ.

Poskol~ku znaqeniØ podyntegral~noæ funkcii nahodØtsØ meßdu

d^2(ϕ)/4 i d^2(ϕ)/2, poluqaem neravenstvo 1 4 π∫ 0 d^2(ϕ) dϕ 6 S_{diam}(K) 6 1 2 π∫ 0 d^2(ϕ) dϕ UqityvaØ, qto_π ∫ 0 d^2(ϕ) dϕ = S(ΔK), poluqaem trebuemoe neravenstvo. •

Sledstvie 1. Imeet mesto neravenstvo

2S(K_3 ) + 4S(K_5) + · · · 6 S(ΔK) 2 − S(K). �to tak, poskol~ku qerez kaßdu¸ toqku figury K prohodit affinnyæ diametr i, sledovatel~no,

S(K_1 ) + S(K_3 ) + S(K_5 ) + · · · = S(K). •

Sledstvie 2. Imeet mesto neravenstvo

S(K_3 ) + 2S(K_5 ) + 3S(K_7 ) + · · · =

1_∑ n=1 n S(K_{2n+1}) < S(K). (∗) �to vytekaet iz predyduwego sledstviØ s uqetom izvestnogo neravenstva S(ΔK) < 6 S(K), vypolnØ¸wegosØ dlØ otliqnyh ot treugol~nika vypuklyh figur. •

Ocenka (∗) neuluqxaema, poskol~ku dlØ sglaßennogo treugol~nika K plowad~ S(K_3 ) moßet byt~ skol~ ugodno blizka k S(K).

AFFINNYE DIAMETRY I AFFINNYE MEDIANY 237

§2. Affinnye mediany

Privlekaemyæ v §1 i v [1] podhod moßno ispol~zovat~ v zadaqe ob affinnyh medianah – hordah vypukloæ figury K ⊂ R^2, delØwih ee plowad~ popolam [2]. Oqevidno, qto qerez kaßdu¸ toqku figury K prohodit hotØ by odna affinnaØ mediana. Pust~

K0_{i ⊂ K – mnoßestvo teh toqek figury K, qerez kotorye proho-}

dit rovno i ee median. Poloßim

Smed(K) := S(K0_1 ) + 3S(K0_3 ) + 5S(K0_5 ) + · · · =

1_∑ n=0 (2n + 1)S(K0_{2n+1} ) .

Teorema 2.1. Pust~ K ⊂ R^2 – gladkaØ vypuklaØ figura. Togda

1) imeem

S(K0_{2 ) = S(K}0_{4) = · · · = S(K}01_{) = 0;}

2) imeet mesto neravenstvo

Smed(K) 6^{S(ΔK)}_4 .

Dokazatel~stvo. 1) Sm. dokazatel~stvo teoremy 1.1.

2) DlØ 0 6 ϕ 6 π oboznaqim qerez m(ϕ) dlinu mediany l(ϕ) figury K, naklonennoæ pod uglom ϕ k osi Ox. Tak kak mnoßestvo

K0_{i ⊂ K zametaetsØ medianami i-kratno i dve blizkie mediany}

pereseka¸tsØ vblizi svoih seredin, to

Smed(K) =^{π∫}_0^{m2(ϕ)}_4 dϕ 6^{π∫}_0^{d2(ϕ)}_4 dϕ =^{S(ΔK)}_4 . • (∗∗)

Iz pervogo ravenstva v (∗∗) vytekaet oqevidnoe sledstvie:

Sledstvie. Pust~ M – naibol~xaØ iz dlin affinnyh median fi-

gury K. Togda imeet mesto neravenstvo

Smed(K) 6^{πM 2}_4 .

V qastnosti, S(K) 6 πM^2 4 . • Kak Ø uznal ot V. A. Zalgallera, poslednee neravenstvo bylo davno vyskazano PoæØ v kaqestve gipotezy.

238 V. V. MAKEEV

Literatura

1. V. V. Makeev, Odno ffkstremal~noe svoæstvo treugol~nika Rello. — Zap.

nauqn. semin. POMI 267 (2000), 152–155.

2. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. M., Nauka, 1971.

Makeev V. V. A kinematic formula for affine diameters and affine medians of a convex set.

For a planar convex set K with C^2-smooth boundary, the area of the set of the points lying on a given number of affine diameters of K is estimated. As a corollary, it is proved that the area of K is at most πM^2/4, where M is the largest length of a chord of K halving the area of K.

Postupilo 25 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet