Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

V. V. Makeev

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL I UNIVERSAL^NYE RASSLOENI˚

Viktoru Abramoviqu Zalgalleru k 80-leti¸

Cel~ dannoæ raboty – rexit~ neskol~ko ffkstremal~nyh zadaq o dvumernyh seqeniØh vypuklyh tel i sformulirovat~ gipotezu o kanoniqeskih rassloeniØh nad grassmanovymi mnogoobraziØmi, rexenie kotoroæ izvestno avtoru lix~ v odnom netrivial~- nom sluqae i kotoraØ obobwaet izvestnu¸ teoremu Dvoreckogo.

§1. Ploskie seqeniØ vypuklyh tel 1.1. SleduØ [7], oboznaqim qerez E(n) (sootvetstvenno, E1(n))

naimen~xee poloßitel~noe qislo takoe, qto vsØkoe central~nosimmetriqnoe vypukloe telo K ⊂ R^n s centrom O (sootvetstvenno, proizvol~noe vypukloe telo K ⊂ R^n s otmeqennoæ vnutrenneæ toqkoæ O) obladaet dvumernym seqeniem, prohodØwim qerez O, soderßawim nekotoryæ krug s centrom O i soderßawimsØ v gomotetiqnom kruge s tem ße centrom i kofffficientom gomotetii

1 + E(n) (sootvetstvenno, 1 + E_1(n)).

V [9] vyskazana gipoteza, qto pri n > 3

E(n) = sec^π_{2n−2} − 1 i E_1(n) = sec^π_{n−1} − 1.

Tam ße dokazano, qto ffti ocenki asimptotiqeski toqny.

Teorema 1. Esli n − 1 – prostoe neqetnoe qislo, to

E(n) = sec^π_{2n−2} − 1 i E_1(n) = sec^π_{n−1} − 1.

Zametim, qto dannaØ teorema vyqislØet E(4) i E_1(4). Niße my dlØ prostoty provodim podrobnoe vyqislenie E_1(n) lix~ dlØ n = 4; sluqaæ proizvol~nogo n razbiraetsØ soverxenno analogiqno. Zametim takße, qto v [9] privedeny primery parallelepipedov i simpleksov special~nogo vida, pokazyva¸wie toqnost~ dannyh ocenok. 219

220 V. V. MAKEEV

Dokazatel~stvo. Pust~ p = n − 1 – prostoe neqetnoe qislo.

(a) Dokaßem ravenstvo E_1(p + 1) = sec π/p − 1. Provedem qerez

O 2p luqeæ, leßawih v odnoæ ploskosti i obrazu¸wih ravnye

ugly π/p meßdu sosednimi luqami. Zanumeruem luqi cikliqeski i oboznaqim qerez A_1, B_1, . . . , A_p, B_p ih toqki pereseqeniØ s telom K v ustanovlennom porØdke. Mnoßestvo M postroennyh 2p-ugol~nikov (s verxinami A_i i B_j ), vpisannyh v K, oqevidno est~ ne qto inoe, kak mnogoobrazie XtifelØ V_2(R^n) 2-reperov v

R^n s naqalom v toqke O.

Opredelim nepreryvnoe otobraßenie

F : M → R^{2p}, F (A_1B_1 . . . A_pB_p) = (|OA_1|, . . ., |OA_p|, |OB_1|, . . ., |OB_p|). CikliqeskaØ gruppa Z_p svobodno deæstvuet v M cikliqeskimi perestanovkami verxin na qetnoe poziciæ i v R^{2p} odnovremennymi cikliqeskimi perestanovkami pervyh i poslednih p koordinat. Otobraßenie F po postroeni¸ Z_p-ffkvivariantno. Sledovatel~no (sm. [9]), dlØ nekotorogo 2p-ugol~nika A_1B_1 . . . A_pB_p ∈ M vypolnØ¸tsØ ravenstva

OA_1 = · · · = OA_p i OB_1 = · · · = OB_p.

Sqitaem dlØ opredelennosti, qto |OA_1| ⩾ |OB_1|, i dlØ prostoty dalee sqitaem, qto p = 3 (ris. 1).

Ris. 1.

Pust~ P – ploskost~ naædennogo xestiugol~nika A_1 . . . B_3. Pokaßem, qto seqenie ploskost~¸ P – iskomoe. Oqevidno, qto P ∩K soderßitsØ v ob¨edinenii xestiugol~nika A_1 . . . B_3 s xest~¸

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 221 ravnymi treugol~nikami, poluqennymi prodolßeniem ego storon, odin iz kotoryh – △B_1CA_2 – izobraßen na ris. 1. Sledovatel~no, P ∩ K soderßitsØ v kruge D_1 radiusa OC s centrom O i soderßit koncentriqeskiæ krug D_2 radiusa, ravnogo rasstoØni¸ ot toqki O do prØmoæ A_1C. Otnoxenie radiusov fftih krugov ravno cosec ∠A_1CO. Oqevidno, qto ∠A_1CA_2 = 60^∘, pofftomu qetyrehugol~nik A_1CA_2O vpisan v okrußnost~ i ∠A_1CO =

∠OC_1A_2 = 30^∘, poskol~ku ffti ugly opira¸tsØ na odinakovye du-

gi fftoæ okrußnosti. Sledovatel~no, otnoxenie radiusov krugov

D_1 i D_2 ravno cosec 30^∘ = 2, qto i trebovalos~.

(b) DlØ dokazatel~stva ravenstva E(n) = sec π/2p − 1, deæstvuØ soverxenno analogiqno, postroim central~noe dvumernoe seqenie central~no-simmetriqnogo tela K, v kotoroe vpisan 4pugol~nik A_1B_1 . . . A_{2p}B_{2p} s

OA_1 = · · · = OA_{2p} i OB_1 = · · · = OB_{2p}.

Koliqestvo storon udvaivaetsØ blagodarØ central~noæ simmetrii tela K. Dalee dokazatel~stvo sohranØetsØ. •

§2. Dvumernye ploskosti v normirovannyh prostranstvah

Vs¸du dalee pod normirovannym prostranstvom ponimaem vewestvennoe normirovannoe prostranstvo.

Na mnoßestve normirovannyh prostranstv fiksirovannoæ razmernosti opredelena metrika Banaha–Mazura:

d(E_1, E_2) = inf_A {ln(‖A‖ · ‖A^{−1}‖)},

gde infimum beretsØ po vsem lineænym izomorfizmam A : E_1 →

E_2. Vs¸du niße R^n oboznaqaet n-mernoe arifmetiqeskoe pro-

stranstvo so standartnoæ evklidovoæ normoæ.

Teorema 2. VsØkoe trehmernoe normirovannoe prostranstvo E

soderßit dvumernoe podprostranstvo E^2 s

d(E^2, R^2) ⩽ ln 2 √ 3 , priqem ffta ocenka toqna.

Dokazatel~stvo. Pust~ B ⊂ E – ediniqnyæ xar. Dokaßem, qto

suwestvuet dvumernoe podprostranstvo E^2 ⊂ E takoe, qto pere-

222 V. V. MAKEEV seqenie E^2 ∩ B soderßit nekotoryæ ffllips i soderßitsØ v gomotetiqnom ffllipse s tem ße centrom i kofffficientom gomotetii 2/ √ 3. Pust~ E^2 ⊂ E – proizvol~naØ orientirovannaØ ploskost~ i b – graniqnaØ toqka central~no-simmetriqnoæ figury E^2 ∩ B. Legko proverit~ i horoxo izvestno (sm. [5]), qto toqka b ØvlØetsØ pervoæ verxinoæ A_1 vpisannogo v E^2 ∩B affinno-pravil~nogo xestiugol~nika A_1 . . . A_6 s centrom v nule, priqem v sluqae, kogda pereseqenie E^2 ∩ B strogo vypuklo, takoæ xestiugol~nik – edinstvennyæ. V dal~neæxem sqitaem ediniqnyæ xar B strogo vypuklym. V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

Itak, mnoßestvo M rassmatrivaemyh poloßitel~no orientirovannyh xestiugol~nikov A_1 . . . A_6 gomeomorfno gruppe vraweniæ SO(3).

Opredelim nepreryvnoe otobraßenie

F : M → R^3.

Dopolnim affinno-pravil~nyæ xestiugol~nik A_1 . . . A_6 do affinno-pravil~nogo 12-ugol~nika A_1B_1 . . . A_6B_6 i oboznaqim qerez x, y i z dliny otrezkov, vysekaemyh figuroæ E^2 ∩B na luqah

OB_1, OB_3 i OB_5, sootvetstvenno, a qerez x^′, y^′ i z^′ – dliny ot-

rezkov, vysekaemyh na teh ße luqah xestiugol~nikom A_1 . . . A_6. Poloßim

F (A_1 . . . A_6) = ( x x^′ , y y^′ , z z^′ ) ∈ R^3.

CikliqeskaØ gruppa Z_3 svobodno deæstvuet v M perestanovkami verxin xestiugol~nikov A_1 . . . A_6 na qetnoe qislo poziciæ

a v R^3 – cikliqeskimi prestanovkami koordinat toqek. Oto-

braßenie F po postroeni¸ Z_3-ffkvivariantno, i, sledovatel~- no, F (M ) soderßit toqku s ravnymi koordinatami (sm. [7, 9]). Znaqit, nekotoryæ affinnyæ obraz seqeniØ E^2 ∩ B predstavlØet soboæ figuru s takim vpisannym central~no-simmetriqnym 12-ugol~nikom A_1B_1 . . . A_6B_6 s tem ße centrom, qto xestiugol~- niki A_1 . . . A_6 i B_1 . . . B_6 ØvlØ¸tsØ pravil~nymi, a sosednie luqi obrazu¸t ravnye ugly:

∠A_1OB_1 = ∠A_2OB_2 = · · · = ∠A_6OB_6.

Teper~ my nahodimsØ v situacii, rassmotrennoæ v teoreme 1, i zakanqivaem rassußdenie.

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 223 DlØ dokazatel~stva toqnosti poluqennoæ ocenki rassmotrim normu v E, dlØ kotoroæ xar B – parallelepiped. V fftom sluqae seqenie E^2 ∩ B ØvlØetsØ parallelogrammom ili xestiugol~nikom, iz kotoryh ffllipsom luqxe vsego priblißaetsØ affinnopravil~nyæ xestiugol~nik, qto i daet trebuemu¸ ocenku. •

Teorema 2^′. Pust~ K ⊂ R^3 – central~no-simetriqnoe telo. U

K suwestvuet takaØ ortogonal~naØ proekciØ, kotoraØ soderßit nekotoryæ ffllips i soderßitsØ v gomotetiqnom ffllipse s tem ße centrom i kofffficientom gomotetii 2/ √ 3. Primer oktaffdra (ili parallelepipeda) pokazyvaet, qto dannaØ ocenka toqna.

Dokazatel~stvo. Ono takoe ße, kak u teoremy 2, s toæ lix~

razniceæ, qto vmesto dvumernyh seqeniæ E^2 ∩ B nußno brat~ ortogonal~nye proekcii tela K na ploskosti E^2. •

Zameqanie. KaßetsØ ves~ma veroØtnym, qto u vsØkogo centra-

l~no-simmetriqnogo vypuklogo tela B ⊂ R^3 suwestvuet central~noe dvumernoe seqenie E^2 ∩ B, v kotoroe vpisan affinnopravil~nyæ 12-ugol~nik, odnako dokazatel~stvo fftogo avtoru neizvestno.

Opredelim metriku d_1 na mnoßestve norm na fiksirovannom lineænom prostranstve E formuloæ

d_1(‖ · ‖_1, ‖ · ‖_2) :=

= inf { ln α β | | α, β > 0, β‖x‖_1 ⩽ ‖x‖_2 ⩽ α‖x‖_1 ∀x ∈ E } . Teorema 3. Pust~ na n-mernom vewestvennom lineænom pro-

stranstve E zadany n−1 norm ‖·‖_1, . . . , ‖·‖_{n−1}. Togda naædetsØ dvumernoe podprostranstvo E_1 ⊂ E takoe, qto dlØ 1 ⩽ i < j ⩽ n − 1 vypolnØetsØ neravenstvo

d_1(‖ · ‖_i, ‖ · ‖_j) ⩽ ln 2.

DannaØ ocenka toqna pri n = 3.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez M mnoßestvo troek ediniq-

nyh vektorov e_1, e_2, e_3, sostavlØ¸wih poparno ugly v 120^∘ (otnositel~no fiksirovannoæ evklidovoæ struktury v R^n). Oqevidno, qto M ∼= V_2(R^n) – mnogoobrazie XtifelØ 2-reperov v R^n.

224 V. V. MAKEEV

Opredelim nepreryvnoe otobraßenie

F : M → (R^{n−2})^3.

DlØ (e_1, e_2, e_3) ∈ M oboznaqim qerez E(e_1, e_2, e_3) ploskost~, soderßawu¸ vektory e_1, e_2, e_3. Vpixem ffllipsy maksimal~noæ plowadi v ediniqnye krugi norm ‖ · ‖_1, . . . , ‖ · ‖_{n−1} v E(e_1, e_2, e_3) i oboznaqim qerez ‖ · ‖^′_1, . . . , ‖ · ‖^′_{n−1} normy v fftoæ ploskosti s ukazannymi ffllipsami v kaqestve ediniqnyh krugov. Horoxo izvestno, qto d_1(‖ · ‖_i, ‖ · ‖^′_i) ⩽ ln 2 2 ; 1 ⩽ i ⩽ n − 1 (sm. [5]). Poloßim F (e_1, e_2, e_3) = = ( ‖e_1‖^′_2 ‖e1‖^′_1 , . . . , ‖e_1‖^′_{n−1} ‖e1‖^′_1 ,

‖e_2‖^′_2 ‖e2‖^′_1 , . . . , ‖e_2‖^′_{n−1} ‖e2‖^′_1 ,

‖e_3‖^′_2 ‖e3‖^′_1 , . . . , ‖e_3‖^′_{n−1} ‖e3‖^′_1 ) . Gruppa Z_3 svobodno deæstvuet v M cikliqeskimi perestanovkami vektorov e_1, e_2, e_3 i v (R^{n−2})^3 – cikliqeskimi perestanovkami toqek somnoßiteleæ R^{n−2}.

Otobraßenie F po postroeni¸ Z_3-ffkvivariantno, pofftomu dlØ nekotoroæ troæki vektorov (e_1, e_2, e_3) ∈ M imeem

F (e1, e2, e3) = (x, x, x),

gde x ∈ R^{n−2} (sm. [2]). Pokaßem, qto togda ploskost~ E_1 = E(e1, e2, e3) – iskomaØ. Deæstvitel~no, po vyboru ploskosti

E_1 ffllipsy, zada¸wie xtrihovannye normy, gomotetiqny, i d_1(‖ · ‖^′_i, ‖ · ‖^′_j) = 0 dlØ 1 ⩽ i < j ⩽ n − 1 na ploskosti E_1. Po-

fftomu

d_1(‖ · ‖_i, ‖ · ‖_j) ⩽ d_1(‖ · ‖_i, ‖ · ‖^′_i) + d_1(‖ · ‖_j, ‖ · ‖^′_j ) ⩽ ln 2.

Toqnost~ poluqennoæ ocenki pri n = 3 demonstriru¸t normy

v R^3 s xarami B_1 = {(x, y, z) : |x|, |y|, |z| ⩽ 1} i B_2 = {(x, y, z) : |x| + |y| ⩽ 1, |z| ⩽ 100}. •

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 225

§3. Finslerovy metriki na vektornyh rassloeniØh

Opredelim na klassah izomorfnyh vektornyh rassloeniæ nad topologiqeskimi prostranstvami neotricatel~nyæ skalØrnyæ variant.

Pust~ γ : E → B – vewestvennoe vektornoe rassloenie s bazoæ B. Oboznaqim qerez F(γ) mnoßestvo finslerovyh metrik na γ. Simvolom E_x budem oboznaqat~ sloæ γ^{−1}(x) nad toqkoæ x. Sootvetstvenno, E^{(f)}x oboznaqaet fftot ße sloæ, snabßennyæ normoæ iz finslerovoæ metriki f ∈ F(γ). Poloßim

m(γ) = sup_{f∈F(γ)} inf_{x∈B} d_1(E^{(f)}_x , R^n).

Teorema 4. Invariant m(γ) obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1. Esli g^∗γ – rassloenie, inducirovannoe otobraßeniem

g : B_1 → B, to m(g^∗γ) ⩾ m(γ). 2. Esli γ – trivial~noe rassloenie, to m(γ) = ln dim γ 2 . 3. Esli dim γ = n, a B est~ k-mernoe kletoqnoe prostranstvo, to m(γ) ⩾ ln D(n, k), gde D(n, k) – minimal~nyæ diametr central~no-simmetriqnogo 2(n + k + 1)-grannika, opisannogo vokrug n-mernogo xara ediniqnogo diametra.

Dokazatel~stvo. 1. Trivial~no sleduet iz opredeleniØ.

2. �to sleduet iz togo horoxo izvestnogo fakta, qto dlØ nmernyh normirovannyh prostranstv E imeetsØ toqnaØ ocenka d(E, R^n) ⩽ ln n 2 . Ravenstvo dostigaetsØ, naprimer, dlØ prostranstva , v kotorom ediniqnyæ xar ØvlØetsØ parallelepipedom.

3. �to sleduet iz p. 1 i togo horoxo izvestnogo fakta, qto dlØ n-mernogo rassloeniØ γ : E → B nad k-mernoæ kletoqnoæ bazoæ

226 V. V. MAKEEV B suwestvuet gaussovo otobraßenie F : E → R^{n+k+1} (t.e. nepreryvnoe otobraßenie, ØvlØ¸weesØ na sloØh lineænym monomorfizmom).

Zadadim v R^{n+k+1} normu s parallelepipedom v kaqestve ediniqnogo xara i induciruem na γ finslerovu metriku posredstvom otobraßeniØ F .

Togda po postroeni¸ xary B_x v sloØh ØvlØ¸tsØ central~nosimmetriqnymi mnogogrannikami s ⩽ 2(n + k + 1) granØmi. DlØ gomotetiqnyh ffllipsoidov E_1 i E_2 takih, qto E_1 ⊂ B_x ⊂ E_2, prevratim E_1 affinnym preobrazovaniem v xar ediniqnogo diametra. Togda E_2 prevratitsØ v xar diametra ⩾ D(n, k). •

ZameqaniØ. 1. Utverßdenie, obratnoe k utverßdeni¸ 2, never-

no: na kasatel~nom rassloenii k butylke Kleæna suwestvuet finslerova metrika s xarami-parallelogrammami, poluqennaØ iz takoæ ße metriki na tore posle nadleßaweæ faktorizacii.

2. Teorema 2 vyqislØet invariant m dlØ kasatel~nogo rassloeniØ T S^2 dvumernoæ sfery S^2:

m(T S^2) = ln(4/3) 2 . Deæstvitel~no, esli sqitat~ xary B_x norm v kasatel~nyh prostranstvah T_xS^2 dlØ x ∈ S^2 strogo vypuklymi, to prostranstvo M affinno-pravil~nyh poloßitel~no orientirovannyh xestiugol~nikov s centrom v nule sloØ T_xS^2 i vpisannyh v B_x gomeomorfno SO(3). I dalee dokazatel~stvo provoditsØ, kak v teoreme 2. 3. Iz p. 3 teoremy 3 nemedlenno sleduet, qto dlØ kasatel~nyh rassloeniæ k n-mernym mnogoobraziØm M^n vypolnØetsØ ravenstvo

lim_{n→∞} m(T M^n) = +∞, tak kak D(n, n − 1) −→_{n→∞} +∞. §4. Sluqaæ universal~nogo rassloeniØ

Oboznaqim qerez G_k(R^n) mnogoobrazie Grassmana neorientirovannyh k-ploskosteæ v R^n, prohodØwih qerez nul~. Pust~

γ^n_k : E_k(R^n) → G_k(R^n)

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 227 – tavtologiqeskoe rassloenie, v kotorom sloem nad k-ploskost~¸ iz G_k(R^n) ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak lineænoe prostranstvo. Nißesledu¸waØ gipoteza obobwaet izvestnu¸ teoremu Dvoreckogo.

4.1. Gipoteza. DlØ vsØkogo natural~nogo k imeem

lim_{n→∞} m(γ^n_k ) = 0.

Obsußdenie. Sluqaæ k = 1 trivialen. Pri k = 2 gipoteza sle-

duet iz togo, qto

m(γ^n_2 ) ∼ π^2 8n^2 . V [9] dokazana lemma o nepreryvnyh funkciØh na mnogoobrazii XtifelØ V_2(R^n), iz kotoroæ sleduet, qto dlØ vsØkogo neqetnogo prostogo qisla p < 2n − 2 v ediniqnyæ krug nekotoroæ ploskosti

g ∈ G_2(R^n) (otnositel~no zadannoæ tam normy) moßno vpisat~

pravil~nyæ 2p-ugol~nik (otnositel~no evklidovoæ metrikiv v

R^n), qto i vyqislØet asimptotiku m(γ^n_2 ).

Pri k ⩾ 3 ni dokazatel~stvo, ni oproverßenie gipotezy 2.1 avtoru ne izvestny. RassußdeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve teoremy 2 dannoæ raboty, pozvolØ¸t vyqislit~

m(γ^3_2 ) = ln(4/3) 2 . ˚sno takße, qto

m(γ^4_3 ) = ln √ 3 i m(γ^8_7 ) = ln √ 7, poskol~ku blagodarØ parallelizuemosti sfer S^3 i S^7 v sloØh rassloeniæ γ^4_3 i γ^8_7 moßno postroit~ nepreryvnye polØ iz trehi semimernyh parallelepipedov, sootvetstvenno.

4.2. Vaßnyæ primer podrassloeniØ rassloeniØ γ^{2n}_2 daetsØ odno-

mernym kompleksnym rassloeniem

C γ^n_1 : E1(C^n ) → G1(C^n ),

baza kotorogo sostoit iz odnomernyh kompleksnyh podprostranstv v C^n = R^{2n}. Iz rezul~tatov [7] ili [11] sleduet, qto

m(C γ^n_1 ) asimptotiqeski ne men~xe π/(8n^2).

228 V. V. MAKEEV

4.3. Obobwenie gipotezy 4.1. Zadanie finslerovoæ metriki na

vektornom rassloenii ravnosil~no zadani¸ nepreryvnogo polØ central~no-simmetriqnyh kompaktnyh vypuklyh tel v ego sloØh s centrami v nulØh fftih sloev.

OtkaßemsØ ot central~noæ simmetrii rassmatrivaemyh tel i dlØ n-mernogo vewestvennogo vektornogo rassloeniØ γ : E → B oboznaqim qerez Π(γ) mnoßestvo takih nepreryvnyh poleæ

{K(x) ⊂ γ^{−1}(x)}_{x∈B} iz kompaktnyh vypuklyh tel v sloØh ras-

sloeniØ γ, qto kaßdoe telo K(x) soderßit nul~ sloØ γ^{−1}(x) v kaqestve svoeæ vnutrenneæ toqki.

Nam ponadobitsØ sledu¸waØ affinno-invariantnaØ metrika na mnoßestve kompaktnyh vypuklyh tel v R^n (sr. [5]). Poloßim

d_2(K, K^′) = inf_T { ln β α | | α, β > 0, αT (K) ⊂ K^′ ⊂ βT (K) } , gde infimum vyqislØetsØ po vsem affinnym preobrazovaniØm

T : R^n → R^n, sohranØ¸wim orientaci¸. Po analogii s invari-

antom m(γ) estestvenno opredelit~ invariant

m_1(γ) = sup_{K∈Π(γ)} inf_{x∈B} d_2(K(x), E(x)),

gde E(x) – proizvol~noe pole ffllipsoidov (xarov) v sloØh rassloeniØ γ.

4.4. Gipoteza. DlØ vsØkogo natural~nogo k imeem

m_1(γ^n_k ) −→_{n→∞} 0.

Pri k = 2 ffta gipoteza sleduet iz togo, qto

m_1(γ^n_2 ) ∼ π^2 2n^2 . V [10] dokazano, qto

m_1(γ^3_2 ) = ln 2 2 . Tam ße rassmotreny drugie modifikacii invarianta m i privedeny ocenki dlØ rassloeniæ γ^3_2 i γ^4_3 .

Pri k ⩾ 3 my ne umeem dokazyvat~ suwestvovanie “kruglogo” tela K(x) v nekotorom sloe rassloeniØ γ^n_k pri bol~xih n, odnako netrudno dokazat~ suwestvovanie tela K^p_x, blizkogo k Z_pinvariantnomu, gde p – prostoe qislo, a Z_p – podgruppa v SO(k).

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 229 Naprimer, pri bol~xih n v nekotorom sloe obØzatel~no naædetsØ telo K^p_x , blizkoe k central~no-simmetriqnomu. Shodnye rezul~taty soderßatsØ v [8].

§5. Obobwenie zadaqi o nepreryvnyh funkciØh na sfere

V zakl¸qenie rassmotrim zadaqu o nahoßdenii takih konfiguraciæ toqek na evklidovoæ sfere S^{n−1} ⊂ R^n, kotorye vraweniem sfery moßno pomestit~ v odno mnoßestvo urovnØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii na S^{n−1} (sm. obzor v [9]). Kak my videli vyxe, imenno rexeniØ fftoæ zadaqi, leßawie na bol~xoæ okrußnosti sfery, dostavlØ¸t nailuqxu¸ ocenku asferiqnosti dvumernogo seqeniØ vypuklogo tela [7, 9, 11] i ocenki vyxeopredelennyh invariantov m(γ^n_k ) i m_1(γ^n_k ).

5.1. Ukaßem ewe odno rexenie ukazannoæ zadaqi v sluqae n = 4. Teorema 5. Pust~ ABCDE – pravil~naØ qetyrehugol~naØ pira-

mida, verxiny kotoroæ leßat na ediniqnoæ sfere S^3 ⊂ R^4, priqem centr sfery S^3, centr osnovaniØ ABCD i verxina E leßat na odnoæ prØmoæ. Pust~ f : S^3 → R – proizvol~naØ nepreryvnaØ funkciØ. Togda vraweniem sfery pØterku toqek ABCDE moßno pomestit~ v mnoßestvo urovnØ funkcii f.

Dokazatel~stvo. Po teoreme Daæsona dlØ vsØkoæ toqki E ∈ S^3

naædetsØ takaØ vyxeukazannaØ piramida ABCDE, qto f(A) =

f(B) = f(C) = f(D). Pust~ funkciØ f dostigaet minimuma v

toqke E_0 ∈ S^3, a maksimuma – v E_1. Suwestvuet odnoparametriqeskoe semeæstvo kongruffntnyh piramid A_tB_tC_tD_tE_t s

f(A_t) = f(B_t) = f(C_t) = f(D_t) pri t ∈ [0; 1].

Rassmotrim nepreryvnu¸ funkci¸ h(t) = f(E_t) − f(A_t). Po postroeni¸ h(0) ⩽ 0 ⩽ h(1). Sledovatel~no, h(t_0) = 0 pri nekotorom t_0 ∈ [0; 1], i togda piramida A_{t0} B_{t0} C_{t0}D_{t0} E_{t0} – iskomaØ. Suwestvovanie ukazannogo odnoparametriqeskogo semeæstva piramid, t.e. gomotopiqeskaØ suwestvennost~ rexeniæ Daæsona, legko vyvoditsØ iz togo fakta, qto dlØ tipiqnoæ gladkoæ funkcii f ∈ C^2(S^2) qislo kvadratov Daæsona neqetno [3]. •

5.2. ObobwennaØ zadaqa. RassmatrivaemaØ zadaqa o nepreryv-

nyh funkciØh na sfere moßet byt~ obobwena po analogii s teoremoæ Dvoreckogo.

230 V. V. MAKEEV

Pust~ S^{n−1} ⊂ R^n – standartnaØ ediniqnaØ sfera. Oboznaqim qerez S_{l,r} (R^n) mnoßestvo (l − 1)-mernyh sfer radiusa r na S^{n−1}, gde 0 < r ⩽ 1 i l < n. Pust~

γ^n_{l,r} : E_{l,r}(R^n) → S_{l,r} (R^n)

– tavtologiqeskoe rassloenie nad S_{l,r} (R^n), gde sloem nad sferoæ

s ∈ S_{l,r} (R^n) ØvlØetsØ ona ße, rassmatrivaemaØ kak podmnoßestvo

sfery S^{n−1}. Oqevidno, qto S_{l,1}(R^n) ∼= G_l(R^n), a γ^n_{l,1} est~ sferizaciØ rassloeniØ γ^n_l .

Gruppa vraweniæ sfery SO(n) posloæno deæstvuet v total~- nom prostranstve E_{l,r}(R^n).

Vopros. Kakovy konfiguracii toqek A1, . . . , Ak, leßawih na (l −

1)-mernoæ sfere s ∈ S_{l,r} (R^n), takie, qto dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii f : E_{l,r} (R^n) → R naædetsØ vrawenie a ∈ SO(n) s

f(a(A_1)) = · · · = f(a(A_k)) ?

5.3. Vse rexeniØ rassmotrennoæ zadaqi o nepreryvnyh funkci-

Øh na sfere, poluqennye posredstvom izuqeniØ ffkvivariantnyh otobraßeniæ mnogoobraziæ XtifelØ, avtomatiqeski ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sformulirovannoæ obobwennoæ zadaqi. �to otnositsØ, naprimer, k teoreme Kakutani [6], Burßena [2], a takße k rezul~tatam rabot [7, 9, 11, 12].

5.4. Teorema Daæsona [3] o tom, qto v nekotorom mnoßestve

urovnØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii na dvumernoæ sfere leßat 4 verxiny kvadrata, vpisannogo v bol~xu¸ okrußnost~ sfery, takße obobwaetsØ vyxeukazannym obrazom. Deæstvitel~no, v [3] dokazano, qto dlØ tipiqnoæ gladkoæ funkcii na sfere S^2 qislo takih kvadratov neqetno. No tak kak vse gladkie funkcii na

E^2_1 (R^3) gladko gomotopny, to ffto verno i dlØ tipiqnyh gladkih

funkciæ na E^2_1 (R^3). V ostal~nyh sluqaØh teorema poluqaetsØ predel~nym perehodom.

5.5. Teorema Floæda [4] o vozmoßnosti pomestit~ l¸bu¸ troæ-

ku toqek sfery S^2 v odin uroven~ nepreryvnoæ funkcii na sfere posredstvom vraweniØ sfery neposredstvenno perenositsØ na novu¸ zadaqu lix~ na troæki toqek, leßawie na bol~xoæ okrußnosti sfery. �to proishodit potomu, qto rassmatrivaemye v dokazatel~stve v [4] invol¸cii na mnoßestve poloßeniæ troæki

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 231 toqek A, B, C ∈ S^2, perestavlØ¸wie pary toqek, perevodØt v sebØ prohodØwu¸ qerez A, B i C okrußnost~ lix~ v tom sluqae, esli ffto – bol~xaØ okrußnost~ sfery.

5.6. UpomØnem takße sformulirovannu¸ v [11] problemu suwe-

stvovaniØ dlØ qetnogo p i proizvol~nogo natural~nogo d takogo qisla N (d, p), qto pri n ⩾ N (d, p) dlØ vsØkoæ odnorodnoæ formy

F : R^n → R stepeni p ot n peremennyh naædetsØ takoe d-mernoe

podprostranstvo E ⊂ R^n, qto F |_E = q^{p/2}, gde q : E → R – nekotoraØ kvadratiqnaØ forma v stepeni p/2.

Problema. Verno li, qto dlØ proizvol~nogo natural~nogo d i

qetnogo p naædetsØ takoe N (d, p), qto pri n ⩾ N (d, p) dlØ vsØkoæ nepreryvnoæ funkcii F : E_d(R^n) → R sußenie kotoroæ na vsØkiæ d-mernyæ sloæ iz E_d(R^n) est~ odnorodnaØ forma stepeni p, naædetsØ takoæ sloæ E ⊂ E_d(R^n), qto F |_E = q^{p/2}, gde q : E → R est~ nekotoraØ kvadratiqnaØ forma?

Iz rezul~tatov rabot [7, 9, 11] legko poluqaetsØ sluqaæ d = 2. Takße legko dokazat~ sledu¸wee utverßdenie:

dlØ natural~nogo d i neqetnogo p naædetsØ N (d, p) takoe, qto pri n ⩾ N (d, p) dlØ vsØkoæ nepreryvnoæ na E_d(R^n) funkcii F , sußenie kotoroæ na vsØkiæ sloæ iz E_d(R^n) est~ odnorodnaØ forma stepeni p, naædetsØ takoæ sloæ E ⊂ E_d(R^n), qto F |_E ≡ 0.

DlØ form neqetnoæ stepeni p na R^n ffto utverßdenie dokazano v [1].

§6. Primenenie k affinnym diametram Rassmotrim odno primenenie ukazannyh v p. 5.3–5.5 rexeniæ obobwennoæ zadaqi o nepreryvnyh funkciØh na sfere. Horda vypuklogo tela K ⊂ R^n nazyvaetsØ ego affinnym diametrom, esli ee koncy leßat v parallel~nyh opornyh ploskostØh tela K. Teorema 6. Pust~ K ⊂ R^3 – vypukloe telo.

1. DlØ vsØkogo prostogo p ⩾ 5 u tela K naædutsØ 4 komplanarnyh affinnyh diametra, sostavlØ¸wih poparno ugly, kratnye 2π/p. 2. DlØ l¸byh α, β, γ > 0 s α + β + γ = π u tela K naædutsØ tri komplanarnyh affinnyh diametra, sostavlØ¸wih poparno ugly α, β i γ.

232 V. V. MAKEEV

Dokazatel~stvo. Provedem ego v sluqae, kogda telo K – strogo

vypukloe. V obwem sluqae teorema poluqaetsØ prostym predel~- nym perehodom.

1. Strogo vypukloe telo K imeet rovno odin affinnyæ diametr zadannogo napravleniØ, kotoryæ k tomu ße nepreryvno zavisit ot napravleniØ.

Opredelim na total~nom prostranstve rassloeniØ E^2_1 (R^3) sledu¸wu¸ nepreryvnu¸ funkci¸ f. Pust~ toqka A leßit na bol~- xoæ okrußnosti S^1 ⊂ S^2. Poloßim f(A) ravnym rasstoØni¸ ot parallel~nogo OA affinnogo diametra tela K do ploskosti okrußnosti S^1, gde O – centr sfery S^2.

Iz rezul~tatov raboty [9] sleduet, qto dlØ nekotoryh qetyreh verxin A, B, C, D pravil~nogo p-ugol~nika, vpisannogo v bol~xu¸ okrußnost~ S^1 ⊂ S^2, ime¸t mesto ravenstva f(A) = f(B) = f(C) = f(D), qto i dokazyvaet pervoe utverßdenie teoremy.

2. Vtoroe utverßdenie poluqaetsØ primeneniem ukazannogo v p. 5.5 qastiqnogo obobweniØ teoremy Floæda k funkcii f dlØ troetoqiæ A, B, C bol~xoæ okrußnosti S^1 ⊂ S^2. •

ZameqaniØ. 1. Oqevidno, qto dlØ trehmernogo gladkogo vypu-

klogo tela K ⊂ R^3 moßno poluqit~ teoremu o normalØh v graniqnyh toqkah, analogiqnu¸ dokazannoæ. V formulirovke i dokazatel~stve teoremy nußno lix~ zamenit~ affinnyæ diametr normal~¸.

2. PrimenØØ ukazannoe v p. 5.4 obobwenie teoremy Daæsona k funkcii f, rassmotrennoæ v dokazatel~stve teoremy 4, s zamenoæ affinnogo diametra normal~¸, poluqaem, qto u gladkogo tela

K ⊂ R^3 suwestvu¸t 4 komplanarnyh normali, kaßdye dve iz

kotoryh libo parallel~ny libo perpendikulØrny.

Literatura

1. B. J. Birch, Homogeneous forms of odd degree in a large number of variables. — Math. 4 (1957), 102–105.

2. D. G. Bourgin, Deformations and mappings theorems. — Fund. Math. 46 (1959), 285–303.

3. F. J. Dyson, Continuous functions defined on spheres. — Ann. Math. 54 (1951), 534–536.

4. E. E. Floyd, Real valued mappings of spheres. — Proc. Am. Math. Soc. 6 (1955), 957–959.

PLOSKIE SEQENI˚ VYPUKLYH TEL 233

5. B. Gr¸nbaum, �t¸dy po kombinatornoæ geometrii i teorii vypuklyh tel. M., Nauka, 1971.

6. S. A. Kakutani, A proof that there exists a circumscribing cube around any bounded closed set in R3. — Ann. Math. 43 (1942), 285–303.

7. V. V. Makeev, Prostranstvennye obobweniØ nekotoryh teorem o vypuklyh figurah. — Mat. zametki 36 (1984), 405–415.

8. V. V. Makeev, O nekotoryh svoæstvah nepreryvnyh otobraßeniæ sfer i zadaqah kombinatornoæ geometrii. — V kn.: Geometriqeskie voprosy teorii funkciæ i mnoßestv. (Meßvuz. mat. sb.), Kalinin, 1986, s. 75–85.

9. V. V. Makeev, Zadaqa Knastera i poqti sferiqeskie seqeniØ. — Mat. sb.

180, ˝ 3 (1989), 424–431.

10. V. V. Makeev, Ob approksimacii ploskih seqeniæ vypuklogo tela. — Zap.

nauq. semin. POMI 246 (1997), 174–183.

11. V. D. Nilman, A few observations on the connections between local theory and some other fields. — Lecture Notes Math. 1317 (1988), 283–289.

12. A. ı. Volovikov, Ob odnom svoæstve funkciæ na sfere. — Mat. zametki (2001), (v peqati).

Makeev V. V. Planar sections of convex bodies and universal fibrations. A conjecture on tautological vector bundles over Grassmannians, which generalizes the well-known Dvoretskii theorem, is stated, discussed, and proved in one nontrivial case: for the Grassmannian of 2-planes. It is also proved that every three-dimensional real normed space contains a two-dimensional subspace with Banach–Mazur distance from the Euclidean plane at most^1_2 ln(4/3), and the estimate is sharp.

Postupilo 23 fevralØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet