Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

V. V. Makeev

O DVUH NEREXENNYH GEOMETRIQESKIH ZADAQAH

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

Rabota soderßit obsußdenie dvuh izvestnyh i do sih por nerexennyh rodstvennyh geometriqeskih zadaq, a takße blizkih k nim voprosov.

§1. Odno svoæstvo nepreryvnyh funkciæ na sfere

Izvestno, qto l¸bye tri toqki standartnoæ sfery S^2 ⊂ R^3 moßno pomestit~ vraweniem sfery v odno mnoßestvo urovnØ l¸- boæ napered zadannoæ nepreryvnoæ funkcii S^2 → R (sm. [1]). KaßetsØ pravdopodobnym, qto takim svoæstvom oblada¸t vse ploskie qetverki toqek sfery S^2 (t.e. qetverki, sostoØwie iz toqek, leßawih na odnoæ okrußnosti), hotØ poka ffto dokazano lix~ dlØ qetverok oqen~ special~nogo vida. Nißesledu¸waØ teorema 1.1 takße govorit v pol~zu vyxeskazannogo utverßdeniØ.

DlØ natural~nogo n pust~ M_n(f) ⊂ (S^2)^n – mnoßestvo takih naborov iz n toqek sfery S^2, kotorye vraweniem sfery moßno pomestit~ v odno mnoßestvo urovnØ funkcii f. Rassmotrim proekci¸

π : (S^2)^5 → (S^2)^4, (x_1, . . ., x_4, x_5) → (x_1, . . . , x_4).

Pust~ m_5 – nabor verxin nekotorogo pravil~nogo pØtiugol~nika na sfere S^2.

Teorema 1.1. Pust~ f : S^2 → R – nepreryvnaØ funkciØ i x =

(x_1, . . . , x_4) ∈ (S^2)^4 – proizvol~naØ qetverka toqek sfery. Togda vypolnØetsØ odno iz treh usloviæ:

(1) m_5 ∈ M_5(f); (2) x ∈ M_4(f);

(3) toqka m_5 i sfera π�^1(x) leßat v razliqnyh svØznyh komponentah dopolneniØ (S^2)^5 r M_5(f). 211

212 V. V. MAKEEV

Dopolnitel~nye oboznaqeniØ. Vvedem qislovu¸ funkci¸

ϕ : (S^2)^5 → R, y = (x_1, . . . , x_5) → 1 5 5∑ i=1 f(a(x_i)). Opredeleno nepreryvnoe otobraßenie

F_y : SO(3) → R^5, a → ( f ( a(x_1) ) − ϕ(y), . . . , f ( a(x_5) ) − ϕ(y) ) . (My rassmatrivaem SO(3) kak mnoßestvo vraweniæ sfery S^2 vokrug ee centra O = (0, . . . , 0).) Po postroeni¸

F_y(SO(3)) ⊂ L := { (z_1, . . . , z_5) ∈ R^5 | | | | | 5∑ i=1 z_i = 0 } ⊂ R^5.

Esli y /∈ M_5(f), to F_y(SO(3)) ⊂ L r {O}. Pust~ p : L r {O} → S^3_L – central~naØ proekciØ na ediniqnu¸ sferu v L s centrom O i pust~

G_y = p ∘ F_y : SO(3) → S^3_L.

Dokazatel~stvo teoremy 1.1. Dopustim, qto usloviØ (1) i (3)

ne vypolnØ¸tsØ, i pust~ s : [0, 1] → (S^2)^5 r M_5(f) – put~ s s(0) =

y = (x_1, . . ., x_4, x_5) ∈ π�^1(x) i s(1) = m_5. Togda otobraßeniØ G_y

i G_{m5} svØzany gomotopieæ {G_{s(t)}}^1_{t=0} i, sledovatel~no, ime¸t odinakovu¸ celoqislennu¸ stepen~: deg G_y = deg G_{m5} .

CikliqeskaØ gruppa Z_5 svobodno deæstvuet v SO(3) povorotami na ugol 72ffi, a v S^3_L ⊂ R^5 – cikliqeskimi perestanovkami koordinat. Otobraßenie G_{m5} po postroeni¸ Z_5-ffkvivariantno, otkuda legko sleduet, qto deg G_y = deg G_{m5} ne delitsØ na 5 (sm. [3]). Sledovatel~no, deg G_y ≠ 0 i G_y s¸r¨ektivno: G_y(SO(3)) = S^3_L. Pust~ a ∈ SO(3) – povorot takoæ, qto

G_y(a) = ( 1 √ 20 , 1 √ 20 , 1 √ 20 , 1 √ 20 , − 4 √ 20 ) . Togda f(a(x_1)) = · · · = f(a(x_4)), i, sledovatel~no, x ∈ M_4(f). Teorema 1.1 dokazana. •

O DVUH NEREXENNYH GEOMETRIQESKIH ZADAQAH 213

ZameqaniØ. 1. Pust~ y = (x1, . . . , x5) – proizvol~naØ pØterka

toqek sfery S^2. Po soobraßeniØm obwego poloßeniØ Øsno, qto mnoßestvo nepreryvnyh funkciæ f na S^2 takih, qto y /∈ M_5(f), otkryto i vs¸du plotno. Pofftomu m_5 /∈ M_5(f) dlØ “tipiqnoæ” nepreryvnoæ funkcii f. Esli pri fftom kakaØ-to ploskaØ qetverka toqek sfery S^2 ne leßit v M_4(f), to teorema 1 garantiruet suwestvovanie “bol~xogo koliqestva” vpisannyh v okrußnost~ pØterok toqek iz M_5(f).

2. Rassmotrim cikliqeski uporØdoqennyæ nabor (x_1, . . . , x_n) iz n toqek sfery S^2, leßawih na okrußnosti Σ ⊂ S^2 fiksirovannogo radiusa r > 0. S toqnost~¸ do dvißeniØ on opredelen cikliqeski uporØdoqennym naborom (α_1, . . . , α_n) uglovyh mer dug, na kotorye x_1, . . ., x_n razbiva¸t Σ. Budem nazyvat~ nabor poloßitel~nyh qisel (α_1, . . . , α_n) tipom nabora toqek (x_1, . . . , x_n) i pisat~ (x_1, . . . , x_n) = x_n(r; α_1, . . . , α_n). Oqevidno, qto m_5 =

x_5(r;^{2π}_5 , . . . ,^{2π}_5 ). Iz teoremy 1 sleduet, qto esli α_1 +· · ·+α_5 = 2π,

to libo

x_4(r; α_1, α_2, α_3, α_4 + α_5) ∈ M_4(f),

libo ße dlØ nekotorogo t ∈ [0, 1]

x_5(r; α_1 + t(^{2π}_5 − α_1), . . ., α_5 + t(^{2π}_5 − α_5)) ∈ M_5(f).

§2. O mnogougol~nikah, vpisannyh

v gladku¸ ßordanovu krivu¸

Kakie ploskie qetyrehugol~niki Q oblada¸t tem svoæstvom, qto v l¸bu¸ plosku¸ gladku¸ ßordanovu krivu¸ γ moßno vpisat~ nekotoryæ ih podobnyæ obraz? (V takom sluqae my govorim, qto Q podobno-vpisan v γ.) Oqevidno, qto vse takie qetyrehugol~niki dolßny byt~ vpisany v okrußnost~, no neizvestno, ØvlØetsØ li ffto uslovie dostatoqnym. Xnirel~man [6] dokazal, qto takim qetyrehugol~nikom ØvlØetsØ kvadrat. Obzor rezul~tatov po fftoæ zadaqe sm. v [2].

Nazovem plosku¸ ßordanovu krivu¸ γ zvezdnoæ otnositel~- no toqki O, esli dlØ vsØkoæ toqki A ∈ γ interval [O, A) leßit vnutri oblasti, ograniqennoæ krivoæ γ. Nißesledu¸waØ teorema 2.1 pokazyvaet, qto vo vsØku¸ zvezdnu¸ plosku¸ gladku¸ ßordanovu krivu¸ γ moßno vpisat~ dostatoqno mnogo vpisannyh v okrußnost~ qetyrehugol~nikov i pØtiugol~nikov. Ispol~zuØ

214 V. V. MAKEEV konstrukci¸ iz [4], my perenesem teoremu 1.1 na rassmatrivaemu¸ zadaqu. Niße my ispol~zuem vvedennoe v §1 opredelenie tipa n-ugol~nika, vpisannogo v okrußnost~.

Teorema 2.1. Pust~ γ – C^2-gladkaØ ploskaØ zvezdnaØ ßordanova

krivaØ, i pust~ α_1 + · · · + α_5 = 2π; α_i > 0. Togda imeet mesto al~- ternativa: libo qetyrehugol~nik tipa (α_1, α_2, α_3, α_4 +α_5) podobno vpisan v krivu¸ γ, libo ße, dlØ nekotorogo t ∈ [0, 1], pØtiugol~nik tipa (α_1 + t(^{2π}_5 − α_1), . . . , α_5 + t(^{2π}_5 − α_5)) podobno vpisan v γ.

Dokazatel~stvo. Pust~ Π – ploskost~, v kotoroæ leßit krivaØ

γ, zvezdnaØ otnositel~no toqki O ∈ Π, i pust~ Q ⊂ Π – krug s centrom v O, celikom soderßawiæ γ vnutri sebØ.

Postroim nepreryvnu¸ funkci¸

f : Π → R

taku¸, qto na kaßdom luqe OA s A ∈ γ imeem f(x) = |Ox|/|OA| dlØ x ∈ [OA], a dalee vdol~ luqa OA funkciØ f strogo vozrastaet. Potrebuem takße, qtoby linii urovnØ funkcii f byli

C^2-gladkimi krivymi, a vne Q – okrußnostØmi s centrom O.

Oqevidno, qto pri 0 < c < 1 linii urovnØ {f(x) = c} leßat vnutri γ i ØvlØ¸tsØ c-gomotetami krivoæ γ.

Rassmotrim sferu S, kasa¸wu¸sØ ploskosti Π “¸ßnym pol¸som” v toqke O. Pust~ q : S r {P } → Π – stereografiqeskaØ proekciØ iz toqki P , diametral~no protivopoloßnoæ toqke O. Pust~ radius sfery S ne men~xe radiusa kruga Q. Vvedem na zamknutoæ “¸ßnoæ” polusfere funkci¸ ϕ = f ∘ q i zerkal~no prodolßim ee na “severnu¸” polusferu.

Po zameqani¸ 2 k teoreme 1.1 dlØ kaßdogo r > 0 i sfery S imeem odno iz dvuh: libo x_4(r) := x_4(r; α_1, α_2, α_3, α_4 + α_5) ∈ M^4_ϕ, libo ße pri nekotorom t ∈ [0, 1]

x_5(r; t) := x_5 ( r; α_1 + t(^{2π}_5 − α_1), . . . , α_5 + t(^{2π}_5 − α_5) ) ∈ M^5_ϕ.

Ustremim radius r k 0.

Zafiksiruem ϵ > 0. Pri vseh c ¿ ϵ linii urovnØ {ϕ(x) = c} budut C^2-gladkimi ßordanovymi krivymi. Sledovatel~no, ih krivizny ravnomerno ograniqeny, i pri dostatoqno malyh r =

r(ϵ) > 0 okrußnost~ radiusa r budet imet~ stol~ malyæ razmer

i stol~ bol~xu¸ geodeziqesku¸ kriviznu, qto ne smoßet peresekat~ lini¸ urovnØ {ϕ(x) = c ¿ ϵ} v 4 toqkah.

O DVUH NEREXENNYH GEOMETRIQESKIH ZADAQAH 215 Pofftomu vyxeukazannye nabory toqek x_4(r) i x_5(r; t), leßawie v odnom mnoßestve urovnØ funkcii ϕ, soderßatsØ v mnoßestvah urovnØ vida {ϕ(x) = c} pri 0 < c < ϵ. Pri malyh ϵ > 0 takie mnoßestva urovnØ sostoØt iz dvuh zerkal~no simmetriqnyh komponent, odna iz kotoryh leßit vblizi toqki O, a drugaØ – vblizi P . Budem rassmatrivat~ mnogougol~niki, leßawie vblizi O.

StereografiqeskaØ proekciØ q vmeste s nadleßaweæ gomotetieæ s centrom O vpisyvaet v krivu¸ γ ploskie mnogougol~niki tipa, blizkogo k ishodnym. PerehodØ k predelu pri r → 0, poluqaem utverßdenie teoremy 2.1. •

Teorema 2.2. 1) Vo vsØku¸ vypuklu¸ figuru K ⊂ R^2 vpisan affin-

nyæ zerkal~no simmetriqnyæ obraz pravil~nogo pØtiugol~nika.

2) DlØ vsØkoæ koneqnoæ nepreryvno raspredelennoæ na ploskosti massy m naædetsØ takoæ affinnyæ zerkal~no simmetriqnyæ obraz pravil~nogo pØtiugol~nika, qto luqi, ishodØwie iz ego centra v verxiny, delØt m na 5 ravnyh qasteæ.

Dokazatel~stvo. 1) Oboznaqim qerez Aff^+_2 gruppu sohranØ¸-

wih orientaci¸ affinnyh preobrazovaniæ ploskosti. Pust~

A_1 . . . A_5 – pravil~nyæ ploskiæ pØtiugol~nik. Rassmotrim mno-

ßestva A = { (a(A_1), . . . , a(A_5)) ∈ (R^2)^5 | | | a ∈ Aff^+_2 } i B = (∂K)^5 ⊂ (R^2)^5.

Pust~ π : B = (∂K)^5 → ∂K – proekciØ na pervyæ somnoßitel~.

V [5] dokazano, qto π(A ∩ B) = ∂K i qto dlØ tipiqnyh figur K s gladkoæ graniceæ ∂K, t.e. takih, qto A i B pereseka¸tsØ transversal~no (pofftomu A ∩ B est~ koneqnyæ nabor gladko vloßennyh v (R^2)^5 okrußnosteæ), sußenie proekcii imeet stepen~ 1. �to sleduet iz togo, qto l¸bye dve tipiqnye figury

K_1 i K_2 gladko gomotopny, pofftomu korrektno opredelen klass

singulØrnogo bordizma otobraßeniØ π| : A ∩ B → ∂K (sm. [5]). Legko videt~, qto krug K ØvlØetsØ tipiqnoæ figuroæ i qto v fftom sluqae π| : A ∩ B → ∂K ØvlØetsØ gomeomorfizmom [5].

CikliqeskaØ gruppa Z_5 deæstvuet v prostranstve (R^2)^5 cikliqeskimi perestanovkami toqek somnoßiteleæ R^2.

216 V. V. MAKEEV

Utverßdenie. DlØ tipiqnoæ figury K ⊂ R^2 mnoßestvo A ∩

B imeet Z_5-invariantnu¸ komponentu S taku¸, qto sußenie π| : S → ∂K imeet nenulevu¸ stepen~.

Deæstvitel~no, esli komponenta S ⊂ A ∩ B ne Z_5-invariantna, to stepen~ sußeniØ proekcii π na ee orbitu delitsØ na 5. Poskol~ku stepen~ otobraßeniØ π| : A ∩ B → K ravna 1, to odna iz komponent Z_5-invariantna. •

Vnutri komponenty S vpisannyæ pØtiugol~nik A_1 . . . A_5 moßno nepreryvno prodeformirovat~ v pØtiugol~nik A_2A_3A_4A_5A_1. Oboznaqim qerez O centr affinno-pravil~nogo pØtiugol~nika

A_1 . . . A_5 i rassmotrim raznosti OA_1 − OA_2, OA_2 − OA_3, . . . , OA_5 − OA_1. Gruppa Z_5 cikliqeski perestavlØet ih, i odna iz nih pri fftoæ perestanovke obØzatel~no pomenØet znak, poskol~ku summa vseh raznosteæ ravna nul¸. Znaqit, po soobraßeniØm nepreryvnosti pri vyxeukazannoæ deformacii pØtiugol~nika A_1 . . . A_5 kakie-to dva sosednih otrezka OA_i i OA_{i+1} uravnØ¸tsØ po dline, i sootvetstvu¸wiæ vpisannyæ pØtiugol~nik A_1 . . . A_5 budet zerkal~no simmetriqen.

DlØ ostal~nyh vypuklyh figur pervoe utverßdenie teoremy poluqaetsØ predel~nym perehodom s uqetom togo, qto vpisannyæ affinno-pravil~nyæ pØtiugol~nik ne moßet vyroßdat~sØ, esli plowad~ figury K otdelena ot nulØ [5].

2) Vtoroe utverßdenie teoremy budem dokazyvat~ soverxenno analogiqno. Pust~ A_1 . . . A_5 – pravil~nyæ pØtiugol~nik s centrom O ∈ R^2, a m – raspredelennaØ na ploskosti massa, ime¸waØ differenciruemu¸ plotnost~ p s kompaktnym nositelem. Oboznaqim qerez B_1, . . . , B_5 sektory, na kotorye luqi OA_1, . . . , OA_5 razbiva¸t ploskost~.

Pust~

A = {a ∈ SL^+_2 | m(a(B_1)) = · · · = m(a(B_5))},

gde SL^+_2 ⊂ Aff^+_2 – podgruppa, sostoØwaØ iz preobrazovaniæ s ediniqnym opredelitelem.

DlØ tipiqnoæ plotnosti p mnoßestvo A – odnomernoe gladkoe kompaktnoe podmnogoobrazie v SL^+_2 . Rassmotrim otobraßenie π : A → S^1, sopostavlØ¸wee s preobrazovaniem a ∈ A luq,

O DVUH NEREXENNYH GEOMETRIQESKIH ZADAQAH 217 sonapravlennyæ s luqom a(O)a(A_1) i otloßennyæ ot fiksirovannoæ toqki ploskosti. Kak i vyxe, korrektno opredelen klass singulØrnogo bordizma otobraßeniØ π : A → S^1, a znaqit, i stepen~ dlØ raspredeleniØ massy s tipiqnoæ plotnost~¸ p.

Pokaßem, qto deg π = 1, rassmotrev massu s ediniqnoæ plotnost~¸ i kruglym nositelem K. Inaqe govorØ, nekotoryæ krug

K ⊂ R^2 s centrom O budem delit~ na ravnovelikie qasti affin-

nymi obrazami sektorov B_1, . . . , B_5.

Utverßdenie. �to vozmoßno lix~ kogda B1, . . . , B5 – ravnye sek-

tory s obweæ verxinoæ O.

Deæstvitel~no, oqevidno, qto esli sektory B_1, . . . , B_5 ravny, to ih obwaØ verxina – v centre kruga K. Ostalos~ dokazat~, qto pØt~ ravnyh sektorov B_1, . . . , B_5 s obweæ verxinoæ O ne mogut razdelit~ na pØt~ ravnovelikih qasteæ ffllips K, otliqnyæ ot kruga. Deæstvitel~no, rassmotrim ravnovelikiæ ffllipsu K krug K_1 s centrom O. Po postroeni¸ granicy ffllipsa K i kruga

K_1 dolßny peresekat~sØ vnutri vseh pØti sektorov, qto proti-

voreqit teoreme Bezu. •

V rassmatrivaemom sluqae legko proverØetsØ nezavisimost~ usloviæ m(a(B_1)) = · · · = m(a(B_5)), t.e. tipiqnost~ dannogo raspredeleniØ massy, i, kak pokazano vyxe, otobraßenie π : A → S^1 – gomeomorfizm. Dalee rassußdenie povtorØet privedennoe pri dokazatel~stve pervoæ qasti teoremy. •

Literatura

1. E. Floyd, Real-valued mappings of spheres. — Proc. Am. Math. Soc. 6 (1995), 957–959.

2. V. Klee, S. Wagon, Old and new unsolved problems in plane geometry and number theory. Dolciani Math. Exp., vol. 11, Washington, DC, Math. Assoc. Am., 1991.

3. V. V. Makeev, Zadaqa Knastera i poqti sferiqeskie seqeniØ. — Mat. sb.

180, ˝ 3 (1989), 424–431.

4. V. V. Makeev, O qetyrehugol~nikah, vpisannyh v zamknutu¸ krivu¸. — Mat. zametki 57 (1995), 129–132.

5. V. V. Makeev, O pØtiugol~nikah, vpisannyh v zamknutu¸ vypuklu¸ krivu¸. — Zap. nauq. semin. POMI 246 (1997), 184–190.

6. L. G. Xnirel~man, O nekotoryh geometriqeskih svoæstvah zamknutyh krivyh. — Uspehi mat. nauk. ˝ 10 (1934), 34–44.

218 V. V. MAKEEV

Makeev V. V. On two nonsolved geometric problems. Two familiar geometric problems are discussed: on a property of continuous functions on the 2-sphere and on quadrangles inscribed in a planar Jordan curve, as well as a related question on equipartitioning a mass on a plane.

Postupilo 1 oktØbrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet