Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

A. I. Kurnosenko

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH V OKRESTNOSTI ODNO` ILI DVUH VERXIN

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

Predmetom issledovaniØ v stat~e ØvlØ¸tsØ sootnoxeniØ meßdu kriviznami i uglami naklona kasatel~nyh na koncah maloæ dugi ploskoæ krivoæ v zavisimosti ot koliqestva zakl¸qennyh v neæ verxin. Blizkie zadaqi rassmatrivalis~ na podhodah k dokazatel~stvu teoremy o qetyreh verxinah zamknutoæ krivoæ [1, 2]. Avtora priveli k nim iskl¸qitel~no prikladnye voprosy metrologii i kaqestva proektirovaniØ krivolineænyh profileæ. Zdes~ my poqti ne kasaemsØ fftih priloßeniæ, predlagaØ zainteresovannomu qitatel¸ raboty [3] i [4].

§1. Klassy issleduemyh krivyh

Pod okrestnost~¸ verxiny krivoæ ponimaetsØ duga krivoæ, odnoznaqno proektiru¸waØsØ na hordu. Krivu¸ pri fftom moßno rassmatrivat~ kak funkci¸ y(x) v lokal~noæ sisteme koordinat, v kotoroæ horda dliny 2c ØvlØetsØ otrezkom [−c, c] osi absciss.

Issledovanie udobno svesti k otrezku [−1, 1], ponimaØ pod koordinatami bezrazmernye otnoxeniØ x/c i y/c, a pod kriviznoæ – normirovannu¸ kriviznu k_{norm} = kc, takße bezrazmernu¸. Tak, funkcional~noe predstavlenie dugi postoØnnoæ krivizny k, vyhodØweæ pod uglom α i opira¸weæsØ na hordu [−1, 1], imeet vid

A(x; α) := sin α (1 − x^2)

cos α + √ 1 − x^2 sin^2 α = = −k (1 − x^2) √ 1−k^2 + √ 1−k^2x^2 , k = − sin α, |x| 6 1. (1) K klassam V^±_n otnesem funkcii (krivye) y(x), oblada¸wie sledu¸wimi svoæstvami:

• funkciØ zadana na otrezke [−1, 1], nepreryvna i y(±1) = 0; 194

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 195

• suwestvuet nepreryvnaØ funkciØ τ (x) – ugol naklona kasatel~noæ k krivoæ:

τ (x) = arctg y^′(x), |τ (x)| 6 π 2 ; (2)

• funkciØ krivizny k(x) = y^{′′}/(1+y^{′ 2})^{3/2} kusoqno-nepreryvna;

ona moßet imet~ koneqnye razryvy i obrawat~sØ v beskoneqnost~;

• u krivoæ klassa V^±_n , n > 0, funkciØ krivizny imeet n ffkstremumov (a krivaØ – n verxin); verhniæ indeks ukazyvaet na vozrastanie (V^+_n ) ili ubyvanie (V^−_n ) krivizny na pervom uqastke monotonnosti. Tak, u krivoæ klassa V^+_2 pervaØ iz dvuh verxin ØvlØetsØ verxinoæ-maksimumom. Krivye klassov V^±_0 (s monotonnoæ funkcieæ krivizny) my, kak i v [4, 5], nazyvaem spiral~nymi.

Ris. 1.

Utoqnim ponØtie verxiny krivoæ. Pomimo tradicionnoæ traktovki, podrazumeva¸weæ (lokal~nyæ) ffkstremum krivizny v toqke, my dopuskaem protØßennu¸ verxinu, t.e. otrezok [x_1, x_2], v predelah kotorogo krivizna postoØnna i ffkstremal~na, a sleva i sprava harakter ee monotonnosti protivopoloßen (ris. 1). Krome togo, my ne trebuem nepreryvnosti krivizny v verxine (toqki x_2, x_3 i x_4) i dopuskaem verxiny s beskoneqnoæ kriviznoæ: toqka x_4 – verxina gladkoæ krivoæ y = √ |x|^3−1 ∈ V^+_1 . SituaciØ v toqke x_5 moßet rassmatrivat~sØ kak dvoænaØ verxina – maksimum i minimum krivizny sleva i sprava ot odnoæ toqki.

§2. Graniqnye usloviØ

Pod graniqnymi usloviØmi krivyh klassov V_n, pomimo y(±1) = 0, budem ponimat~ ugly naklona kasatel~nyh na koncah otrezka α = τ (−1) i β = τ (1) i kriv&izny k_1 = k(−1) i k_2 = k(1). Podklassy krivyh s zadannymi graniqnymi usloviØmi oboznaqim V(α, β) ili V(α, β, k_1, k_2).

196 A. I. KURNOSENKO

Na horde [−1, 1] postroim dve dugi postoØnnoæ krivizny, vyhodØwie iz toqki (−1, 0) pod uglami ξ i η (ris. 2). Oblast~ L(ξ, η), ograniqennu¸ fftimi dugami, nazovem linzoæ, a dugu, vyhodØwu¸ pod uglom (ξ+η)/2, – bissektrisoæ linzy.

S graniqnymi uglami krivoæ klassa V(α, β) svØzana linza L(α, −β) (ris. 2). Ee uglovaØ poluxirina ω i ugol vyhoda bissektrisy γ ravny ω = α+β 2 , γ = α−β 2 .

Ris. 2.

Graniqnye usloviØ (α, k_1) i (β, k_2) pozvolØ¸t postroit~ orientirovannye krugi krivizny v naqal~noæ i koneqnoæ toqkah krivoæ. Privleqem inversnyæ invariant pary okrußnosteæ [5], ravnyæ Q = sin^2(Δτ /2), gde Δτ – ugol meßdu kasatel~nymi k okrußnostØm v toqke pereseqeniØ. Pri Q = 0 okrußnosti kasa- ¸tsØ. Otsutstvi¸ pereseqeniØ sootvetstvu¸t mnimoe znaqenie Δτ i znaqeniØ Q < 0 libo Q > 1. Invariant pary graniqnyh krugov krivizny raven

Q(α, β, k_1, k_2) = k_1k_2 + k_2 sin α − k_1 sin β + sin^2 γ =

= (k_1 + sin α)(k_2 − sin β) + sin^2 ω. (3) Grafik funkcii z(x) := sin τ (x) nazovem sinus-obrazom krivoæ y(x): z(x) = y^′(x) √ 1+y^{′ 2}(x)

=⇒ z^′(x) = k(x). (4)

Poslednee ravenstvo spravedlivo i v toqkah razryva krivizny, gde z(x) imeet izlomy s odnostoronnimi proizvodnymi. DlØ funkcii z(x) graniqnye usloviØ prinima¸t vid

z(−1) = sin α, z(1) = sin β, z^′(−1) = k_1, z^′(1) = k_2. (5)

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 197

Ris. 3.

Iz (4) sleduet, qto vozrastanie (ubyvanie) krivizny sootvetstvuet vypuklosti vniz (vverh) sinus-obraza krivoæ. Ego svoæstva ill¸striruet ris. 3. Okrußnosti A(x; α) i A(x; −β) (1), ograniqiva¸wie linzu, ime¸t v kaqestve sinus-obrazov prØmye AA_1 (z = −x sin α) i B_1B (z = x sin β), A = (−1, sin α), B = (1, sin β). KrivaØ s kusoqno-postoØnnoæ vozrasta¸weæ funkcieæ krivizny (Q – toqka razryva krivizny) prinadleßit k klassu V^+_0 (α, β); ee sinus-obraz – kusoqno-lineænaØ vypuklaØ vniz lomanaØ AP B. V [4] my podrobno rassmotreli ffti krivye, obrazu¸wie trehparametriqeskoe semeæstvo

B(x; α, β, k_1, k_2). (6)

Qetyre ukazannyh parametra svØzany sootnoxeniem

Q(α, β, k_1, k_2) = 0 (7)

– usloviem kasaniØ dvuh okrußnosteæ (3). V angloØzyqnoæ literature krivye fftogo tipa nazyva¸t biarc curves [6].

KrivaØ s verxinoæ v toqke V (ris. 3) prinadleßit k klassu V^+_1 (α, β); verxine sootvetstvuet toqka peregiba S sinus-obraza krivoæ (liniØ peregiba v sluqae protØßennoæ verxiny).

198 A. I. KURNOSENKO

Po izvestnomu sinus-obrazu z(x) funkciØ y(x) poluqaetsØ integrirovaniem

y(x) = x∫ −1 tg τ (u)du = x∫ −1 z(u) √ 1−z(u)^2 du. (8)

Qtoby na pravom konce otrezka vypolnØlos~ uslovie y(1) = 0, funkciØ z(x) dolßna obrawat~ v nul~ funkcional Y(z):

Y(z) := 1∫ −1 z(x) √ 1−z(x)^2 x = 0. (9)

Iz monotonnosti funkcii t → t/ √ 1−t^2 sleduet neravenstvo

Y(u) > (v) pri u(x)�v(x), (10)

gde simvol “�” oboznaqaet otnoxenie, iskl¸qa¸wee toßdestvennoe ravenstvo funkciæ: {u(x) > v(x) ∧ u(x) ≢ v(x)}.

Zametim, qto graniqnye usloviØ tipa α = π/2, k_1 > 0 ne dopuska¸t suwestvovaniØ krivoæ klassa V_n, poskol~ku oni naruxa¸t trebovanie odnoznaqnogo proektirovaniØ na hordu. Dalee my iskl¸qaem takie situacii bez sootvetstvu¸wih ogovorok v formulirovkah teorem.

§3. Neravenstva dlØ spiral~nyh krivyh

Privedem osnovnye rezul~taty, poluqennye v [4] dlØ klassov V^±_0 . Otmetim, qto v fftoæ rabote uslovie (2) odnoznaqnogo proektirovaniØ krivoæ na hordu bylo ußestoqeno strogim neravenstvom |τ (x)| < π/2 vo izbeßanie osobennosteæ podyntegral~noæ funkcii v (8) pri |z(x)| = 1. Odnako integral (8), stanovØs~ pri fftom nesobstvennym, ostaetsØ koneqnym, qto pozvolØet rasprostranit~ rezul~taty i na sluqaæ |τ (x)| 6 π/2, dopuska¸wiæ “mgnovennye” vertikal~nye kasatel~nye.

Teorema 1. Graniqnye usloviØ krivoæ klassa V^±_0 (α, β; k1, k2) udo-

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 199

vletvorØ¸t sisteme neravenstv

V^+_0 :

Q(α, β, k_1, k_2) 6 0,

k_1 < k_2,

ω > 0 (t.e. α+β > 0);

V^−_0 :

Q(α, β, k_1, k_2) 6 0,

k_1 > k_2, ω < 0.

(11)

Pri fftom ravenstvo Q = 0 dostigaetsØ tol~ko na krivyh semeæstva biarc curves (6).

Zafiksiruem ugly α i β, poniziv tem samym razmernost~ prostranstva graniqnyh usloviæ (α, β, k_1, k_2) s 4 do 2. Togda v ploskosti (k_1, k_2) moßno ukazat~ oblast~ V^±_n (α, β) znaqeniæ graniqnyh krivizn, dopuska¸wih postroenie krivoæ klassa V^±_n (α, β). Soglasno (11), oblast~ V^+_0 ograniqena odnoæ iz vetveæ giperboly (7), a imenno toæ, kotoraØ raspoloßena v poluploskosti k_1 < k_2 (levaØ verhnØØ vetv~ na ris. 4a). Uslovie ω > 0, t.e. − sin α < sin β, oznaqaet, qto v fftoæ ße poluploskosti leßit i centr giperboly – toqka (k_1, k_2) = (− sin α, sin β). Pri ω < 0 pravaØ nißnØØ vetv~ giperboly ØvlØetsØ graniceæ oblasti V^−_0 (ris. 4s). Pri ω = 0 klassy V^±_0 pusty, toqka k_1 = k_2(= − sin α = sin β) sootvetstvuet sluqa¸ postoØnstva krivizny (ris. 4b).

Ris. 4.

Teorema 2. Esli ugly α, β i krivizny k1, k2 udovletvorØ¸t uslo-

viØm (11) dlØ odnogo iz klassov V^±_0 , to v fftom klasse suwestvuet krivaØ s zadannymi graniqnymi usloviØmi.

200 A. I. KURNOSENKO

Teorema 3. KrivaØ klassa V0(α, β) nahoditsØ vnutri linzy L(α,

−β). Esli izvestny graniqnye krivizny k_1, k_2, to pri −1 < x < 1

V^+_0 : A(x; −β) < B(x; α, β, k_1, g_2) 6 y(x) 6 6 B(x; α, β, g1, k2) < A(x; α), V^−_0 : A(x; −β) > B(x; α, β, k_1, g_2) > > y(x) > B(x; α, β, g1, k2) > A(x; α). (12)

Zdes~ g_1 i g_2 opredelØ¸tsØ iz uravneniæ

Q(α, β, k_1, g_2) = Q(α, β, g_1, k_2) = 0. (13)

§4. Krivye s edinstvennoæ verxinoæ Ris. 4 ill¸striruet takße neravenstva (14) – oblasti

V^±_1 (α, β) suwestvovaniØ krivyh s edinstvennoæ verxinoæ. Oni

ograniqeny asimptotami giperboly (7) i ne vkl¸qa¸t granicu. Oblasti V^+_1 pokazany vertikal~noæ xtrihovkoæ, V^−_1 – gorizontal~noæ. Pri ω ≠ 0 ffto – poluploskosti, vkl¸qa¸wie oblast~ monotonnosti. Pri ω = 0 oblasti V^±_1 ograniqeny i po k_1, i po k_2.

Teorema 4. Esli krivaØ prinadleßit k odnomu iz klassov V^±_1 (α,

β, k_1, k_2), to

V^+_1 : k^1 < − sin α pri ω > 0,

k_2 < sin β pri ω 6 0;

V^−_1 : k^2 > sin β pri ω > 0,

k_1 > − sin α pri ω 6 0.

(14)

V fftoæ zapisi predpolagaetsØ, qto pri ω = 0 deæstvu¸t oba ograniqeniØ.

Ris. 5.

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 201

Dokazatel~stvo. Pust~ y(x) ∈ V^+_1 (α, β, k1, k2) i ω > 0. Dokaßem

nevozmoßnost~ suwestvovaniØ takoæ krivoæ pri k_1>− sin α, dlØ qego obratimsØ k ee sinus-obrazu (ris. 5). Soglasno (4)–(5) grafik z(x) soedinØet toqki A = (−1, sin α) i B = (1, sin β) i imeet toqku peregiba S = (x_S , z_S ), poroßdennu¸ verxinoæ krivoæ y(x). Naklon ego levoæ kasatel~noæ AT raven k_1.

Na uqastke AS k(x) = z^′(x) vozrastaet, i vypuklyæ vniz grafik z(x) uhodit vverh ot kasatel~noæ AT . Neravenstvo k_1>− sin α oznaqaet, qto otrezok AT leßit ne niße otrezka AA_1 prØmoæ z_1(x) = −x sin α. Sledovatel~no, z(x)�z_1(x) pri x ∈ [−1, x_S], a toqka peregiba S leßit strogo vyxe AA_1. Ne niße AA_1 leßat i toqka B (poskol~ku ω > 0, t.e. z_B = sin β > − sin α=z_{A1} ), i horda SB, i ves~ vypuklyæ vverh uqastok grafika z(x), x ∈ [x_S , 1]. Takim obrazom, z(x)�z_1(x) na vsem otrezke [−1, 1]. Tak kak Y(z_1 ) = 0, to Y(z) > 0 (10), i postroenie funkcii y(x) nevozmoßno (9).

Tem samym dokazana “qetvert~ teoremy”. Pust~, po-preßnemu, krivaØ y(x) prinadleßit k klassu V^+_1 (α, β, k_1, k_2), no ω 6 0. Togda y(−x) ∈ V^+_1 (α^′, β^′, k^′_1, k^′_2), gde α^′=−β, β^′=−α, k^′_1=k_2, k^′_2=k_1 i ω^′=−ω > 0. Po dokazannomu, suwestvovanie takoæ krivoæ vozmoßno lix~ pri k^′_1<− sin α^′, t.e. pri k_2< sin β. DlØ klassa V^+_1 utverßdenie teoremy dokazano polnost~¸.

Neravenstva dlØ krivyh s verxinoæ-minimumom poluqa¸tsØ umnoßeniem funkcii na −1, qto perevodit ee iz klassa V^−_1 (α, β, k_1, k_2) v uße issledovannyæ klass V^+_1 (−α, −β, −k_1, −k_2).

�

Sledstvie. KrivaØ klassa Vn, ime¸waØ na koncah kasanie vto-

rogo porØdka s linzoæ (t.e. k_1 = − sin α, k_2 = sin β), soderßit ne menee dvuh verxin.

Teorema 5. Esli ugly α, β i krivizny k1, k2 udovletvorØ¸t uslo-

viØm (14) dlØ odnogo iz klassov V^±_1 , to v fftom klasse suwestvuet krivaØ s zadannymi graniqnymi usloviØmi.

Dokazatel~stvo. Primenenie simmetrii otnositel~no koordi-

natnyh oseæ pozvolØet ograniqit~sØ postroeniem iskomoæ krivoæ v klasse V^+_1 pri ω > 0. Postroim ee iz gladko soprØßennyh dug okrußnosteæ, pervaØ i poslednØØ iz kotoryh sovpada¸t s graniqnymi krugami krivizny i, sledovatel~no, udovletvorØ- ¸t graniqnym usloviØm. Oboznaqim qerez Q_{12} = Q(α, β, k_1, k_2) inversnyæ invariant (3) fftoæ pary okrußnosteæ. Rassmotrim

202 A. I. KURNOSENKO

qetyre sluqaØ:

ω > 0 (Q_{12} > 0, Q_{12} = 0, Q_{12} < 0) i ω = 0.

1) ω > 0, Q_{12} > 0. Pust~ α, β, k_1, k_2 udovletvorØ¸t uslovi- Øm (14), t.e. k_1 < − sin α, k_2 < sin β. V [4] pokazano, qto v fftom sluqae suwestvuet krivaØ y_0(x) = B(x; α, β, k_1, g_2) ∈ V^+_0 semeæstva biarc curves (6), gde g_2 opredelØetsØ iz (13). Ee sinus-obraz z_0(x) imeet vid vypukloæ vniz lomanoæ AP B (ris. 6a). Naklony ee zven~ev ravny k_1 i g_2. V silu Q_{12} > 0 i k_1+ sin α, imeem k_2 < g_2:

k_2^{(3)}=

Q_{12} k_1+ sin α − sin^2 ω k_1+ sin α

+ sin β < − sin^2 ω k_1+ sin α

+ sin β = g_2.

�to oznaqaet, qto otrezok T_2B pravoæ kasatel~noæ k grafiku z(x) raspoloßen vyxe zvena P B. Vyberem proizvol~no toqku K vnutri oblasti BP T_1EB i toqku N vnutri otrezka T_2B pravee K: x_N > x_K . LomanaØ AP KN B – horoxiæ kandidat na rol~ iskomoæ funkcii z(x): na neæ sobl¸deny graniqnye usloviØ (5) i trebuemye napravleniØ vypuklosti. Legko dobit~sØ i ravenstva nul¸ funkcionala (9). Esli Y(z_{AP KNB} ) > 0, to, peremewaØ N v storonu B, my po puti naædem nul~:

z_{AP KB} (x) � z_0(x), Y(z_{AP KB} ) < Y(z_0) = 0.

Esli ße Y(z_{AP KNB} ) < 0, to, podnimaØ K v poloßenie K_1, my nepreryvno pereædem k poloßitel~nomu znaqeni¸ funkcionala na lomanoæ z_{AP K1NB} (x)�z_0(x). Integrirovanie (8) zaverxaet postroenie.

Ris. 6.

Semeæstvo rexeniæ dlØ fiksirovannoæ toqki N pokazano na ris. 6b. Ris. 6s ill¸striruet drugoe postroenie, pri kotorom dostatoqno trehzvennoæ lomanoæ AM N B. Odnako takoe postroenie nevozmoßno pri ω = α = β = ±π/2, poskol~ku |z_P = 1| i otrezok P T_1 vyroßdaetsØ v toqku.

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 203

2) ω > 0, Q_{12} = 0 (ris. 7a). Soglasno [4] pri fftih usloviØh graniqnye krugi krivizny iskomoæ krivoæ kasa¸tsØ i obrazu¸t krivu¸ y_0(x) ∈ V^+_0 (α, β, k_1, k_2) iz semeæstva biarc curves. Ee sinusobraz z_0(x) – vypuklaØ vniz lomanaØ AP B, Y(z_0) = 0. Vyberem toqku M vnutri otrezka AP , toqku N vnutri P B i toqku K vnutri oblasti BP T_1EB levee N (x_K < x_N ). Pri fftom na lomanoæ AM KN B dostiga¸tsØ trebuemye napravleniØ vypuklosti i sohranØ¸tsØ graniqnye usloviØ. Suwestvovanie toqek K i M , dostavlØ¸wih nulevoe znaqenie funkcionalu Y(z_{AMKNB} ), oqevidno.

3) ω > 0, Q_{12} < 0 (ris. 7b). BazovaØ funkciØ z_0(x) – trehzvennaØ lomanaØ ACDB, poroßda¸waØ neku¸ krivu¸ klassa V^+_0 (α, β, k_1, k_2). Ee suwestvovanie ustanovleno v [4] pri dokazatel~stve teoremy 2. DeformiruØ ee, poluqaem iskomye qetyrehzvennye lomanye AM KN B.

Ris. 7.

Otmetim, qto postroeniØ iz treh dug okrußnosteæ, srednØØ iz kotoryh s kriviznoæ k_0 daet iskomu¸ verxinu, vozmoßny tol~ko pri Q_{12} > 0: kak pokazano v [5] (zadaqa o soprØßenii treh dug), pri Q_{12} < 0 posledovatel~nost~ k_1, k_0, k_2 monotonna, a pri Q_{12} = 0 soprØßeniæ net.

4) ω = 0. Togda α = −β = γ i suwestvuet duga y_0(x) = A(x; γ) postoØnnoæ krivizny s trebuemymi graniqnymi uglami. Ee sinus-obrazom ØvlØetsØ prØmaØ AB – funkciØ z_0(x) = −x sin γ (ris. 7s). UsloviØ (14) dlØ klassa V^+_1 pri ω = 0 prinima¸t vid k_1<− sin γ i k_2<− sin γ (otkuda Q_{12} > 0). �to oznaqaet, qto prØmaØ AT_1, levaØ kasatel~naØ k grafiku z(x), nahoditsØ niße, a pravaØ kasatel~naØ T_2B – vyxe otrezka AB. Vybrav M ∈ AT_1 i N ∈ T_2B, my postroim funkci¸ z(x) v vide lomanoæ AM N B s trebuemym harakterom vypuklosti i zadannymi graniqnymi usloviØ-

204 A. I. KURNOSENKO

mi. Poskol~ku Y(z_0) = 0, my imeem dostatoqnu¸ svobodu vybora toqek M i N , qtoby udovletvorit~ i uslovie Y(z_{AMNB} ) = 0. �

§5. Koordinatnye ograniqeniØ dlØ krivyh s edinstvennoæ verxinoæ

Pri diskretno-toqeqnom predstavlenii spiral~noæ krivoæ uqastki meßdu sosednimi uzlami interpolØcii moßno rassmatrivat~ kak krivye klassa V_0. Koordinatnye ograniqeniØ (12) pozvolili postroit~ oblast~, pokryva¸wu¸ ishodnu¸ (neizvestnu¸) spiral~ [4]. Xirina oblasti daet ocenku determinirovannosti krivoæ dannym diskretnym predstavleniem.

Teoremy fftogo razdela predstavlØ¸t interes v plane poiska analogiqnyh ocenok dlØ nespiral~nyh krivyh, pri razbienii kotoryh poØvØtsØ uqastki tipa V_1. Razbienie, pri kotorom horda soderßit > 2 verxin, my sqitaem nekorrektnym.

Teorema 6. KrivaØ y(x) ∈ V^+_1 (α, β) leßit strogo niße verhneæ

granicy linzy L(α, −β); krivaØ y(x) ∈ V^−_1 (α, β) leßit strogo vyxe nißneæ granicy linzy. Esli graniqnye usloviØ takovy, qto

(k_1, k_2) ∈ V^+_1 (α, β) ∩ V_1−(α, β), (15)

to krivaØ klassa V^±_1 (α, β, k_1, k_2) nahoditsØ vnutri linzy L(α, −β).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ sluqaæ V^+_1 pri ω >

0. Formulirovka teoremy pri fftom prinimaet vid: esli y(x) ∈ V^+_1 (α, β), to y(x) < A(x; α) (−1 < x < 1); (16)

esli dopolnitel~no k uslovi¸ k_1 < − sin α vypolneno k_2 > sin β, to krivaØ nahoditsØ vnutri linzy L(α, −β), t.e. A(x; −β) < y(x) < A(x; α) (−1 < x < 1). (17) Dokaßem neravenstvo (16), t.e. ubedimsØ, qto raznost~

δ_1(x) = A(x; α) − y(x)

poloßitel~na. PrØmaØ z_1(x) = −x sin α (AA_1 na ris. 8) i krivaØ ASB – sinus-obrazy dugi A(x; α) i krivoæ y(x) (U V W ). Uslovie ffkstremuma δ_1(x) prinimaet vid

δ^′_1(x)^{(8)}= z_1(x) √ 1−z_1(x)^2 − z(x) √ 1−z(x)^2 = 0,

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 205

qto, vvidu monotonnosti funkcii t → t/ √ 1−t^2, vozmoßno tol~ko pri z(x) = z_1(x). Vnutri intervala (−1, 1) ffto uravnenie imeet hotØ by odno rexenie, poskol~ku grafik z(x) peresekaet prØmu¸ z_1(x): v toqke A on uhodit strogo vniz ot prØmoæ v silu usloviæ

z(1) = z_1(1), z^′(−1) = k_1 < − sin α = z^′_1(−1);

na pravom konce grafik leßit strogo vyxe prØmoæ AA_1 v silu odnogo iz sledu¸wih usloviæ:

ω > 0 =⇒ sin β > − sin α, t.e. z(1) > z_1(1);

ω = 0 =⇒ { sin β = − sin α,

k_2 < sin β, t.e. { z(1) = z_1(1),

z^′(1) < z^′_1(1).

Ris. 8.

Krome togo, ffto pereseqenie edinstvenno: inaqe grafik z(x) imel by neskol~ko toqek peregiba, a krivaØ y(x) – bolee odnoæ verxiny. Sledovatel~no, δ_1(x) imeet edinstvennyæ ffkstremum – maksimum. Poskol~ku δ_1 (±1), v intervale (−1, 1) imeem δ_1(x) > 0.

Vtoroe utverßdenie teoremy otnositsØ k oblastØm (15), pokazannym na ris. 4a, s dvoænoæ xtrihovkoæ: pri ω > 0 poluploskost~ V^+_1 (k_1 < − sin α) ograniqivaetsØ do kvadranta dopolnitel~nym usloviem k_2 > sin β. V primere na ris. 3 ffti usloviØ sobl¸deny. Analogiqnye rassußdeniØ dokazyva- ¸t edinstvennost~ toqki pereseqeniØ grafika z(x) s prØmoæ z_2(x) = x sin β (B_1B na ris. 3) i otricatel~nost~ funkcii δ_2(x) =

206 A. I. KURNOSENKO A(x; −β) − y(x). Pri nestrogom neravenstve k_2 > sin β vozmoßno A(x; −β) 6 y(x). � Esli ewe bolee suzit~ oblast~ graniqnyh usloviæ, a imenno

do V^+_0 pri ω > 0 (do V^−_0 pri ω < 0), neravenstvo (17) usiliva-

etsØ:

V^+_1 , ω > 0 : B(x; α, β, k_1, g_2) 6 y(x) < A(x; α);

V^+_1 , ω < 0 : B(x; α, β, g_1, k_2) 6 y(x) < A(x; −β)

(dlØ klassa V^−_1 znaki neravenstv zamenØ¸tsØ na protivopoloßnye).

Situaci¸ ill¸striruet ris. 3, a dokazatel~stvo sleduet iz edinstvennosti pereseqeniØ grafikov ASB i AP B – sinusobrazov krivyh y(x) i B(x; . . . ). �

Teorema 7. Verxina krivoæ y(x) ∈ V^±_1 (α, β) leßit strogo niße

(v sluqae V^+_1 ) ili strogo vyxe (v sluqae V^−_1 ) bissektrisy lin- zy L(α, −β). Dokazatel~stvo. Na ris. 8 izobraßeny krivaØ y(x) ∈ V^+_1 (α, β)

s verxinoæ v toqke V (x_1, y_1), linza L(α, −β) i ee bissektrisa – duga A(x; γ). Postroim hordy, soedinØ¸wie verxinu V s koncami otrezka [−1, 1]. Ugly naklona hord oboznaqim μ_1 (U V ) i μ_2 (V W ). Povorot lomanoæ U V W v uzle V raven μ_2−μ_1 = ρ.

Pust~ τ_1 – naklon kasatel~noæ k krivoæ y(x) v verxine V . Verxine sootvetstvuet toqka peregiba S(x_1, z_1) grafika z(x), i z_1 = sin τ_1. Vozrastanie krivizny na duge U V privodit k vypuklosti vniz uqastka AS funkcii z(x). RassmatrivaØ prØmye AS i SB kak funkcii

l_1(x) = sin τ_1− sin α x_1+1

(x+1) + sin α i l_2(x) = sin τ_1− sin β x_1−1

(x−1) + sin β,

s uqetom haraktera vypuklosti z(x) poluqaem

y_1^{(8)}= ∫ −1x_1 z(x) √ 1−z(x)^2 x < ∫ −1x_1 l_1(x) √ 1−l_1(x)^2 x = = (x_1+1) cos τ_1 − cos α sin τ_1 − sin α

= (x_1+1)tg α+τ_1 2 .

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 207

Sledovatel~no, y_1 x_1+1

= tg μ_1 < tg α+τ_1 2 i τ_1 > 2μ_1−α.

Analogiqno, na uqastke SB poluqim τ_1 < 2μ_2−β, otkuda

2μ_1−α < τ_1 < 2μ_2−β =⇒ ρ = μ_2−μ_1 > β−α 2 = −γ. Geometriqeskoe mesto toqek, dlØ kotoryh ρ = −γ, est~ duga A(x; γ), a uslovie ρ > −γ udovletvorØetsØ dlØ vseh toqek, leßawih niße fftoæ dugi. �

§6. Krivye s dvumØ verxinami V preprinte [4] my oprometqivo predpoloßili, qto dopuskaØ na krivoæ dve i bolee verxin, moßno udovletvorit~ l¸bye graniqnye usloviØ. �to ne sovsem tak:

Teorema 8. Graniqnye usloviØ, iskl¸qa¸wie prinadleßnost~

krivoæ k klassam V^±_2 (α, β, k_1, k_2), ime¸t vid:

V^+_2 : ω > 0, k_1 > − sin α, k_2 6 sin β;

V^−_2 : ω 6 0, k_1 6 − sin α, k_2 > sin β.

(18)

Dokazatel~stvo. Dokaßem nevozmoßnost~ suwestvovaniØ kri-

voæ y(x) ∈ V^+_2 (α, β, k_1, k_2) pri ω > 0, k_1 > − sin α i k_2 6 sin β (ris. 9).

Ris. 9.

208 A. I. KURNOSENKO

Naliqie dvuh verxin u krivoæ y(x) privodit k poØvleni¸ dvuh toqek peregiba S_1 = (x_1, z_1) i S_2 = (x_2, z_2) u ee sinus-obraza z(x). Postroim prØmye

a(x) = −x sin α (AA_1) i b(x) = x sin β (B_1 B).

Vypuklyæ vniz uqastok AS_1 grafika z(x) leßit vyxe svoeæ levoæ kasatel~noæ i, v silu k_1>− sin α, vyxe a(x); analogiqno, poskol~ku k_2 6 sin β, uqastok S_2B leßit vyxe b(x):

z(x) > a(x), x ∈ [−1, x_1]; z(x_1) > a(x_1); (19)

z(x) > b(x), x ∈ [x_2, 1]; z(x_2) > b(x_2). (20)

Pust~ x_1 > 0, t.e. pervaØ iz dvuh verxin nahoditsØ v levoæ poluploskosti (ris. 9a, b). Togda, uqityvaØ, qto ω > 0, t.e. − sin α6 sin β, imeem na [−1, x_1]

a(x) = −x sin α > x sin β = b(x),

t.e. otrezok AO leßit ne niße B_1O. V soqetanii s neravenstvom (19) –

z(x) > b(x), x ∈ [−1, x_1]; z(x_1) > b(x_1). (21)

Iz (20) i (21) sleduet, qto obe toqki peregiba i vsØ horda S_1S_2 leßat vyxe b(x). Znaqit, vyxe b(x) leßit i vypuklyæ vverh uqastok S_1S_2 grafika z(x): z(x) > b(x), x ∈ [x_1, x_2]. Takim obrazom, z(x)�b(x) na vsem otrezke [−1, 1], Y(z) > Y(b) = 0 (9) i postroenie funkcii z(x) nevozmoßno.

Pust~ teper~ x_2 > 0 (ris. 9 b, c). Analogiqnye rassußdeniØ privodØt k neravenstvu z(x)�a(x) s temi ße posledstviØmi.

Dokazatel~stvo rasprostranØetsØ i na sluqaæ dvoænoæ verxiny (toqka x_5 na ris. 1): pri fftom duga S_1S_2 vyroßdaetsØ v toqku izloma grafika funkcii z(x).

Rassmotrenie krivoæ −y(x) ∈ V^+_2 daet neravenstva dlØ krivyh y(x) ∈ V^−_2 . �

Sledstvie. KrivaØ klassa Vn, ime¸waØ na koncah kasanie vtoro-

go porØdka s okrußnost~¸ (t.e. ω = 0, k_1 = − sin α = sin β = k_2), soderßit > 3 verxin.

Metodom, ispol~zovannym pri dokazatel~stve teoremy 5, moßno pokazat~, qto pri graniqnyh usloviØh, otliqnyh ot (18),

NERAVENSTVA NA PLOSKIH KRIVYH 209

krivaØ klassa V^±_2 suwestvuet, i qto krivaØ klassa V^±_3 suwestvuet pri l¸byh graniqnyh usloviØh.

§7. Nekotorye obobweniØ

Poluqennye rezul~taty dopuska¸t obobwenie v klasse kusoqno-gladkih krivyh: izlom v toqke x_i moßno rassmatrivat~ kak verxinu beskoneqnoæ krivizny, ili kak toqeqnu¸ nagruzku N_iδ(x−x_i), integriruemu¸ v smysle del~ta-funkciæ Diraka δ(x). U sinus-obrazov takih krivyh poØvØtsØ toqki razryva so skaqkami

Δz(x_i) = N_i = sin τ (x_i + 0) − sin τ (x_i − 0).

Na ris. 1 verxiny fftogo tipa ill¸striru¸tsØ toqkami x_6 i x_7; poslednØØ daet primer troænoæ verxiny. V izlom moßno vpisat~ dugu dostatoqno bol~xoæ postoØnnoæ krivizny k_i, sign k_i = sign N_i (x_8–x_9 na ris. 1), qto pozvolØet rasprostranit~ sformulirovannye vyxe utverßdeniØ i na sluqaæ verxinizlomov.

Teorema o qetyreh verxinah zamknutoæ krivoæ obyqno formuliruetsØ dlØ tradicionnogo ponØtiØ verxiny i krivyh s nepreryvnoæ funkcieæ krivizny. Legko ubedit~sØ, qto ona ostaetsØ spravedlivoæ pri vseh ispol~zovannyh obobweniØh ponØtiØ verxiny: razryvy krivizny mogut byt~ lokal~no skol~ ugodno toqno sglaßeny do dostißeniØ C^2-gladkosti, a harakter ffkstremumov natural~nogo uravneniØ ~k(s) krivoæ (s – dlina dugi) pri fftom sohranitsØ. Tak, linza daet primer zamknutoæ krivoæ s dvumØ verxinami-izlomami i dvumØ protØßennymi verxinami. PetlØ lemniskaty , rassmatrivaemaØ kak zamknutaØ

krivaØ, soderßat odnu “normal~nu¸” i odnu troænu¸ verxinu. Iz dvuh dug spirali Korn¸ stroitsØ zamknutaØ krivaØ s

paroæ dvoænyh verxin.

SvØz~ privedennyh lokal~nyh neravenstv s teoremoæ o qetyreh verxinah moßno prodemonstrirovat~ sledu¸wim nabl¸deniem. Postroim krivu¸ y(x) ∈ V^+_1 (γ, −γ, k_1, k_2) s ω = 0. UsloviØ ee suwestvovaniØ (14) ime¸t vid: k_1 < k_0, k_2 < k_0, gde k_0 = − sin γ. Kriviznu v verxine oboznaqim q: q > k_1, q > k_2. TakaØ krivaØ moßet byt~ dopolnena do zamknutoæ C^1-gladkoæ

210 A. I. KURNOSENKO

krivoæ, dlØ qego iz koneqnoæ toqki (1,0) nado provesti okrußnost~ krivizny k_0 v naqal~nu¸ toqku (−1, 0). V itoge poluqaetsØ – . . . < k_0 > k_1 < q > k_2 < k_0 > . . . ,

t.e. obrazu¸tsØ tri nedosta¸wie verxiny: kraænie toqki ishodnoæ krivoæ stanovØtsØ verxinami-minimumami, a dopolnØ¸- waØ duga stanovitsØ protØßennoæ verxinoæ-maksimumom.

Avtoru priØtno prisoedinit~sØ k pozdravleniØm po adresu Viktora Abramoviqa Zalgallera, v lice kotorogo on naxel vnimatel~nogo i otzyvqivogo sobesednika i neformal~nogo rukovoditelØ issledovaniæ.

Literatura

1. W. Vogt, Über monotongekrümmte Kurven. — J. reine angewandte Math., 144, 239–248 (1914).

2. S. B. Jackson, Vertices of plane curves. — Bull. Am. Math. Soc. 50, 564–578 (1944).

3. A. I. Kurnosenko, O korrektnosti diskretno-toqeqnogo zadaniØ inßenernyh krivyh. Preprint IFV� 98-27. – Protvino, 1998; “MetrologiØ”, No. 3, 1999. (http:==dbserv.ihep.su/~pubs/prep1998/98-27-e.htm).

4. A. I. Kurnosenko, InterpolØcionnye svoæstva ploskih spiral~nyh krivyh. Preprint IFV� 98-9. – Protvino, 1998; gotovitsØ k peqati v ßurnale “Fund. i prikl. matematika”, t. 7, vyp. 2 (2001)

(http:==dbserv.ihep.su/~pubs/prep1998/98-9-e.htm).

5. A. I. Kurnosenko, Inversnyæ invariant pary okrußnosteæ. Preprint IFV� 99-59 Protvino, 1999; Zap. nauqn. semin. POMI, 261, 167–186 (1999) (http:==dbserv.ihep.su/~pubs/prep1999/99-59-e.htm).

6. A. W. Nutborne, R. R. Martin, Differential Geometry Applied to Curve and Surface Design. — Vol. 1: Foundations. Ellis Horwood (1988).

Kurnosenko A. I. Inequalities on planar curves in the vicinity of one or two vertices.

An arc of a plane curve which is one-to-one projectable onto its chord is considered. Inequalities between curvatures and tangent angles at boundary points in relation to the number of vertices are established. For onevertex curves, restrictions on the curves position are given.

A generalized notion of vertex a curve is used and applied to the fourvertex theorem.

Postupilo 28 i¸nØ 2001 g.

Institut fiziki vysokih ffnergiæ

E-mail: kurnosenko@mx.ihep.su