Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

S. E. Kozlov, M. ı. Nikanorova

SEKCIONNYE KRIVIZNY I MNOȷESTVO RAZDELA KOMPLEKSNOGO PROEKTIVNOGO PROSTRANSTVA V EGO PLıKKEROVO` MODELI

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

Vvedenie

Mnogoobrazie Grassmana G^+_{2,2k} dopuskaet kfflerovu strukturu, postroennu¸ posredstvom ego vloßeniØ v kompleksnoe proektivnoe prostranstvo C P^{k−1} (sm. [6], sr. [2]). V svo¸ oqered~

C P^{k−1} = P(V^kC ) estestvenno vkladyvaetsØ grassmanian bivekto-

rov G^+_{2,2k} = G^+_2 (V^{2k}R), gde V^{2k}R – ovewestvlenie kompleksnogo vektornogo prostranstva V^kC (sm. [11]). PrimenØØ pl¸kkerovo vloßenie mnogoobraziØ G^+_2 (V^{2k}R) vo vnexn¸¸ algebru Λ(V^{2k}R) (sm. [4]), poluqaem pl¸kkerovu model~ kompleksnogo proektivnogo prostranstva:

C P^{k−1} = P(V^kC ) ⊂ G^+_{2,2k} = G^+_2 (V^{2k}R) ⊂ Λ2(V^{2k}R). (1)

�rmitovo skalØrnoe proizvedenie na prostranstve V^kC induciruet strukturu ffrmitova mnogoobraziØ na G^+_{2,2k} i ego podmnogoobrazii C P^{k−1}. Pri fftom C P^{k−1} raspolagaetsØ v G^+_{2,2k} vpolne geodeziqeski (sm. [4]), qto pozvolØet primenit~ dlØ izuqeniØ vnutrenneæ geometrii prostranstva C P^{k−1} apparat geometrii vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Na fftom puti nami dokazan rØd teorem, osvewa¸wih svØzi meßdu kompleksnoæ strukturoæ mnogoobraziØ C P^{k−1} i ego rimanovoæ geometrieæ. Krome togo, dokazano, qto mnoßestvo razdela dlØ proizvol~- noæ toqki mnogoobraziØ C P^{k−1} ØvlØetsØ gran~¸ nekotoroæ kalibrovki grassmaniana G^+_{2,2k}. �tot rezul~tat otnositsØ k vnexneæ geometrii pl¸kkerova vloßeniØ (1). 186

SEKCIONNYE KRIVIZNY 187

§1. Kfflerova struktura i sekcionnye krivizny 1.1. Rassmotrim pl¸kkerovo vloßenie (1) kompleksnogo proek-

tivnogo prostranstva v grassmanian bivektorov. V toqke ω = e ∧ ie ∈ C P^{k−1}, e ∈ V^kC , vyberem proizvol~noe dvumernoe napravlenie σ = X ∨ Y, X, Y ∈ T_ωC P^{k−1} , |X| = |Y | = 1, ⟨X, Y ⟩ = 0. Zdes~ simvol “∨” oznaqaet operaci¸ vnexnego umnoßeniØ v algebre Λ(T_ωC P^{k−1} ), a ⟨·, ·⟩ – skalØrnoe proizvedenie v sootvetstvu¸wem evklidovom prostranstve. �rmitovo skalØrnoe proizvedenie v V^kC moßno predstavit~ v vide (x, y) = ⟨x, y⟩ − i⟨ix, y⟩. (2) Vektory X, Y moßno predstavit~ v vide X = n ∧ ie + e ∧ in √ 2 , Y = m ∧ ie + e ∧ im √ 2 , ⟨n, m⟩ = 0, (3) gde pary (e, n), (e, m) ffrmitovo-ortonormirovanny v V^kC (sm. [4]).

Teorema. DlØ sekcionnoæ krivizny Kσ mnogoobraziØ C P^{k−1} spra-

vedliva formula K_σ = 1 2 + 3 2 ⟨n, im⟩^2. (4) Dokazatel~stvo. Iz ravenstv (3) i [5, 1.3] vytekaet K_σ = ⟨n ∧ in, m ∧ im⟩ − [ 1 2 (n ∧ im + m ∧ in) ] + 1 = | | 0 ⟨in, m⟩ ⟨n, im⟩ ∗ | | − 1 4 (| | 1 ⟨n, im⟩ ⟨n, im⟩ 1 | | + | | 1 ⟨m, in⟩ ⟨m, in⟩ 1 | | ) + 1 = 1 2 + 3 2 ⟨n, im⟩^2. � Iz formul (3), (4) sleduet, qto pri k = 2 (C P^1 = S^2) sekcionnaØ krivizna K_σ = 2, a pri k > 2 imeem 1 6 K_σ 6 2. Mnoßestvo geodeziqeskih, kasa¸wihsØ plowadki σ s maksimal~noæ kriviznoæ 2, obrazu¸t vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie prostranstva C P^{k−1} , gomeomorfnoe sfere S^2, a dlØ krivizny 1/2 poluqaetsØ vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie, gomeomorfnoe vewestvennoæ proektivnoæ ploskosti RP^2 (sm. [4, 3.3]).

188 S. E. KOZLOV, M. ı. NIKANOROVA

1.2. KompleksnaØ struktura Jω v kasatel~nom prostranstve toq-

ki ω = e_1 ∧ e_2 grassmaniana G^+_{2,2k} inducirovana povorotom e_1 → e_2 → −e_1, ostavlØ¸wim ortogonal~noe dopolnenie V^⊥_ω k plowadke V_ω prostogo bivektora ω nepodvißnym. Pofftomu dlØ kasatel~- nogo vektora X ∈ T_ω G^+_{2,2k} spravedlivo ravenstvo

J_ωX = J_ω(λ_1n_1 ∧ e_2 + λ_2e_1 ∧ n_2) = −λ_1n_1 ∧ e_1 + λ_2e_2 ∧ n_2 (5)

(sm. [4, 3.1]). �ta struktura integriruema, pofftomu grassmanian bivektorov ØvlØetsØ kompleksnym mnogoobraziem. Iz formuly (5) sleduet ravenstvo ⟨X, Y ⟩ = ⟨J_ωX, J_ωY ⟩, X, Y ∈ T_ωG^+_{2,2k}, qto vleqet ffrmitovost~ struktury J_ω (sm. [1, s. 135]). Ispol~- zuØ formulu [8, 11(9)] dlØ geodeziqeskoæ exp_ω tX, legko pokazat~, qto dlØ l¸byh vektornyh poleæ X, Y budet J∇_X Y = ∇_X JY , otkuda vytekaet kfflerovost~ kompleksnoæ struktury J_ω (sm. [7, s. 116]).

Ispol~zuØ kompleksnu¸ strukturu J_ω, dadim invariantnu¸ geometriqesku¸ interpretaci¸ skalØrnomu proizvedeni¸ ⟨n, im⟩ v formule (4). Rassmotrim proizvol~nu¸ dvumernu¸ plowadku σ ⊂ T_ωC P^{k−1}. Qerez α_1 i α_2 oboznaqim stacionarnye ugly meßdu (neorientirovannymi) ploskostØmi σ i ~σ = J_ωσ.

Teorema. Ploskosti σ i ~σ izoklinny, t.e. α1 = α2 = α. Esli

ploskost~ σ natØnuta na vektory X, Y iz formuly (3), to cos α = |⟨n, im⟩|. (6) Dokazatel~stvo. Ploskost~ σ sovpadaet s plowadkoæ prostogo

ediniqnogo bivektora X ∨ Y , a plowadka ~σ natØnuta na vektory ~X = J_ωX = −n ∧ e + ie ∧ in √ 2 , ~Y = J_ωY = −m ∧ e + ie ∧ im √ 2 , (7)

Iz ravenstv (3), (7) vyteka¸t 4 sootnoxeniØ:

Lin ( ~X, Y ) ⊥ Lin (X, ~Y ). (8)

SEKCIONNYE KRIVIZNY 189 V silu (8) stacionarnye ugly α_1 i α_2 meßdu ploskostØmi σ i ~σ sovpada¸t s uglami, obrazovannymi napravleniØmi vektorov X, ~Y i Y, ~X, sootvetstvenno (sm. [8, §12]). Ots¸da cos α_1 = |⟨X, ~Y ⟩| = 1 2 |⟨m, in⟩ − ⟨n, im⟩| = |⟨n, im⟩|, cos α_2 = |⟨Y, ~X⟩| = 1 2 |⟨n, im⟩ − ⟨m, in⟩| = |⟨n, im⟩|. � Takim obrazom, formulu (4) moßno perepisat~ v invariantnom vide K_σ = 1 2 + 3 2 cos^2 α. (9)

Esli plowadka σ golomorfna, t.e. σ = J_ωσ, to α = 0 i krivizna prinimaet maksimal~noe znaqenie 2. Minimal~noe znaqenie krivizny 1/2 dostigaetsØ pri α = π/2, t.e. kogda ploskosti σ i J_ωσ vpolne ortogonal~ny. Pofftomu veliqinu 2 − K_σ moßno rassmatrivat~ kak “meru negolomorfnosti” plowadki σ.

1.3. Ob¨Øvim paru (X, Y ) poloßitel~no orientirovannym ba-

zisom ploskosti σ. Orientirovannoæ plowadke σ kanoniqeski sootvetstvuet prostoæ ediniqnyæ bivektor σ = X ∨ Y , oboznaqennyæ nami toæ ße bukvoæ. Vyqislim kosinus ugla ψ meßdu bivektorami σ i ~σ = J_ωσ = J_ωX ∨ J_ωY : cos ψ = ⟨X ∨ Y, J_ωX ∨ J_ωY ⟩ = | | ⟨X, ~X⟩ ⟨Y, ~X⟩ ⟨X, ~Y ⟩ ⟨Y, ~Y ⟩ | |

= −⟨X, ~Y ⟩⟨Y, ~X⟩ = −⟨n, im⟩⟨m, in⟩ = ⟨n, im⟩^2 = cos^2 α. Ots¸da sleduet, qto ψ ∈ [0, π/2], i formula (9) priobretaet novu¸ geometriqesku¸ interpretaci¸:

K_σ = 1 2 + 3 2 cos ψ, 0 6 ψ 6 π 2 . (10)

Zameqanie. Formula (9) sformulirovana i dokazana v [5,

s. 255] (pri drugoæ normirovke metriki kompleksnogo proektivnogo prostranstva). Odnako tam net invariantnoæ geometriqeskoæ interpretacii ugla α.

190 S. E. KOZLOV, M. ı. NIKANOROVA

1.4. Iz predstavleniØ (3) dlØ kasatel~nogo vektora X∈ TωC P^{k−1}

sleduet, qto pri uslovii |X| = | ~X| suwestvuet unitarnoe preobrazovanie prostranstva V^kC , sovmewa¸wee dva fflementa kasatel~nogo rassloeniØ (ω, X), (~ω, ~X) ∈ T C P^{k−1}. L¸boe unitarnoe preobrazovanie deæstvuet na kompleksnom proektivnom prostranstve izometriqeski. Voznikaet vopros: a moßno li unitarno sovmestit~ dve dvumernye plowadki σ ∈ T_ωC P^{k−1} i ~σ ∈ Te_ωC P^{k−1} ? Otvet na fftot vopros daet

Teorema. Pust~ v kasatel~nyh prostranstvah toqek ω i ~ω mno-

goobraziØ C P^{k−1} = P(V^kC ) vybrany dve dvumernye plowadki σ i ~σ s K_σ = Ke_σ . Togda suwestvuet unitarnoe preobrazovanie A ∈ U (n) = U(V^nC ), sovmewa¸wee ffti plowadki, t.e. Aω = ~ω, Aσ = ~σ. Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto ω = ~ω, σ = X ∨ Y , ~σ =

X ∨ ~Y , gde X, Y opredeleny v (3), a ~Y = ~m ∧ ie + e ∧ i ~m √ 2 , ⟨n, ~m⟩ = 0. Iz usloviØ teoremy i formuly (4) sleduet, qto |⟨n, im⟩| = |⟨n, i ~m⟩|. (11) Opredelim vektory m_1, ~m_1 ∈ V^kC ravenstvami m_1 = m − ⟨m, in⟩in, ~m_1 = ~m − ⟨ ~m, in⟩in. (12) Togda (m_1, n) = ⟨m_1, n⟩ − i⟨im_1, n⟩ = i⟨m_1, in⟩ = 0 (sm. (2)). Analogiqno ( ~m_1, n) = 0. Znaqit vektory m_1, ~m_1 prinadleßat ffrmitovu ortogonal~nomu dopolneni¸ n^⊥_(C_). Ispol~zuØ ravenstvo (11), nahodim |m_1|^2 = ⟨m_1, m_1⟩ + ⟨m, in⟩^2 − 2⟨m, in⟩^2 = 1 − ⟨n, im⟩^2 = 1 − ⟨n, i ~m⟩^2 = | ~m_1|^2. Znaqit suwestvuet unitarnoe preobrazovanie ~A : n^⊥_(C_) → n^⊥_(C_) takoe, qto ~Am_1 = ~m_1. Za sqet vybora znaka u vektora ~m v ravenstve (11) moßno snØt~ moduli. Opredelim unitarnoe preobrazovanie A : V^kC → V^kC , polagaØ An = n, A = ~A na n^⊥_(C_). Iz ravenstv (11) (bez moduleæ) i (12) sleduet, qto Am = ~m =⇒ AY = ~Y =⇒ Aσ = ~σ. �

SEKCIONNYE KRIVIZNY 191

§2. Mnoßestvo razdela kak gran~ kalibrovki 2.1. Mnoßestva razdela. Napomnim opredelenie mnoßestva

razdela C_x rimanova mnogoobraziØ M v toqke x. Sqitaem, qto vektor X ∈ T_xM \{0} prinadleßit mnoßestvu C^0_x, esli vypolneno odno iz dvuh usloviæ:

a) toqka exp_x(tX) soprØßena s x vdol~ kratqaæxeæ exp_x(tX), t ∈ [0, 1], libo

b) suwestvuet drugaØ kratqaæxaØ, soedinØ¸waØ x i exp_x X. Tem samym geodeziqeskaØ exp_ω(tX), t ∈ [0, T ] ØvlØetsØ kratqaæxeæ pri T 6 1 i ne ØvlØetsØ kratqaæxeæ pri T > 1. Mnoßestvo C^0_x nazyvaetsØ mnoßestvom razdela mnogoobraziØ M v kasatel~nom prostranstve. Mnoßestvo C_x = exp_x C^0_x nazyvaetsØ mnoßestvom razdela mnogoobraziØ M v toqke x.

V grassmanovyh mnogoobraziØh G^+_{p,n} svoæstva a) i b) vypolneny odnovremenno (sm. [9, 25.4]).

2.2. Kalibrovki. Rassmotrim prostranstvo p-vektorov Λp(V^n),

postroennoe nad evklidovym prostranstvom V^n. Pri pomowi metriqeskogo izomorfizma otoßdestvim Λ_p(V^n) s soprØßennym prostranstvom Λ^∗_p(V^n). V pl¸kkerovoæ modeli grassmanian G^+_{p,n} = G^+_p (V^n) leßit v prostranstve Λ_p(V^n). Kalibrovkoæ stepeni p nazyvaetsØ takaØ forma φ ∈ Λ^∗_p(V^n) = Λ_p(V^n), qto giperploskost~ T_φ = {x ∈ Λ_p(V^n) : ⟨x, φ⟩ = 1}

ØvlØetsØ opornoæ k mnogoobrazi¸ G^+_{p,n}. Gran~¸ kalibrovki φ nazyvaetsØ mnoßestvo G(φ) = T_φ ∩ G^+_{p,n} (podrobnee sm. [4]).

2.3. Rassmotrim pl¸kkerovu model~ (1) kompleksnogo proektiv-

nogo prostranstva. DlØ toqki (ω, X) ∈ T_ωC P^{k−1} s ω = e ∧ ie i |X| = 1 iz (3) i [8, 11(9)] sleduet

exp_ω (tX) = ( e cos t √ 2 + n sin t √ 2 ) ∧ ( ie cos t √ 2 + in sin t √ 2 ) , (13)

otkuda vytekaet

exp_ω ( π √ 2 X ) = exp_ω ( − π √ 2 X ) = n ∧ in ∈ G^+_2 (e^⊥_(C_)). (14)

192 S. E. KOZLOV, M. ı. NIKANOROVA

Teorema. Mnoßestvo razdela Cω mnogoobraziØ C P^{k−1} = P(V^kC ) v

toqke ω = e ∧ ie predstavimo v vide C_ω = {n ∧ in | n ∈ e^⊥(C ), |n| = 1}. (15) Dokazatel~stvo. Po formule [8, 13(6)] radius in¨ektivno-

sti grassmaniana G^+_{2,2k} raven π/ √ 2. Tak kak C P^{k−1} raspoloßeno v G^+_{2,2k} vpolne geodeziqeski, to radius in¨ektivnosti r_{inj}(C P^{k−1}) > π/ √ 2. Iz formuly (14) sleduet, qto r_{inj}(C P^{k−1} ) = π/ √ 2, pofftomu mnoßestvo C^0_ω est~ xar radiusa π/ √ 2 v kasatel~- nom prostranstve T_ω C P^{k−1}, otkuda v silu toæ ße formuly (14) vytekaet ravenstvo (15). �

Iz formuly (15) sleduet, qto

C_ω = C P^{k−2} = P(e^⊥_(C_)) ⊂ C P^{k−1} = P(V^kC ). (16)

V silu (13) poslednee vkl¸qenie vpolne geodeziqno.

2.4. Rassmotrim kakoæ-nibud~ unitarnyæ bazis n1, . . . , nk−1 pro-

stranstva e^⊥_(C_). Sopostavim s fftim bazisom kalibrovku

φ = n_1 ∧ in_1 + . . . + n_{k−1} ∧ in_{k−1}. (17)

Po lemme 3.4 iz [3] ffta kalibrovka ne zavisit ot vybora bazisa {n_j}. Teorema 2.2 iz [4] utverßdaet, qto mnogoobrazie

C P^{k−2} = P(e^⊥_(C_)) ØvlØetsØ gran~¸ kalibrovki φ. Tak kak v si-

lu (16) mnoßestvo razdela C_ω sovpadaet s fftim mnogoobraziem, to spravedliva

Teorema. Mnoßestvo razdela Cω mnogoobraziØ C P^{k−1} = P(V^kC ) v

toqke ω = e∧ie est~ gran~ kalibrovki φ, opredelennoæ ravenstvom (17). �

Zametim, qto samo kompleksnoe proektivnoe prostranstvo

C P^{k−1} sovpadaet s gran~¸ kalibrovki e ∧ ie + φ = ω + φ.

Literatura

1. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸. Nauka, S.-Peterburg (1994).

2. S. S. Chern, Minimal surfaces in a Euclidean space of N dimensions. — Diff.

Comb. Topology, Morse Jubilee Volume. Princeton (1965), 187–198.

SEKCIONNYE KRIVIZNY 193

3. A. N. Gluxakov, S. E. Kozlov, GeometriØ sfery kalibrovok stepeni dva.

— Zap. nauqn. semin. POMI, 261 (1999), 43–54.

4. A. N. Gluxakov, S. E. Kozlov, Geodeziqeskie na granØh kalibrovok vtoroæ stepeni. — Zap. nauqn. semin. POMI, 261 (1999), 55–65.

5. D. Gromol, V. Klingenberg, V. Meæer, Rimanova geometriØ v celom.

Mir, M. (1971).

6. D. Hoffman, R. Osserman, The geometry of the generalized Gauss map. — Mem.

Am. Math. Soc., 28, No. 236(1) (1980), 1–105.

7. X. KobaØsi, K. Nomidzu, Osnovy differencial~noæ geometrii, t. I. Nauka, M. (1981).

8. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. I, II.

— Zap. nauqn. semin. POMI, 246 (1997), 84–107.

9. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ VI .

— Zap. nauqn. semin. POMI, 252 (1998), 121–133.

10. S. E. Kozlov, Stacionarnye znaqeniØ sekcionnoæ krivizny v grassmanianah bivektorov. — Zap. nauqn. semin. POMI, 261 (1999), 102–118.

11. V. A. Rohlin, D. B. Fuks, Naqal~nyæ kurs topologii. Geometriqeskie glavy. Nauka, M. (1977).

Kozlov S. E., Nikanorova M. Yu. Sectional curvatures and the separation set of the complex projective space in its Plücker model.

The Plücker embedding of the complex projective space C P^{k−1} in the Grassmannian G^+_{2,2k} of bivectors is used for proving several theorems on

the relationship between the complex structure of C P^{k−1} and its Riemannian geometry. It is shown that the separation set of C P^{k−1} in the Plücker model is a face of G^+_{2,2k} for a certain calibration.

Postupilo 14 maØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet