Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

S. E. Kozlov

STACIONARNOST^ KRIVIZN DVUMERNYH VPOLNE GEODEZIQESKIH PODMNOGOOBRAZI` V GRASSMANIANE BIVEKTOROV

Dorogomu Viktoru Abramoviqu k 80-leti¸

Vvedenie

V rabote [8] dlØ mnogoobraziØ Grassmana G^+_{2,n} byli vyqisleny kritiqeskie znaqeniØ sekcionnoæ krivizny K_σ kak funkcii dvumernogo napravleniØ σ:

ext K_σ = { 0, 1 5 , 1 2 , 1, 2 }

i algebraiqeski opisany plowadki σ, v kotoryh ffti znaqeniØ dostiga¸tsØ. VyØsnilos~, qto pri vseh κ ∈ ext K_σ , krome κ = 1/5, poverhnosti Φ(κ), obrazovannye geodeziqeskimi v mnogoobrazii G^+_{2,n}, kasa¸wimisØ plowadki σ, – vpolne geodeziqeskie. Vopros o spravedlivosti fftogo svoæstva dlØ krivizny 1/5 ostavalsØ otkrytym. V nastoØweæ zametke dokazano, qto poverhnost~ Φ(1/5) ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskoæ sferoæ, sovpada¸weæ s gaussovym obrazom poverhnosti Veroneze (sm. [1], p. 4.3.0.1).

V processe rexeniØ fftoæ zadaqi byla poluqena ranee izvestnaØ klassifikaciØ dvumernyh vpolne geodeziqeskih poverhnosteæ mnogoobraziØ G^+_{2,n} (sm. [4]). Okazalos~, qto vse oni (s toqnost~¸ do izometrii v G^+_{2,n}) isqerpyva¸tsØ naborom mnogoobraziæ Φ(κ), κ ∈ ext K_σ.

V fftoæ rabote my privodim vyxeupomØnutu¸ klassifikaci¸ po dvum priqinam. Vo-pervyh, nax metod issledovaniæ ispol~- zuet pl¸kkerovo vloßenie mnogoobraziØ G^+_{2,n} vo vnexn¸¸ algebru Λ(R^n), pofftomu naxe opisanie vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ soderßit novu¸ informaci¸ ob ih raspoloßenii v 175

176 S. E. KOZLOV evklidovom prostranstve Λ(R^n) (sm. p. 3.6). Vo-vtoryh, sformulirovannyæ nami v teoreme 1.1 kriteriæ vpolne geodeziqnosti dvumernoæ poverhnosti spravedliv dlØ l¸bogo rimanova simmetriqeskogo prostranstva, pofftomu teorema 1.1 vmeste s rezul~- tatami raboty [7] (sm. p. 3.1) vselØet nadeßdu na vozmoßnost~ obobweniØ naxego metoda klassifikacii na proizvol~nye grassmaniany G^+_{p,n}.

§1. Kriteriæ vpolne geodeziqnosti dvumernyh podmnogoobraziæ v simmetriqeskih prostranstvah

V kaßdoæ toqke x rimanova mnogoobraziØ M kasatel~nomu vektoru X ∈ T_xM sootvetstvuet lineænyæ samosoprØßennyæ operator L_X : T_xM → T_xM, Z → R(Z, X)X, gde R – preobrazovanie krivizny. V dvumernoæ plowadke σ ⊂ T_xM vyberem ortonormirovannyæ bazis X, Y i povernem ego na ugol φ:

X(φ) = X cos φ + Y sin φ, Y (φ) = −X sin φ + Y cos φ.

Lemma. Pust~ dlØ nekotorogo λ ∈ R vypolneny usloviØ

L_X (Y ) = λY, L_Y (X) = λX. (1)

Togda dlØ l¸bogo ugla φ L_{X(φ)}(Y (φ)) = λY (φ). Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no,

L_{X(φ)}Y (φ) = R ( − X sin φ + Y cos φ, X cos φ + Y sin φ )( X cos φ + Y sin φ ) = −R(X, Y ) ( X cos φ + Y sin φ ) = λY cos φ − λX sin φ = λY (φ). � Zametim, qto kofffficient λ v (1) raven sekcionnoæ krivizne K_σ mnogoobraziØ M v dvumernom napravlenii σ = X ∧ Y .

STACIONARNYE KRIVIZNY 177

1.1. Teorema. Pust~ M – rimanovo simmetriqeskoe mnogoobra-

zie, σ ⊂ T_xM – dvumernaØ plowadka, X, Y – kakoæ-libo ee ortonormirovannyæ bazis, Φ_σ = exp_x σ. Poverhnost~ Φ_σ ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskoæ togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet takoe

λ ∈ R, qto vypolneno uslovie (1).

Dokazatel~stvo. DlØ nekotoryh t ∈ R malyh po modul¸ ras-

smotrim parametrizaci¸ poverhnosti Φ_σ :

r(t, φ) = exp_x(tX(φ)). (2)

Iz teorii simmetriqeskih prostranstv izvestno, qto dlØ vpolne geodeziqnosti poverhnosti Φ_σ dostatoqno vypolneniØ fftogo svoæstva (vpolne geodeziqnosti) pri malyh t v parametrizacii (2).

1) Pust~ dlØ nekotorogo λ ∈ R vypolneno uslovie (1). Pokaßem, qto vtoraØ forma B poverhnosti Φ_σ ⊂ M obrawaetsØ v nol~. Vdol~ poverhnosti r(t, φ) rassmotrim ortonormirovannye polØ X = r_t = ∂r ∂t , Y = r_φ |r_φ| ( r_φ(0, φ) = Y (φ) ) . Po opredeleni¸ geodeziqeskoæ pole r_t(t, φ_0) parallel~no vdol~ krivoæ r(t, φ_0). Pole r_φ(t, φ_0) ØvlØetsØ polem ˚kobi vdol~ geodeziqeskoæ r(t, φ_0). V simmetriqeskom mnogoobrazii M , v silu lemmy i usloviØ (1), pole Y (t, φ_0) parallel~no vdol~ fftoæ geodeziqeskoæ (sm. [3], 31.2.5). Pofftomu

B(X, X) = (∇_X X)^N = ( DX dt )_N = 0, B(X, Y ) = ( DY dt ) = 0.

DlØ vyqisleniØ komponenty B(Y, Y ) = (∇_Y Y )^N vospol~zuemsØ ravenstvom ∇_X ∇_Y Y − ∇_Y ∇_X Y − ∇_{[X,Y ]} = R(X, Y )Y. Tak kak ∇_X Y = 0 i [X, Y ] = aX + bY , to vdol~ geodeziqeskoæ r(t, φ_0) budet D ∂t (∇_Y Y ) = b∇_Y Y + λX. (3)

Zdes~ my ispol~zovali uslovie (1), lemmu i tot fakt, qto v simmetriqeskom mnogoobrazii dlØ parallel~nyh vdol~ geodeziqeskoæ r(t, φ_0) poleæ X, Y pole R(X, Y )Y toße parallel~no.

178 S. E. KOZLOV

Vyberem proizvol~nyæ vektor n ∈ σ? ⊂ T_xM i rasprostranim ego parallel~no vdol~ krivoæ r(t, φ_0). Opredelim funkci¸ h(t) = ⟨ ∇_X Y, n ⟩(t). Pri t = 0 vsØ forma B obrawaetsØ v nol~, pofftomu h(0) = 0. Iz (3) sleduet dh/dt = bh. Znaqit h(t) = 0 i forma B(Y, Y ) obrawaetsØ v nol~ vdol~ l¸boæ geodeziqeskoæ r(t, φ_0), pofftomu poverhnost~ Φ_σ – vpolne geodeziqeskaØ.

2) Pust~ dvumernaØ poverhnost~ Φ_σ – vpolne geodeziqeskaØ. Togda ee vtoraØ forma – nulevaØ: B = 0, i na kasatel~nyh k Φ_σ polØh deæstviØ svØznosti ∇ na M i svØznosti Levi-Qivita ~∇ na Φ_σ sovpada¸t. Otkuda R(Y, X)X = ~R(Y, X)X = K_σY, R(X, Y )Y = ~R(X, Y )Y = K_σ X (sm. [6], 14.7.2), qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

§2. Special~nyæ bazis dlØ dvumernogo napravleniØ v G^+_{2,n}

Otoßdestvim grassmanovo mnogoobrazie G^+_{2,n} s ego obrazom pri pl¸kkerovom vloßenii v prostranstvo bivektorov Λ_2(R^n) (sm. [5]). V kasatel~nom prostranstve T_ωG^+_{2,n}, ω = e_1 ∧ e_2 ∈ G^+_{2,n}, rassmotrim dvumernoe podprostranstvo σ, natØnutoe na ortonormirovannu¸ paru vektorov X, Y ∈ T_ωG^+_{2,n}. Pri fiksirovannom bivektore ω para vektorov e_1, e_2 opredelena s toqnost~¸ do povorota na nakotoryæ ugol α:

e_1 = ~e_1 cos α + ~e_2 sin α, e_2 = −~e_1 sin α + ~e_2 cos α.

Paru X, Y moßno povoraqivat~ na ugol φ (sm. p. 1.1). Pri fiksirovannyh e_1, e_2 kaßdyæ kasatel~nyæ vektor Z ∈ T_ωG^+_{2,n} odnoznaqno predstav&im v vide

Z = N_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ N_2, N_1, N_2 ⊥ Lin (e_1, e_2) (4)

(sm. [5]). Pri povorote pary e_1, e_2 na ugol α predstavlenie (4) priobretaet vid

Z = N_1 ∧ ( − ~e_1 sin α + ~e_2 cos α ) + ( ~e_1 cos α + ~e_2 sin α ) ∧ N_2 = ( N_1 cos α − N_2 sin α ) ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ( N_1 sin α − N_2 cos α ) , otkuda X(φ) = [ cos φ ( N^X_1 cos α−N^X_2 sin α ) +sin φ ( N^Y_1 cos α−N^Y_2 sin α )] ∧~e_2

STACIONARNYE KRIVIZNY 179

+~e_1 ∧ [ cos φ ( N^X_1 sin α + N^X_2 cos α ) + sin φ ( N^Y_1 sin α + N^Y_2 cos α )] = ~N^X_1 (α, φ) ∧ ~e_2(α) + ~e_1(α) ∧ ~N^X_2 (α, φ). (5) Analogiqno,

Y (φ) = ~N^Y_1 (α, φ) ∧ ~e_2(α) + ~e_1(α) ∧ ~N^Y_2 (α, φ). (6)

UsloviØ ortonormirovannosti pary X, Y ime¸t vid

(N^X_1 )^2 + (N^X_2 )^2 = (N^Y_1 )^2 + (N^Y_2 )^2 = 1,

⟨ N^X_1 , N^Y_1 ⟩ + ⟨ N^X_2 , N^Y_2 ⟩ = 0. (7) Prostye, no gromozdkie vyqisleniØ s ispol~zovaniem formul (5)–(7) pokazyva¸t, qto vsegda naædutsØ ugly α i φ, pri kotoryh

⟨ ~N^X_1 , ~N^X_2 ⟩ = ⟨ ~N^Y_1 , ~N^Y_2 ⟩ = 0.

Ots¸da vytekaet

Utverßdenie. DlØ l¸boæ toqki ω ∈ G^+_{2,n} i l¸boæ 2-plowadki σ ⊂

T_ωG^+_{2,n} naædutsØ ortonormirovannye pary e_1, e_2 i X, Y takie, qto ω = e_1 ∧ e_2, σ = Lin (X, Y ),

X = λ_1n_1 ∧ e_2 + λ_2e_1 ∧ n_2, Y = μ_1m_1 ∧ e_2 + μ_2e_1 ∧ m_2, (8)

n^2_1 = n^2 = m^2_1 = m^2 = 1, ⟨ n_1, n_2 ⟩ = ⟨ m_1, m_2 ⟩ = 0. �

§3. KlassifikaciØ dvumernyh vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ v grassmaniane G^+_{2,n} 3.1. V rabote [7], p. 23.7, dlØ l¸bogo kasatel~nogo vektora X k

mnogoobrazi¸ Grassmana naædeny sobstvennye qisla i sootvetstvu¸wie sobstvennye podprostranstva operatora L_X . �ti rezul~taty i teorema 1.1 pozvolØ¸t polnost~¸ opisat~ dvumernye vpolne geodeziqeskie podmnogoobraziØ grassmaniana G^+_{2,n}. Rassmotrim dvumernu¸ vpolne geodeziqesku¸ poverhnost~ Φ ⊂ G^+_{2,n}. Vyberem proizvol~nu¸ toqku ω ∈ Φ i poloßim σ = T_ωΦ. Togda Φ = Φ_σ = exp_ω σ. Esli K_σ = 0, to po teoreme 4.7 iz [8] poverhnost~ Φ est~ ploskiæ vpolne geodeziqeskiæ tor s parametrizacieæ Φ(x, y) = exp_ω(xn_1 ∧ e_2 + ye_1 ∧ n_2), (9) gde ω = e_1 ∧ e_2, n_1, n_2 ⊥ Lin (e_1, e_2), ⟨ n_i, n_j ⟩ = δ_{ij} .

180 S. E. KOZLOV

3.2. Pust~ Kσ ≠ 0. Po utverßdeni¸ 2.1 v plowadke σ naædetsØ

ortonormirovannaØ para vektorov X, Y , dlØ kotoryh imeet mesto razloßenie (8). Vyborom numeracii i znakov vektorov n_i, m_i moßno dobit~sØ togo, qtoby

λ_2 > λ_1 > 0, μ_1, μ_2 > 0.

Esli otnoxenie λ_1 : λ_2 irracional~no, to po teoreme 16.4 iz [7] zamykanie geodeziqeskoæ exp_ω(tX) est~ tor, kongruffntnyæ toru (9), qto protivoreqit uslovi¸ K_σ ≠ 0. Pofftomu dlØ l¸bogo ugla φ otnoxenie λ_1(φ) : λ_2(φ) racional~no i znaqit μ_1, μ_2 ∈ {λ_1, λ_2}. Sledovatel~no, vozmoßny dva varianta:

(A) : μ_1 = λ_1, μ_2 = λ_2; (B) : μ_1 = λ_2, μ_2 = λ_1.

Pust~ λ_1 · λ_2 = 0. Togda v sluqae (A) budet

X = n_1 ∧ e_2, Y = m_1 ∧ e_2, ⟨ n_1, m_1 ⟩ = 0. (10)

Poverhnost~ Φ – vpolne geodeziqeskaØ ediniqnaØ sfera, standartno vloßennaØ v evklidovo prostranstvo Λ_2(Lin (e_2, n_1, m_1)) ⊂ Λ_2(R^n) (sm. [8]). V sluqae (B) budet

X = n_1 ∧ e_2, Y = e_1 ∧ m_2.

Tak kak λ_1(φ) : λ_2(φ) = 0, to vektory n_1 i m_1 kollinearny i poverhnost~ Φ kongruffntna sfere, opredelennoæ ravenstvom (10).

3.3. Dalee budem sqitat~, qto λ1 · λ2 ≠ 0. Pust~

W = Lin (n_1, n_2, m_1, m_2).

Rassmotrim otdel~no tri sluqaØ, kogda dim W = 2, 3, 4.

Pust~ dim W = 2. Po teoreme 23.7 iz [4] sobstvennye qisla operatora L_X sut~ 0, (λ_2 − λ_1)^2, (λ_2 + λ_1)^2, a sobstvennye podprostranstva qisel (λ_2 − λ_1)^2 i (λ_2 + λ_1)^2 sut~ sootvetstvenno

Lin (n_2 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_1) i Lin (−n_2 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_1).

Iz teoremy 1.1 (λ = K_σ ≠ 0) sleduet, qto λ_1 = λ_2 = 1/ √ 2 i X = n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2 √ 2 , Y = −n_2 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_1 √ 2 . (11)

Poverhnost~ Φ – vpolne geodeziqeskaØ sfera s radiusom 1/ √ 2, standartno vloßennaØ v evklidovo prostranstvo Λ_2(Lin (e_1, e_2, n_1, n_2)) (sm. [8]).

STACIONARNYE KRIVIZNY 181

3.4. Pust~ dim W = 3. Po teoreme 23.7 iz [7] nahodim sobstven-

nye qisla i sootvetstvu¸wie sobstvennye podprostranstva operatora L_X . Pust~ (n_1, n_2, n_3) – ortonormirovannyæ bazis v W . Togda

λ^2_1 : Lin (n_3 ∧ e_2), (λ_1 − λ_2)^2 : Lin (e_1 ∧ n_1 + n_2 ∧ e_2),

λ^2 : Lin (n_3 ∧ e_1), (λ_1 + λ_2)^2 : Lin (e_1 ∧ n_1 − n_2 ∧ e_2).

(12)

Ostal~nye sobstvennye vektory otveqa¸t sobstvennomu qislu nul~. Esli λ_1 = λ_2, to teorema 1.1 daet protivoreqie s usloviem dim W = 3. Pofftomu λ_2 > λ_1. Tak kak vektor Y ne moßet prinadleßat~ ni odnomu iz sobstvennyh podprostranstv, pereqislennyh v (12), to kakie-to iz qisel λ^2_1, λ^2, (λ_1 + λ_2)^2 dolßny sovpadat~. Pri naxih usloviØh ffto vozmoßno tol~ko esli λ^2_1 = (λ_1 − λ_2)^2, t.e. λ_2 = 2λ_1. UqityvaØ, qto λ^2_1 + λ^2 = 1, nahodim λ_1 = 1/ √ 5, λ_2 = 2/ √ 5. Iz (12) sleduet

Y = cos α n_2 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_1 √ 2 + sin α n_2 ∧ e_2 = ( 1 √ 2 n_2 cos α + n_3 sin α ) ∧ e_2 + cos α √ 2 e_1 ∧ n_1.

Iz sravneniØ poslednego ravenstva s (8) vytekaet, qto v sluqae (A): (cos α)/ √ 2 = 2/ √ 5 – protivoreqie; v sluqae (B): X = 1 √ 5 n_1 ∧ e_2 + 2 √ 5 e_1 ∧ n_2, Y = 2 √ 5 ( 1 2 n_2 + √ 3 2 n_3 ) ∧ e_2 + 1 √ 5 e_1 ∧ n_1.

(13)

Po postroeni¸ razloßeniØ (13) L_X Y = Y /5. �to ravenstvo invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy O(R^n). Rassmotrim preobrazovanie iz fftoæ gruppy, zadannoe usloviØmi: e_1 → e_2, e_2 → −e_1, prostranstvo W povoraqivaetsØ na ugol π vokrug vektora (n_2/2 + n_3 √ 3/2) + n_2. Pri fftom preobrazovanii imeem X → 1 √ 5 (−n_1) ∧ (−e_1) + 2 √ 5 e_2 ∧ ( 1 2 n_2 + √ 3 2 n_3 ) , Y → 2 √ 5 n_1 ∧ (−e_1) + 1 √ 5 e_2 ∧ (−n_1) = X.

Znaqit L�_Y X = X/5. Tak kak L_Y = L�_Y , to po teoreme 1.1 poverhnost~ Φ – vpolne geodeziqeskaØ.

182 S. E. KOZLOV

3.5. Pust~ dim W = 4. Esli λ1 ≠ λ2, to po tem ße priqinam, qto

i v p. 3.3,

Y = cos α n_2 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_1 √ 2 + sin α n_3 ∧ e_2,

qto protivoreqit uslovi¸ dim W = 4.

Pust~ λ_1 = λ_2 = 1/ √ 2. Rassmotrim ortonormirovannyæ bazis (n_1, n_2, n_3, n_4) prostranstva W . Po teoreme 23.7 iz [7] operator L_X imeet sobstvennye qisla 1/2 i 2, a sootvetstvu¸wie sobstvennye podprostranstva sut~: 1 2 : Lin ( e_1 ∧ n_3, e_1 ∧ n_4, e_2 ∧ n_3, e_2 ∧ n_4 ) ; 2 : Lin (−n_2 ∧ e_1 + e_1 ∧ n_1 ) . Ostal~nye sobstvennye vektory ime¸t nulevoe sobstvennoe qislo. Sluqaæ L_X Y = 2 Y protivoreqit uslovi¸ dim W = 4. Pofftomu X = n_1 ∧ e_2 + e_1 ∧ n_2 √ 2 , Y = ~n_3 ∧ e_2 + e_1 ∧ ~n_4 √ 2 , (14)

gde (n_1, n_2, ~n_3, ~n_4) – ortonormirovannyæ bazis i L_X Y = Y /2. Ortogonal~noe preobrazovanie n_1 → ~n_3, n_3 → ~n_1, n_2 → ~n_4, n_4 → ~n_2 menØet mestami X i Y , znaqit L_Y X = X/2 i poverhnost~ Φ – vpolne geodeziqeskaØ. Ona gomeomorfna RP^2 (sm. [8]).

3.6. Poverhnost~ Φ, zadannaØ ravenstvami (13), ØvlØetsØ dvu-

mernym kompaktnym simmetriqeskim mnogoobraziem s gaussovoæ kriviznoæ 1/5. Sledovatel~no, ona gomeomorfna libo sfere S^2, libo proektivnoæ ploskosti RP^2. SravnivaØ dlinu zamknutoæ geodeziqeskoæ exp_ω(tX) s π √ 5 (sm. [6]), ubeßdaemsØ, qto ffta poverhnost~ – sfera. Ee vnutrenniæ diametr raven π √ 5. Tak kak exp_ω(π √ 5X) = −ω, to ee vnexniæ diametr v G^+_{2,n} raven π, a v evklidovom prostranstve Λ_2(R^n) on raven 2.

Poverhnost~ Φ(1/5) daet primer odnosvØznogo vpolne geodeziqeskogo podmnogoobraziØ v odnosvØznom rimanovom prostranstve s raznymi vnexnim i vnutrennim diametrami. S drugoæ storony, ee moßno rassmatrivat~ kak obraz standartnoæ evklidovoæ sfery S^2( √ 5) pri izometriqeskom vloßenii v evklidov ediniqnyæ xar.

STACIONARNYE KRIVIZNY 183

§4. Sferiqeskiæ obraz poverhnosti Veroneze

SravnivaØ pØt~ tipov vpolne geodiqeskih poverhnosteæ v grassmaniane G^+_{2,n}, opisannyh formulami (9)–(11), (13), (14), s poverhnostØmi, naædennymi v [8], ubeßdaemsØ v spravedlivosti sledu¸wego utverßdeniØ.

4.1. Teorema. DlØ l¸boæ toqki ω ∈ G^+_{2,n} differencial funkcii

σ → K_σ dvumernogo napravleniØ σ ⊂ T_ωG^+_{2,n} raven nul¸ v toqke σ_0 togda i tol~ko togda, kogda poverhnost~ Φ_{σ0} = exp σ_0 – vpolne geodeziqeskaØ.

4.2. Izvestno, qto odna iz vpolne geodeziqeskih poverhnosteæ v

G^+_{2,5} ØvlØetsØ gaussovym obrazom poverhnosti Veroneze (sm. [2, VI.3]). PoslednØØ opredelØetsØ kak obraz sfery S^2 pri otobraßenii

F : R^3 → R^6, (x, y, z) → (x^2, y^2, z^2,^√2xy,^√2yz,^√2zx)

(sm. [2, 4.3.9.1]). Sußenie otobraßeniØ F na sferu

S^2 = {x^2 + y^2 + z^2 = 1}

zadaet poverhnost~ F (S^2), leßawu¸ v pØtimernom evklidovom prostranstve

R^5 =^{(u1, . . . , u6) ∈ R^6 | u1 + u2 + u3 = 1^}.

Tak kak poverhnost~ F (S^2) leßit v ediniqnoæ sfere prostranstva R^6, to ona pomewaetsØ v nekotoroæ gipersfere prostranstva

R^5. Otobraßenie F opredeleno na faktorprostranstve sfery S^2

po antipodal~noæ invol¸cii. Na fftoæ proektivnoæ ploskosti F in¨ektivno, pofftomu obraz F (S^2) gomeomorfen RP^2. Rassmotrim orientiru¸wu¸ parametrizaci¸ sfery S^2 v okrestnosti toqki (1, 0, 0):

r = (cos u cos δ, cos u sin δ, sin u), r(0, 0) = (1, 0, 0).

V koordinatah (u, δ) sußenie F | S2 zadaetsØ funkcieæ ρ(u, δ) = ( cos^2 u cos^2 δ, cos^2 u sin δ, sin^2 u, √ 2 cos^2 u cos δ sin δ, √ 2 cos u sin u sin δ, √ 2 cos u sin u cos δ ) .

184 S. E. KOZLOV

Gaussovo otobraßenie g poverhnosti Veroneze F (S^2) v koordinatah (u, δ) zadaetsØ formuloæ g(u, δ) = ρ_u ∧ ρ_δ |ρ_u ∧ ρ_δ | (u, δ). Pust~ e_i = ∂/∂u_i, 1 6 i 6 6, – bazisnye vektory prostranstva R^6. PrØmye vyqisleniØ da¸t

g(0, 0) = e_6 ∧ e_4, ∂g ∂u (0, 0) = e_5 ∧ e_4 √ 5 + 2 √ 5 e_6 ∧ e_2 − e_1 √ 2 , ∂g ∂u (0, 0) = 2 √ 5 e_3 − e_1 √ 2 ∧ e_4 + e_6 ∧ e_5 √ 5 . (15)

Vvedem oboznaqeniØ

ω = g(0, 0), ~e_1 = e_6, ~e_2 = e_4, n_1 = e_5, n_2 = − e_1 + e_2 √ 6 + √ 2 3 e_3,

X = ∂g ∂u (0, 0), Y = ∂g ∂v (0, 0).

V fftih oboznaqeniØh formuly (15) primut vid ω = ~e_1 ∧ ~e_2, X = n_1 ∧ ~e_2 √ 5 + 2 √ 5 ~e_1 ∧ n_2, Y = 2 √ 5 ( 1 2 n_2 + √ 3 2 n_3 ) ∧ ~e_2 + ~e_1 ∧ ~n_1 √ 5 . (16)

Iz (13) i (16) sleduet, qto dlØ σ = Lin (X, Y ) vpolne geodeziqeskie poverhnosti Φ_σ i g(F (S^2)) kasa¸tsØ v toqke ω, a znaqit sovpada¸t.

4.3. V rabote [9] izuqalis~ kritiqeskie znaqeniØ sekcionnoæ

krivizny v poluprostyh kompaktnyh gruppah Li. Krome togo, tam naædeny toqnye ocenki sverhu dlØ sekcionnyh krivizn v neprivodimyh kompaktnyh simmetriqeskih prostranstvah.

Literatura

1. M. Berße, GeometriØ. T. 1, Mir, M. (1984).

2. A. A. Borisenko, ı. N. Nikolaevskiæ, MnogoobraziØ Grassmana i grassmanov obraz podmnogoobraziæ. — Uspehi mat. nauk 46, No. 2 (1991), 41–81.

STACIONARNYE KRIVIZNY 185

3. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸. Nauka, SPb. (1994).

4. B. Y. Chen, H. S. Lue, Differential geometry of SO(n + 2)/SO(n) � SO(2). — Geom. Dedic. 4 (1975), 253–261.

5. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. I, II.

— Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 84–107.

6. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. III.

— Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997), 108–129.

7. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. V.

— Zap. nauqn. semin. POMI 252 (1998), 104–121.

8. S. E. Kozlov, Stacionarnye znaqeniØ sekcionnoæ krivizny v grassmanianah bivektorov. — Zap. nauqn. semin. POMI 261 (1999), 102–118.

9. M. V. MewerØkov, Ocenki sekcionnyh krivizn rimanovyh simmetriqeskih prostranstv. — Uspehi mat. nauk 51, No. 1 (1996), 157–158.

Kozlov S. E. Stationarity of curvature of two-dimensional totally geodesic submanifolds in the Grassmannian of bivectors.

An infinitesimal criterion indicating when a two-dimensional submanifold of a Riemannian symmetric space is totally geodesic is given. As an application, the classification of two-dimensional totally geodesic submanifolds of the Grassmannian of bivectors is given in a new way, and it is proved that the sectional curvature takes stationary values on tangent spaces of such submanifolds.

Postupilo 15 i¸nØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet