Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

D. V. Ivanov, S. E. Kozlov

KLASSIFIKACI˚ VPOLNE GEODEZIQESKIH POVERHNOSTE` MNOGOOBRAZI˚ NAPRAVLENI` FIZIQESKOGO PROSTRANSTVA

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

Vvedenie

VnexnØØ algebra Λ(M ) nad qetyrehmernym psevdoevklidovym prostranstvam Minkovskogo M (+− − −) nadelØetsØ estestvennoæ strukturoæ psevdoevklidova prostranstva (sm. [1]). Pri fftom xestimernoe prostranstvo bivektorov Λ_2(M ) imeet signaturu (+ + + − − −). Podmnogoobrazie G^1 ⊂ Λ_2(M ) opredelØetsØ kak mnoßestvo prostyh (razloßimyh) bivektorov so skalØrnym kvadratom, ravnym −1. Kaßdyæ ego fflement moßno interpretirovat~ kak dvumernu¸ orientirovannu¸ ploskost~, prohodØwu¸ qerez naqalo v M i pereseka¸wu¸ vremenn&oæ konus (sm. §5). Takie ploskosti nazvany G. Minkovskim odnomernymi napravleniØmi fiziqeskogo prostranstva (sm. [2]). �to ße nazvanie my prisvoili mnogoobrazi¸ G^1, opustiv lix~ upominanie o razmernosti. �to mnogoobrazie ØvlØetsØ odnorodnym psevdorimanovym prostranstvom gruppy Lorenca L(M ) s levoinvariantnoæ metrikoæ signatury (+ + − −), inducirovannoæ vkl¸qeniem v Λ_2(M ). Ono gomeomorfno S^2 × S^2 \ diag (S^2 × S^2) (podrobnee sm. [1]).

V [3] ukazany qetyre tipa dvumernyh vpolne geodeziqeskih poverhnosteæ mnogoobraziØ G^1. Avtor raboty [3] predpolagal, qto nazvannye poverhnosti polnost~¸ (s toqnost~¸ do preobrazovaniØ Lorenca) isqerpyva¸t nabor dvumernyh vpolne geodeziqeskih podmnogoobraziæ mnogoobraziØ G^1. V fftoæ rabote my privodim polnyæ spisok takih podmnogoobraziæ, dopolnØ¸wiæ uße izvestnyæ nabor tol~ko odnoæ (s toqnost~¸ do preobrazovaniØ Lorenca) poverhnost~¸. V §5 my daem opisanie takih 163

164 D. V. IVANOV, S. E. KOZLOV poverhnosteæ i ih semeæstva v mnogoobrazii G^1 na Øzyke geometrii trehmernogo vewestvennogo affinnogo prostranstva.

§1. KlassifikaciØ prostyh plowadok 1.1. Kaßdu¸ iz naædennyh v [3] vpolne geodeziqeskih poverhno-

steæ moßno predstavit~ v vide Φ_σ = exp_ω σ, gde ω ∈ G^1, a σ – dvumernoe podprostranstvo (plowadka) kasatel~nogo prostranstva T_ωG^1. V treh sluqaØh plowadka σ okazalas~ prostoæ, t.e. vse prinadleßawie eæ bivektory – prostye. V fftom paragrafe my dadim kanoniqeskoe predstavlenie dlØ vseh prostyh plowadok.

1.2. Pust~ Λ2(V ) – prostranstvo bivektorov nad qetyrehmernym

vewestvennym lineænym prostranstvom V , a σ ⊂ Λ_2(V ) – ego dvumernoe podprostranstvo.

Predloßenie. Esli plowadka σ – prostaØ, to naædutsØ takie

poparno ne kollinearnye vektory h_1, h_2, h ∈ V , qto l¸boæ bivektor Z ∈ σ moßno predstavit~ v vide Z = (λh_1 + μh_2) ∧ h, λ, μ ∈ R. Dokazatel~stvo. Rassmotrim kakoæ-nibud~ bazis X, Y plosko-

sti σ. Po uslovi¸ Z = λX + μY = λf_1 ∧ f_2 + μg_1 ∧ g_2, f_i, g_i ∈ V, λ, μ ∈ R. Tak kak bivektor Z – prostoæ dlØ l¸byh λ, μ, to

Z ∧ Z = 2λμf_1 ∧ f_2 ∧ g_1 ∧ g_2 = 0

(sm. [4]), otkuda sleduet lineænaØ zavisimost~ nabora {f_1, f_2, g_1, g_2}. Pofftomu bivektory X, Y moßno predstavit~ v vide X = h_1 ∧ h, Y = h_2 ∧ h. �

1.3. Pust~ plowadka σ ⊂ TωG^1 celikom sostoit iz prostyh sve-

tovyh (izotropnyh) napravleniæ. Po lemme 5.3 iz [1] ploskost~ V_Z kaßdogo prostogo bivektora Z ∈ σ soderßit odno iz dvuh svetovyh napravleniæ ploskosti V_ω. Znaqit, naædetsØ takaØ tetrada Minkovskogo e = (e_0, e_1, e_2, e_3) (e_i ∈ M, −e^2_0 = e^2_1 = e^2 = e^2_3 = −1, ⟨e_i, e_j ⟩ = 0 pri i ≠ j), qto

ω = e_{01} := e_0 ∧ e_1, σ = Lin {(e_0 ± e_1) ∧ e_2, (e_0 ± e_1) ∧ e_3}. (1)

KLASSIFIKACI˚ GEODEZIQESKIH POVERHNOSTE` 165

1.4. Pust~ v plowadke σ naædetsØ ne svetovoæ bivektor Z. To-

gda po teoreme 5.2 iz [1] dlØ nekotoroæ tetrady Minkovskogo bivektor Z budet imet~ vid

Z = α_0e_{02} + α_1e_{31}, ω = e_{01}, α_0, α_1 ∈ R. (2)

Tak kak plowadka σ – prostaØ, to v fftom ravenstve odin iz kofffficientov α_0 ili α_1 obrawaetsØ v nol~. Pofftomu vozmoßny sledu¸wie varianty.

1.4.1. Z = e02. Znaqit, v predloßenii 1.2 dlØ plowadki σ imeem

h = ue_0 + ve_2. Pust~

h_i = 3∑ k=0 x^i_ke_k, i = 1, 2. Togda

h_i ∧ h = u(x^i_1e_{10} + x^i_2e_{20} + x^i_3e_{30}) + v(x^i_0e_{02} + x^i_1e_{12} + x^i_3e_{23}). (3)

Napomnim, qto T_ω G^1 = Lin (e_{02}, e_{03}, e_{12}, e_{13}) (sm. [1]). Pri u, v ≠ 0 iz (3) sleduet, qto x^i_1 = x^i_3 = 0 i bivektory h_1 ∧ h i h_2 ∧ h kollinearny, qto protivoreqit predloßeni¸ 1.2. Znaqit u·v = 0 i voznika¸t dal~neæxie razvetvleniØ.

1.4.1.1. Z = e02, h = e0. V predloßenii 1.2 v kaqestve vektora h1

moßno vybrat~ e_2. Pust~ h_2 =

∑_3 i=0 x_ie_i. Togda l¸boæ bivektor ~Z ∈ σ moßno predstavit~ v vide

~Z = (λe_2 + μ(x_1e_1 + x_2e_2 + x_3e_3)) ∧ e_0.

Tak kak Z ∈ T_ωG^1, to x_1 = 0. Iz fftogo ravenstva vytekaet, qto naædetsØ takaØ tetrada Minkovskogo (vozmoßno otliqnaØ ot e), v kotoroæ ω = e_{01}, σ = Lin (e_{02}, e_{03}). (4)

Analogiqno sluqa¸ 1.4.1.1 rassmatriva¸tsØ i drugie varianty. Sformuliruem rezul~taty.

1.4.1.2. Z = e02, h = e2:

ω = e_{01}, σ = Lin (e_{02}, e_{21}). (5)

166 D. V. IVANOV, S. E. KOZLOV

1.4.2.1. Z = e13, h = e3:

ω = e_{01}, σ = Lin (e_{30}, e_{31}).

1.4.2.2. Z = e13, h = e1:

ω = e_{01}, σ = Lin (e_{12}, e_{13}). (6)

Zametim, qto sluqai 1.4.1.2 i 1.4.2.1 otliqa¸tsØ tol~ko numeracieæ vektorov v tetrade Minkovskogo. Takim obrazom, s toqnost~¸ do preobrazovaniØ Lorenca, imeetsØ vsego qetyre tipa prostyh plowadok (1), (4)–(6) s signaturami (0, 0), (−−), (−+) i (++), sootvetstvenno.

§2. Vpolne geodeziqeskie ne prostye plowadki 2.1. Rassmotrim poverhnost~ Φσ = exp_ω σ. Pust~ dlØ nekotoroæ

okrestnosti nulØ σ_0 ⊂ σ poverhnost~ Φ_0 = exp_ω σ_0 – vpolne geodeziqeskaØ. Tak kak vtoraØ forma vkl¸qeniØ Φ_0 ⊂ G^1 ravna nul¸, to dlØ kasatel~nyh vektorov u, v, w ∈ T_ωΦ_0 preobrazovaniØ krivizny ~R(u, v) na poverhnosti Φ_0 i R(u, v)w v mnogoobrazii G^1 sovpada¸t. Poverhnost~ Φ_0 dvumerna, pofftomu R(u, v)w = K_σ · (⟨v, w⟩u − ⟨u, w⟩v), (7) gde K – sekcionnaØ krivizna mnogoobraziØ G^1 v napravlenii σ = T_ωΦ_0. Napomnim, qto v prostranstve bivektorov Λ_2(M ) opredelen operator ∗ : Λ_2(M ) → Λ_2(M ),

analogiqnyæ operatoru Hodßa Λ_2(R^4) → Λ_2(R^4) (sm. [1]). Po formule (20) iz [3] R(u, v)w = ⟨u, w⟩v − ⟨v, w⟩u − ⟨u, ∗w⟩ ∗ v + ⟨v, ∗w⟩ ∗ u. (8) 2.2. Teorema. Pust~ poverhnost~ Φ0 ⊂ G^1 – vpolne geodeziqeskaØ

(ne obØzatel~no polnaØ) i bivektor u ∈ T_ωΦ_0 – ne prostoæ. Togda

T = Lin (u, ∗u). (9)

Dokazatel~stvo. Dopolnim bivektor u ne kollinearnym emu

bivektorom v ∈ T_ωΦ_0 = σ. Pust~ w = λu + μv. Togda ⟨u, ∗w⟩ = λ⟨u, ∗u⟩ + μ⟨u, ∗v⟩, ⟨v, ∗w⟩ = λ⟨v, ∗u⟩ + μ⟨v, ∗v⟩. (10)

KLASSIFIKACI˚ GEODEZIQESKIH POVERHNOSTE` 167 Esli opredelitel~ ⟨u, ∗u⟩⟨v, ∗v⟩−⟨u, ∗v⟩^2 sistemy (10) otliqen ot nulØ, to iz (7), (8), (10) sleduet, qto ∗u ∈ σ. Tak kak ∗∗ = −id, to bivektory u i ∗u lineæno nezavisimy i spravedlivo ravenstvo (9). Predpoloßim, qto ⟨u, ∗u⟩, ⟨v, ∗v⟩ − ⟨u, ∗u⟩^2 = 0. Togda po formule (21) iz [3] K = −1, qto vmeste s (7) i (8) vleqet obrawenie v nul~ vyraßeniØ ⟨v, ∗w⟩∗u−⟨u, ∗w⟩∗v dlØ l¸bogo bivektora w ∈ σ. V silu lineænoæ nezavisimosti bivektorov u, v pri w = u budet ⟨u, ∗u⟩ = 0, qto oznaqaet prostotu bivektora u. Znaqit, naxe predpoloßenie protivoreqivo i vypolneno ravenstvo (9). �

2.3. Sledstvie. V usloviØh teoremy 2.2 suwestvuet takaØ te-

trada Minkovskogo e = (e_0, . . . , e_3), v kotoroæ

ω = e_{01}, σ = Lin (e_{02}, e_{31}). (11)

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo ne prostogo bivektora imeet me-

sto razloßenie (2). Po teoreme 2.2 bivektor ∗u = −α_0e_{31} + α_1e_{02} prinadleßit plowadke σ, otkuda sleduet (11). �

§3. Vpolne geodeziqeskie odnopolostnye giperboloidy

Rassmotrim poverhnost~ Φ_σ = exp_ω σ , kasatel~naØ plowadka k kotoroæ imeet vid (5): ω = e_{01}, σ = Lin (e_{02}, e_{21}). Tak kak bivektory e_{02} ± e_{21} = (e_0 ∓ e_1) ∧ e_2 ØvlØ¸tsØ odnovremenno prostymi i svetovymi, to geodeziqeskie linii v ih napravlenii sut~ prØmye {e_{01} + (e_0 ∓ e_1) ∧ e_2t} (sm. [1]). DlØ l¸bogo φ ∈ R para bivektorov

X(φ) = e_{02}ch φ + e_{12}sh φ = (e_0ch φ + e_1sh φ) ∧ e_2 = ~e_0(φ) ∧ e_2,

Y (φ) = e_{02}sh φ + e_{12}ch φ = (e_0sh φ + e_1ch φ) ∧ e_1 = ~e_0(φ) ∧ e_2

(12)

obrazuet ortonormirovannyæ bazis plowadki σ. Ukazannye para prØmyh i semeæstvo geodeziqeskih exp_ω(tX(φ)), exp_ω(tY (φ)), φ ∈

R, obrazu¸t poverhnost~ Φσ.

Rassmotrim trehmernoe seqenie mnogoobraziØ G^1

Φ(e_3) = G^1 ∩ Λ_2(e?_3 ). (13)

168 D. V. IVANOV, S. E. KOZLOV

3.1. Predloßenie. Φ(e3) predstavlØet soboæ affinnyæ odnopo-

lostnoæ giperboloid

Φ(e_3) = {xe_{21} + ye_{20} + ze_{01} | x^2 − y^2 − z^2 = −1} (14)

v trehmernom podprostranstve Λ_2(e?_3 ) ⊂ Λ_2(M ).

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ τ ∈ Φ(e3). Togda τ ∈ Λ2(e?_3 ), pofftomu

τ = xe_{21} + ye_{20} + ze_{01}. Tak kak τ ∈ G^1, to −1 = τ^2 = x^2 − y^2 − z^2.

2) Pust~ τ = xe_{21}+ye_{20} +ze_{01} prinadleßit pravoæ qasti ravenstva (14). Togda τ ∈ Λ_2(e?_3 ) i τ^2 = x^2 −y^2 −z^2 = −1. Tak kak l¸boæ bivektor nad trehmernym prostranstvom e?_3 prost, to τ ∈ Φ(e_3). � 3.2. Predloßenie. Poverhnost~ Φσ ∪ (−Φσ ) sovpadaet s giperbo-

loidom Φ(e_3).

Dokazatel~stvo. Iz (14) sleduet, qto ω = e01 ∈ Φ(e3). V pro-

stranstve Λ_2(e?_3 ) giperboloid Φ(e_3) ØvlØetsØ mnimoediniqnoæ sferoæ, pofftomu

T_ωΦ(e_3) = ω? = e?_{01} = Lin (e_{02}, e_{21}) = σ.

Geodeziqeskie v napravlenii bivektorov (12) ime¸t vid

exp_ω(tX(φ)) = ~e_0(φ) ∧ (~e_1(φ) cos t + e_2 sin t) = ω cos t + X(φ) sin t,

exp_ω(tY (φ)) = (~e_0(φ)ch t − e_2sh t) ∧ e_1(φ) = ωch t + Y (φ)sh t (15) (sm. [1]). Neposredstvennoæ podstanovkoæ koordinatnyh funkciæ geodeziqeskih v (14) ubeßdaemsØ, qto ffti geodeziqeskie leßat na giperboloide Φ(e_3), a prØmye {e_{01} + (e_0 ∓ e_1) ∧ e_2t} ØvlØ¸tsØ ego prØmolineænymi obrazu¸wimi. Tem samym Φ_σ ⊂ Φ(e_3). Iz formul (15) sleduet, qto krivye, zadannye fftimi ravenstvami, sovpada¸t s seqeniØmi giperboloida dvumernymi ploskostØmi, prohodØwimi qerez ego centr i toqku ω. �

3.3. Predloßenie. Poverhnost~ Φσ ∪ (−Φσ ) ⊂ G^1 – vpolne geode-

ziqeskaØ.

Dokazatel~stvo. Podgruppa L(e?_3 ) gruppy preobrazovaniæ Lo-

renca L(M ) tranzitivno deæstvuet na prostyh mnimoediniqnyh bivektorah prostranstva Λ_2(e?_3 ). Mnogoobrazie G^1 i podprostranstvo Λ_2(e?_3 ) ØvlØ¸tsØ invariantnymi mnoßestvami fftogo deæstviØ. Znaqit i ih pereseqenie – giperboloid Φ(e_3) –

KLASSIFIKACI˚ GEODEZIQESKIH POVERHNOSTE` 169 toße invarianten. Po predloßeni¸ 3.2 ffta kvadrika ØvlØetsØ geodeziqeskoæ poverhnost~¸ v toqke ω. Znaqit poverhnost~ Φ_σ ∪ (−Φ_σ ) = Φ(e_3) – vpolne geodeziqeskaØ. �

§4. Spisok vpolne geodeziqeskih poverhnosteæ v mnogoobrazii G^1 4.1. Teorema. L¸baØ vpolne geodeziqeskaØ dvumernaØ poverhnost~

Φ mnogoobraziØ G^1 imeet vid Φ_σ = exp_ω σ, libo Φ_σ ∪ (−Φ_σ), gde para (ω, σ) zadaetsØ odnoæ iz pØti formul: (1), (4)–(6), (11). L¸bye dve poverhnosti odnogo vida lorenc-sovmestimy, a raznyh – ne izometriqny.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kaku¸-libo dvumernu¸ vpolne

geodeziqesku¸ poverhnost~ Φ ⊂ G^1. Pust~ ω ∈ Φ i T_ωΦ = σ ⊂ T_ωG^1. Esli plowadka σ – prostaØ, to para (ω, σ) moßet byt~ predstavlena odnim iz ravenstv (1), (4)–(6). Esli ße plowadka σ – ne prostaØ, to para (ω, σ) zadaetsØ formuloæ (11). L¸- bye dve tetrady Minkovskogo moßno sovmestit~ preobrazovaniem Lorenca, pofftomu, s toqnost~¸ do preobrazovaniØ Lorenca, imeetsØ ne bolee 5 tipov vpolne geodeziqeskih poverhnosteæ. V [3] dokazano, qto v sluqaØh (1), (4), (6), (11) poverhnosti Φ_σ ØvlØ¸tsØ vpolne geodeziqeskimi odnorodnymi mnogoobraziØmi gruppy Lorenca. Kak pokazano v §3, to ße spravedlivo i dlØ sluqaØ (5). Ostalos~ dokazat~ poparnu¸ neizometriqnost~ poverhnosteæ raznyh vidov. Poverhnosti vida (5), (11) ime¸t odinakovu¸ signaturu (+−). No po formule (21) iz [3] ih sekcionnye krivizny ravny −1 i 0, sootvetstvenno. Vpolne geodeziqeskie poverhnosti drugih vidov ime¸t poparno razliqnye signatury, ne ravnye (+−). �

KaßdaØ vpolne geodeziqeskaØ poverhnost~ poluqaetsØ pri pereseqenii mnogoobraziØ G^1 s nekotorym lineænym podprostranstvom xestimernogo prostranstva bivektorov. Ob¨edinØØ rezul~taty raboty [3] i §3, opixem semeæstvo vseh vpolne geodeziqeskih poverhnosteæ Φ ⊂ G^1. Napomnim opredelenie special~nogo trehmernogo podprostranstva W (e) ⊂ Λ_2(M ) (sm. [3]): W (e) = {x ∈ Λ_2(M ) | x ∧ e = 0}, e ∈ M, e ≠ 0. (16) 4.2. Teorema. DlØ l¸boæ vpolne geodeziqeskoæ poverhnosti Φ ⊂

G^1 imeet mesto odno iz pØti predstavleniæ:

170 D. V. IVANOV, S. E. KOZLOV

1) Φ = G^1 ∩ W (e), e^2 > 0 – sfera;

2) Φ ∪ (−Φ) = G^1 ∩ W (e), e^2 < 0 – dvupolostnyæ giperboloid; 3) Φ ∪ (−Φ) = G^1 ∩ W (e), e^2 = 0 – para parallel~nyh ploskosteæ; 4) Φ = G^1 ∩ Λ_2(e?), e^2 < 0 – odnopolostnyæ giperboloid; 5) Φ = G^1 ∩ (Lin (τ, ∗τ ))?, τ ∈ G^1 – topologiqeskiæ cilindr.

§5. Vpolne geodeziqeskie poverhnosti

Φ ⊂ G^1 v modeli Kffli–Kleæna

5.1. Napomnim konstrukci¸ modeli Kffli–Kleæna trehmernogo

prostranstva Lobaqevskogo H^3 v ramkah qetyrehmernogo prostranstva Minkovskogo M (sm. [5]). Opredelim vremennoæ konus K^T = {x ∈ M | x^2 > 0}. Svetovym konusom nazyvaetsØ mnoßestvo

K^c = ∂K^T = {x ∈ M | x^2 = 0}.

Fiksiruem ediniqnyæ vremenipodobnyæ vektor e_0, e^2_0 = 1 i rassmotrim seqenie vremenn&ogo konusa giperploskost~¸ ⟨x, e_0⟩ = 1: D = {x ∈ M | x^2 > 0, ⟨x, e_0⟩ = 1}. (17) Central~noe proektirovanie fftogo trehmernogo xara na giperpoverhnost~ S_g = {x ∈ M | x^2 = 1} induciruet na D metriku, tol~ko znakom otliqa¸wu¸sØ ot metriki giperboliqeskogo prostranstva H^3 s kriviznoæ −1. Smeniv znak inducirovannoæ metriki na obratnyæ, budem rassmatrivat~ xar D kak trehmernoe prostranstvo Lobaqevskogo. Geodeziqeskie v fftom prostranstve sovpada¸t s hordami xara D.

5.2. Kaßdyæ prostoæ bivektor ω ∈ G^1, vosprinimaemyæ kak dvu-

mernaØ orientirovannaØ ploskost~, prohodØwaØ qerez naqalo v M i pereseka¸waØ vremennoæ konus, peresekaet D po nekotoroæ horde. Tem samym voznikaet estestvennaØ biekciØ meßdu toqkami mnogoobraziØ G^1 i napravlennymi hordami xara D. Izohronnye preobrazovaniØ Lorenca (ne menØ¸wie komponent svØznosti konusa K^T , induciru¸t v giperboliqeskom prostranstve D gruppu preobrazovaniæ, ØvlØ¸wu¸sØ gruppoæ ego izometriæ. PostroennaØ model~ mnogoobraziØ G^1 pozvolØet naglØdno opisat~ vpolne geodeziqeskie poverhnosti Φ ⊂ G^1 na Øzyke affinnoæ geometrii trehmernogo prostranstva A = Aff D.

KLASSIFIKACI˚ GEODEZIQESKIH POVERHNOSTE` 171

5.3. Esli vektor e ne parallelen giperploskosti A, to plosko-

sti V_ω fflementov ω ∈ W (e) pereseka¸t A po prØmym, prohodØwim qerez toqku e/⟨e, e_0⟩. Esli ße e‖A, to kaßdaØ prØmaØ V_ω ∩ A parallel~na vektoru e. Udobno sqitat~, qto vse takie prØmye pereseka¸tsØ v beskoneqno udalennoæ toqke prostranstva A.

Rassmotrim podprostranstvo Λ_2(e?) ⊂ Λ_2(M ), e^2 < 0. Pust~ ω ∈ Λ_2(e?) i r ∈ V_ω ∩ A. Togda ⟨r, e_0⟩ = 1 i ⟨r, e⟩ = 0. Tak kak vektory e i e_0 ne kollinearny, to dva poslednih ravenstva zada¸t dvumernu¸ ploskost~ T (e) ⊂ A. Znaqit, pereseqenie ploskosti bivektora Ω ∈ Λ_2(e?) s prostranstvom A soderßitsØ v ploskosti T (e). 5.4. Iz zameqaniæ p. 5.3 neposredstvenno poluqa¸tsØ predsta-

vleniØ ~Φ_i poverhnosteæ 1)–4) spiska teoremy 4.2 v modeli Kffli– Kleæna. Mnoßestvo ~Φ_i obrazovano napravlennymi hordami xara D, leßawimi na prØmyh, prohodØwih qerez toqku x_0:

x_0 ∈ D (i = 1), x_0 ∈ A \ clos D (i = 2), x_0 ∈ ∂D (i = 3).

Mnoßestvo ~Φ_4 sostoit iz napravlennyh hord, leßawih v nekotorom ploskom seqenii xara D.

5.5. Rassmotrim poverhnost~

Φ_5 = G^1 ∩ (Lin (τ, ∗τ ))?, τ ∈ G^1.

Pust~ dlØ nekotoroæ tetrady Minkovskogo e = (e_0, . . . , e_3) imeem Φ_5 = exp_ω σ, gde ω = e_{01}, σ = Lin (e_{02}, e_{31}). Togda τ = e_{03} i ∗τ = e_{12} (sm. [3]). GeodeziqeskaØ v napravlenii bivektora X = α_0e_{02} + α_1e_{31} imeet vid

exp_ω(tX) = e_0(t) ∧ e_1(t)

= (e_0ch α_1t + e_3sh α_1t) ∧ (e_1 cos α_0t + e_2 sin α_0t). (18)

Vypixem oqevidnoe toßdestvo

e_{03} = e_0(t) ∧ e_3(t)

= (e_0ch α_1t + e_3sh α_1t) ∧ (e_0sh α_1t + e_3ch α_1t). (19)

Oboznaqim hordy, predstavlØ¸wie bivektory e_{03}, exp_ω(tX) ∈ G^1 v modeli Kffli–Kleæna, qerez l i l(t), sootvetstvenno. Iz (18), (19) sleduet, qto pri l¸bom t ∈ R hordy l i l(t) pereseka¸tsØ i

172 D. V. IVANOV, S. E. KOZLOV ortogonal~ny (v metrike prostranstva Lobaqevskogo). Netrudno pokazat~, qto kaßdaØ horda, ortogonal~no pereseka¸waØ hordu l, predstavlØet nekotoru¸ toqku poverhnosti Φ_5. Takim obrazom, mnoßestvo ~Φ_5 obrazovano semeæstvom napravlennyh hord, ortogonal~no pereseka¸wih nekotoru¸ fiksirovannu¸ hordu l xara D.

5.6. V [5] opisano fflementarno-geometriqeskoe postroenie per-

pendikulØra k dannoæ prØmoæ v modeli Kffli–Kleæna. Vospol~- zuemsØ fftim postroeniem dlØ affinnogo opisaniØ mnoßestva ~Φ_5. Esli horda l ØvlØetsØ diametrom kvadriki D, to ~Φ_5 sostoit iz hord, pereseka¸wih l i delØwihsØ toqkoæ pereseqeniØ popolam. Pust~ horda l ne prohodit qerez centr D. Oboznaqim qerez L prØmu¸ pereseqeniØ dvuh kasatel~nyh ploskosteæ k D, provedennyh v koncah l. Vse hordy figury ~Φ_5 vyseka¸tsØ na kvadrike D prØmymi, soedinØ¸wimi toqki hordy l s toqkami prØmoæ L (vkl¸qaØ ee “beskoneqno udalennye” toqki).

Literatura 1. S. E. Kozlov, TopologiØ i lorenc-invariantnaØ psevdorimanova metrika

mnogoobraziØ napravleniæ v fiziqeskom prostranstve. — Zap. nauqn.

semin. POMI, 246 (1997), 141–151.

2. G. Minkovskiæ, Prostranstvo-vremØ. Fizika, S.-Peterburg (1911). 3. D. V. Ivanov, Vpolne geodeziqeskie podmnoßestva mnogoobraziØ napra-

vleniæ fiziqeskogo prostranstva. — Zap. nauqn. semin. POMI, 279

(2001), 141–153.

4. A. N. Kostrikin, ı. I. Manin, LineænaØ algebra i geometriØ. Izd.

MGU, M. (1990).

5. S. E. Kozlov, Matematiqeskie osnovy special~noæ teorii otnositel~-

nosti i prostranstvo Lobaqevskogo. — SPbGU, SPb. (1995).

Ivanov D. V., Kozlov S. E. Classification of totally geodesic surfaces in the manifold of directions in physical space.

The Grassmannian of bivectors over the pseudo-Euclidean Minkowski space is considered and its two-dimensional totally geodesic submanifolds are classified. The family of such surfaces is described in the language of the affine geometry of three-space.

Postupilo 5 i¸lØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet