Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

M. ı. Zvagel~skiæ

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2. II

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

§1. Osnovnoæ rezul~tat

Zamknutye podmnogoobraziØ U^k i V^k v R^n nazyva¸tsØ vloßenno kobordantnymi, esli suwestvuet takoe kompaktnoe pravil~noe podmnogoobrazie W^{k+1} ⊂ R^n × [0, 1], qto ∂W = (U × 0) ∪

(V × 1).

Mnoßestvo klassov vloßennoæ kobordantnosti oboznaqaetsØ qerez Emb_k(R^n). Ono ØvlØetsØ gruppoæ otnositel~no diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ.

Nax osnovnoæ rezul~tat:

Teorema 1.1. Gruppa Emb5(R^7) – cikliqeskaØ porØdka 6:

Emb_5(R^7) ≃ Z_6.

Takße (v §5) my stroim podmnogoobrazie prostranstva R^7, diffeomorfnoe S^3 × RP^2, klass vloßennoæ kobordantnosti kotorogo poroßdaet gruppu Emb_5(R^7).

Shema dokazatel~stva teoremy (1.1). My stroim ffpimorfizm

μ : Z⊕ Z→ Emb5(R^7)

i dokazyvaem, qto ker μ ≃ 2Z⊕ 3Z(sm. lemmy 4 i 6 v §4). Ots¸da sleduet, qto

Emb_5(R^7) ≃ (Z⊕ Z)/(2Z⊕ 3Z) ≃ Z_2 ⊕ Z_3 ≃ Z_6.

Otobraßenie μ ØvlØetsØ kompozicieæ gomomorfizmov

Z⊕ Z^{κ�1}−−→ π3SO(4)^J−→ Emb^{fr}_3 (R^7)^{μ1}−→ Emb^G_3 (R^7)^{μ2}−→ Emb5(R^7),_{(1)}

Rabota podderßana grantom RFFI 01-01-01014. 157

158 M. ı. ZVAGEL^SKI` gde:

• izomorfizm κ^{−1} obraten k izomorfizmu κ : Z⊕ Z −→

π_3SO(4), postroennomu v §3;

• Emb^{fr}_3 (R^7) – gruppa kobordizmov osnawennyh trehmer-

nyh podmnogoobraziæ R^7, i, soglasno [4], J-gomomorfizm Uaætheda J : π_3SO(4) → π_7(S^4) = Emb^{fr}_3 (R^7) ØvlØetsØ ffpimorfizmom;

• gruppa Emb^G_3 (R^7) i gomomorfizmy μ_1, μ_2 postroeny v §2;

soglasno lemmam 2 i 3, gomomorfizm μ_1 ØvlØetsØ ffpimorfizmom, a μ_2 – izomorfizmom. •

OboznaqeniØ i soglaxeniØ.

• Vse vektornye rassloeniØ predpolaga¸tsØ evklidovymi; • Pust~ x ∈ H^1(M ; Z_2). Qerez Z_x oboznaqaetsØ lokal~naØ sistema grupp Zna M , skruqennaØ klassom x, t. e. sistema, opredelØemaØ gomomorfizmom

z ∈ H_1(M ; Z_2) → ⟨x, z⟩ ∈ Z_2 = Aut(Z).

§2. Gruppa Emb^G_3 (R^7) i gomomorfizmy μ1 i μ2 2.1. G-podmnogoobraziØ. V [1] opredeleno diffeomorfnoe RP^2

gladkoe podmnogoobrazie P prostranstva R^4, kotoroe budem nazyvat~ standartnoæ proektivnoæ ploskost~¸. Qerez G ⊂ SO(4) oboznaqim gruppu samosovmeweniæ podmnogoobraziØ P : G = {g ∈ SO(4) | g(P ) = P }. Moßno proverit~ (sm. [1]), qto G = {(_{A 0} 0 A2 ) | | A ∈ SO(2) } ∪ {(_{1 0 0 0}

0 −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1 ) · (_{A 0}

0 A2 ) | | | A ∈ SO(2) } . (2) Pust~ M – podmnogoobrazie korazmernosti 4 nekotorogo gladkogo mnogoobraziØ. G-strukturoæ na M nazovem redukci¸ strukturnoæ gruppy rassloeniØ ν_M k podgruppe G. Podmnogoobrazie M , snabßennoe G-strukturoæ nazovem G-podmnogoobra-ziem.

Opredelim gruppu Emb^G_3 (R^7) kobordizmov trehmernyh Gpodmnogoobraziæ prostranstva R^7 obyqnym obrazom: zamknutye

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2. II 159 G-podmnogoobraziØ U^3 i V^3 G-kobordantny, esli suwestvuet takoe kompaktnoe pravil~noe G-podmnogoobrazie W^4 v R^7 × [0, 1], qto ∂W = (U ×0)∪(V ×1) i G-struktury na U , V i W soglasovany.

2.2. O normal~nom rassloenii G-podmnogoobraziæ. Pust~ M

– G-podmnogoobrazie. Ego normal~noe rassloenie ν_M oqevidnym obrazom raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu dvumernyh podrassloeniæ: ν_M = α ⊕ β (sm. (2)). Legko dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma. w1(α) = w1(β) i 2e(α) = e(β) ∈ H^2(M ; Z_{w1(α)}). Soglaxenie. My rezerviruem bukvy α i β dlØ oboznaqeniØ

opisannyh rassloeniæ nad G-podmnogoobraziem M . Pri neobhodimosti Øvno ukazat~ podmnogoobrazie budem pisat~ α_M i β_M .

2.3. Gomomorfizm μ1. Kaßdoe trehmernoe osnawennoe podmno-

goobrazie v R^7 (t. e. podmnogoobrazie s trivializovannym normal~nym rassloeniem) ØvlØetsØ G-podmnogoobraziem. Voznikaet “gomomorfizm zabyvaniØ” μ_1 : Emb^{fr}_3 (R^7) → Emb^G_3 (R^7). Dokazatel~stvo sledu¸wego utverßdeniØ my opuskaem.

Lemma 2. Gomomorfizm μ1 ØvlØetsØ ffpimorfizmom. 2.4. Gomomorfizm μ2. Pust~ M – G-podmnogoobrazie v R^7. V

kaßdom sloe ego normal~nogo rassloeniØ ν_M oqevidnym obrazom leßit proektivnaØ ploskost~. OtoßdestvlØØ ν_M s trubqatoæ okrestnost~¸ podmnogoobraziØ M , poluqim pØtimernoe podmnogoobrazie M^′ ⊂ R^7. Oqevidno, qto M^′ diffeomorfno kosomu proizvedeni¸ M na RP^2. Gomomorfizm μ_2 : Emb^G_3 (R^7) →

Emb_5(R^7) sopostavlØet klassu G-kobordantnosti podmnogoobra-

ziØ M klass vloßennoæ kobordantnosti podmnogoobraziØ M^′. Iz rezul~tatov [2] sleduet sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 3. Gomomorfizm μ2 ØvlØetsØ izomorfizmom.

§3. KonstrukciØ izomorfizma π3SO(4) → Z^2

Pust~ e_1, . . . , e_n – standartnyæ bazis v R^n. Qerez R^n_− oboznaqim poluprostranstvo, sostoØwee iz toqek s nepoloßitel~noæ posledneæ koordinatoæ, a qerez R^n_+ – s neotricatel~noæ. Budem sqitat~, qto prostranstvo R^m, m 6 n, leßit v R^n, i sostoit iz toqek u kotoryh poslednie n − m koordinat ravny nul¸.

160 M. ı. ZVAGEL^SKI`

Voz~mem ediniqnyæ, standartno orientirovannyæ qetyrehmernyæ xar v R^4 i prodavim ego v poluprostranstvo R^8_− tak, qtoby on ortogonal~no peresekalsØ s R^7 po svoeæ graniqnoæ sfere S^3. (S^3 ⊂ R^4 – standartnaØ sfera.) Oboznaqim postroennyæ xar qerez B.

Pust~ n(x) – ediniqnaØ vnexnØØ normal~ k sfere S^3 ⊂ R^4 v toqke x ∈ S^3. Kaßdoe otobraßenie f : S^3 → SO(4) opredelØet osnawenie sfery S^3 v prostranstve R^7 sledu¸wim obrazom: normal~nyæ 4-reper v toqke x ∈ S^3 poluqaetsØ iz 4-repera

(n(x), e_5, e_6, e_7) lineænym preobrazovaniem s matriceæ f(x). Obo-

znaqim qerez e[f] i p[f] qisla �ælera i PontrØgina normal~nogo rassloeniØ xara B, otnositel~no fftogo osnaweniØ. Oni opredelØ¸tsØ gomotopiqeskim klassom [f] ∈ π_3SO(4). Izvestno (sm. [3]), qto qislo p[f] + 2e[f] delitsØ na 4, i qto otobraßenie

κ : π_3SO(4) → Z⊕ Z,

κ([f]) = (e[f], −(p[f] + 2e[f])/4)

ØvlØetsØ izomorfizmom.

§4. ˚dro ffpimorfizma μ

Oboznaqim qerez K podgruppu v Z⊕ Z, poroßdennu¸ fflementami (2, 0) i (0, 3).

Lemma 4. ker μ ⊂ K, gde μ : Z⊕ Z→ Emb^G_3 (R^7) – gomomorfizm,

opredelennyæ v §1 (sm. formulu (1)).

Dokazatel~stvo. Pust~ otobraßenie f : S^3 → SO(4) takovo, qto

κ([f]) ∈ ker μ. Pokaßem, qto κ([f]) ∈ K.

Otobraßenie f poroßdaet osnawenie sfery S^3 ⊂ R^7 i, sledovatel~no, G-strukturu na neæ. Tak kak κ([f]) ∈ ker μ, ffta Gstruktura prodolßaetsØ na nekotoroe podmnogoobrazie M^4 ⊂

R^8_+, ∂M = S^3. Izotopieæ moßno dobit~sØ togo, qtoby ob¨edi-

nenie N = M ∪ B, gde B – opisannyæ v §3 xar, bylo gladkim podmnogoobraziem v R^8. Tak kak rassloenie ν(M, R^8_+) trivializovano nad kraem S^3 = ∂M opredeleny ego otnositel~nye harakteristiqeskie klassy – klass �ælera i pervyæ klass PontrØgina: e_M , p_M ∈ H^4(M, S^3; Z). Analogiqno opredeleny klassy e_B ,

p_B ∈ H^4(B, S^3; Z) rassloeniØ ν(B, R^8_−). Nesloßno proverit~, qto e[f] = −2⟨e^2(α), [M ]⟩ i p[f] = −3σ(N ) − ⟨5e^2(α), [M ]⟩.

KOBORDIZMY VLOȷENI` S KORAZMERNOST^ı 2. II 161 Takim obrazom,

κ([f]) = ( −2⟨e^2(α), [M ]⟩, 3 σ(N ) + 3⟨e^2(α), [M ]⟩ 4 ) (3) i, sledovatel~no, κ([f]) ∈ K. •

Lemma 5. Pust~ N – gladkoe zamknutoe orientirovannoe qety-

rehmernoe mnogoobrazie, i klassy x ∈ H^1(N ; Z_2), y ∈ H^2(N ; Z_x) takovy, qto [y]_2 + x^2 = w_2(N ), gde [·]_2 – privedenie po modul¸ 2.

Togda ( −2 · ⟨y^2, [N ]⟩, 3 σ(N ) + 3⟨y^2, [N ]⟩ 4 ) ∈ ker μ. Dokazatel~stvo. Poloßim M = N \ int D, gde D – gladko vlo-

ßennyæ v N xar. Vloßim M v R^8_+ tak, qtoby M bylo pravil~nym podmnogoobraziem, i ∂M = S^3 ⊂ R^7. Na podmnogoobrazii M moßno vvesti G-strukturu tak, qto w_1(α_M ) = in^∗ x i e(α_M ) = in^∗ y, gde in : M ⊂ N – vkl¸qenie.

Podmnogoobrazie M opredelØet fflement iz ker μ: trivializaciØ rassloeniØ α_M |_S3 poroßdaet osnawenie sfery S^3 v R^7 (sm. p. 1.5), kotoromu sootvetstvuet fflement [f] ∈ π_3SO(4) (sm. p. 5.0), oqevidno, leßawiæ v ker μ. Dokazyvaemoe utverßdenie sleduet iz formuly (3), v kotoroæ pod α nußno ponimat~

α_M , i togo, qto ⟨e^2(α_M ), [M ]⟩ = ⟨y^2, [N ]⟩. •

Lemma 6. K ⊂ ker μ.

Dokazatel~stvo. Legko proverit~, qto fflementy (−2, 3) i (−8, 9)

poroßda¸t K. My pokaßem, qto oni leßat v ker μ.

Qtoby pokazat~, qto (−2, 3) ∈ ker μ dostatoqno pred¨Øvit~ udovletvorØ¸wie usloviØm lemmy 5 mnogoobrazie N i kogomologiqeskie klassy x i y takie, qto ⟨y^2, [N ]⟩ = 1 i σ(N ) = 1. Takimi budut: mnogoobrazie C P^2 , klass x = 0 ∈ H^1(C P^2 ; Z_2) i obrazu¸waØ y ∈ H^2(C P^2 ; Z).

Pokaßem, qto (−8, 9) ∈ ker μ. Rassmotrim mnogoobrazie N =

(S^2 × S^2)/(a, b) ∼ (−a, −b). Orientiruem ego tak, qtoby proek-

ciØ S^2 × S^2 → N sohranØla orientaci¸. Oqevidno, qto σ(N ) = 0. Nesloßno pred¨Øvit~ udovletvorØ¸wie usloviØm lemmy 5 kogomologiqeskie klassy x i y takie, qto ⟨y^2, [N ]⟩ = 4. Dokazyvaemoe vytekaet teper~ iz lemmy 5. •

162 M. ı. ZVAGEL^SKI` §5. Geometriqeskoe opisanie obrazu¸weæ gruppy Emb_5(R^7)

Moßno opisat~ pØtimernoe podmnogoobrazie v R^7, klass vloßennoæ kobordantnosti kotorogo poroßdaet gruppu Emb_5(R^7), sledu¸wim obrazom. Vyberem gladkoe otobraßenie f : S^3 →

SO(4) tak, qto κ([f]) = (1, 1). Ono opredelØet trivializaci¸

rassloeniØ ν(S^3, R^7) (sm. §3). V kaßdom sloe x × R^4, x ∈ S^3 fftogo rassloeniØ voz~mem standartnu¸ proektivnu¸ ploskost~. Ob¨- edinenie fftih ploskosteæ budet gladkim mnogoobraziem diffeomorfnym S^3 × RP^2. VkladyvaØ total~noe prostranstvo rassloeniØ ν(S^3, R^7) v R^7, poluqim iskomoe podmnogoobrazie.

Literatura 1. M. ı. Zvagel~skiæ, Kobordizmy vloßeniæ s korazmernost~¸ 2. — Zap.

nauqn. semin. POMI 252 (1998), 40–51.

2. M. ı. Zvagel~skiæ, Kobordizmy vloßeniæ gladkih mnogoobraziæ. Diss.

na soiskanie uqen. stepeni kand. fiz.-mat. nauk, SPb, SPbGU, 1998.

3. R. Kirby, The topology of 4-manifolds. Lecture Notes in Math., 1374, Springer-Ver-lag, 1989.

4. V. A. Rohlin, KlassifikaciØ otobraßeniæ (n + 3)-mernoæ sfery v n-mernu¸. — Dokl. AN SSSR 81 (1951), 19–22.

Zvagel’skii M. Yu. Cobordisms of embeddings with codimension 2. II. A proof of the fact that the group Emb_5(R^7) of cobordisms of embeddings of nonoriented 5-manifolds in R^7 is cyclic of order 6 is announced. A geometric description of a generator of the group is presented.

Postupilo 9 maØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: zvag@pdmi.ras.ru