Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

A. I. DegtØrev

TEOREMA DELIMOSTI DL˚ MNOGOQLENA ALEKSANDERA PLOSKO` ALGEBRAIQESKO` KRIVO`

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

§1. Vvedenie

Rassmotrim neprivodimu¸ algebraiqesku¸ krivu¸ B ⊂ C p^2 stepeni n, i pust~ π := π_1(C p^2 r B)

– fundamental~naØ gruppa ee dopolneniØ. Voobwe govorØ, izuqenie fftoæ gruppy predstavlØet soboæ trudnu¸ zadaqu (obzor nemnogih izvestnyh rezul~tatov i primerov v fftom napravlenii moßno naæti, naprimer, v [12–14, 19]; nekotorye bolee novye rezul~taty sm. v [1, 2, 5, 6, 15, 16]). Imenno pofftomu O. Zariskiæ [19] predloßil v kaqestve pervogo priblißeniØ k gruppe π izuqat~ ee mnogoqlen Aleksandera Δ_B(t), kotoryæ moßno opredelit~ sledu¸wim obrazom:

Oboznaqim qerez K = [π, π] kommutant gruppy π, a qerez K^′ = [K, K] – ee vtoroæ kommutant, t.e. podgruppu, poroßdennu¸ kommutatorami [x_1, x_2] s x_1, x_2 ∈ K. Togda gruppa π/K = Z_n deæstvuet na faktore K/K^′ (kotoryæ ØvlØetsØ abelevoæ gruppoæ koneqnogo ranga), i Δ_B(t) moßno opredelit~ kak harakteristiqeskiæ mnogoqlen avtomorfizma gruppy K/K^′, sootvetstvu¸wego proizvol~noæ obrazu¸weæ gruppy π/K.

Horoxo izvestno, qto esli B – neosobaØ krivaØ, to π = Z_n i, sledovatel~no, Δ_B(t) = 1. Pofftomu moßno oßidat~, qto imeetsØ svØz~ meßdu sloßnost~¸ mnogoqlena Δ_B(t) i sloßnost~¸ osobennosteæ krivoæ B. DlØ togo, qtoby opisat~ vliØnie vtoroæ na pervu¸, A. Libgober [9] vvel ponØtie lokal~nogo mnogoqlena Aleksandera Δ_{B|O}(t) krivoæ B v osoboæ toqke O: po opredeleni¸, Δ_{B|O}(t) – ffto obyqnyæ mnogoqlen Aleksandera zacepleniØ, vysekaemogo krivoæ B na krae malen~kogo xarika s centrom O. Rezul~tat Libgobera sostoit v sledu¸wem: 146

MNOGOQLEN ALEKSANDERA PLOSKO` KRIVO` 147

Teorema (Libgober [9]). ΔB(t) delit proizvedenie^∏_{Oi} Δ_{B|Oi} (t),

vzØtoe po vsem osobym toqkam O_i krivoæ B.

Ewe odin rezul~tat v fftom napravlenii prinadleßit Nori [13], dokazavxemu sledu¸wee obobwenie znamenitoæ gipotezy Zariskogo o nodal~nyh krivyh:

Teorema (Nori [13]). Pust~ B – reducirovannyæ obil~nyæ divi-

zor na proektivnoæ algebraiqeskoæ poverhnosti X. Rassmotrim vloßennoe razrexenie σ : Y → X vseh osobyh toqek krivoæ B, otliqnyh ot kvadratiqnyh (nodes), i dlØ kaßdoæ neprivodimoæ komponenty B_i krivoæ B oboznaqim qerez ~B_i ee sobstvennyæ proobraz v Y , a qerez δ( ~B_i) – koliqestvo kvadratiqnyh osobennosteæ krivoæ ~B_i. Esli σ moßno vybrat~ tak, qtoby ~B^2_i > 2δ( ~B_i) dlØ vseh i, to Ødro gomomorfizma vkl¸qeniØ π_1(X r B) → π_1(X) ØvlØetsØ abelevoæ podgruppoæ, centralizator kotoroæ imeet koneqnyæ indeks.

V klassiqeskom sluqae X = C p^2 iz teoremy Nori sleduet, qto, pri sdelannom predpoloßenii, gruppa π_1(C p^2 r B) abeleva i, v qastnosti, Δ_B(t) = 1.

Glavnyæ rezul~tat nastoØweæ raboty zanimaet promeßutoqnoe poloßenie meßdu dvumØ vyxeukazannymi teoremami:

OsnovnaØ teorema. Predpoloßim, qto mnoßestvo osobyh to-

qek krivoæ B razdeleno na dva podmnoßestva, S_+ i S_{exc}, i pust~ suwestvuet razrexenie toqek iz S_+ takoe, qto sobstvennyæ proobraz krivoæ B imeet poloßitel~nyæ indeks samopereseqeniØ. Togda Δ_B(t) delit proizvedenie ∏ O_i ∈S_{exc} Δ_{B|Oi} (t). Grubo govorØ, fftot rezul~tat oznaqaet, qto na Δ_B(t) mogut vliØt~ (v smysle teoremy Libgobera) tol~ko te osobye toqki krivoæ B, kotorye prevyxa¸t predpoloßeniØ teoremy Nori. Krome togo, moßno otdel~no ocenit~ kratnosti razliqnyh korneæ mnogoqlena Δ_B(t), kaßdyæ raz staraØs~ sobrat~ v S_+ te osobye toqki, lokal~nye mnogoqleny Aleksandera kotoryh obrawa¸tsØ v rassmatrivaemom korne v nul~.

Zameqanie. Zametim, qto lokal~nyæ mnogoqlen Aleksandera

kvadratiqnoæ osobennosti raven t − 1. Pofftomu kvadratiqnye osobennosti nikogda ne da¸t vklada v mnogoqlen Aleksandera

148 A. I. DEGT˚REV neprivodimoæ krivoæ (sm. [19]), i ih vsegda moßno pomestit~ v S_{exc} .

Zameqanie. V deæstvitel~nosti, my dokazyvaem neskol~ko bo-

lee sil~nyæ rezul~tat, v kotorom req~ idet o proizvol~nom obil~nom divizore na algebraiqeskoæ poverhnosti; podrobnosti sm. v teoreme 4.1.

Blagodarnosti. ˚ hoqu vyrazit~ svo¸ gluboku¸ blagodar-

nost~ Olegu Viro, kotoryæ privlek moe vnimanie k fftoæ zadaqe i vvel menØ v predmet, i Anatoli¸ Libgoberu, idei kotorogo okazali suwestvennoe vliØnie na mo¸ rabotu i kto, v konce koncov, ubedil menØ opublikovat~ fftot rezul~tat.

§1. Mnogoqlen Aleksandera algebraiqeskoæ krivoæ

Opredelenie mnogoqlena Δ, dannoe vo vvedenii, primenimo k l¸boæ affinnoæ algebraiqeskoæ poverhnosti (naprimer,

C p^2 r B) i daße, bolee obwim obrazom, k l¸bomu topologiqe-

skomu prostranstvu Y s H_1(Y ) = Z_n. (Ili s otmeqennym gomomorfizmom H_1(Y ) → Z_n, kotoryæ v algebraiqeskom sluqae moßno zadat~ pri pomowi lineænogo rassloeniØ E ∈ H^1(Y ; O^∗_Y ) s E^{⊗n} ∼= O_Y .) Togda (racional~nyæ) mnogoqlen Aleksandera opredelØetsØ kak harakteristiqeskiæ mnogoqlen deæstviØ preobrazovaniØ nakrytiØ v H_1(Y_n; Q), gde Y_n – cikliqeskoe nakryva- ¸wee prostranstva Y , opredelennoe ukazannym gomomorfizmom H_1(Y ) → Z_n. Odnako, kak i v teorii uzlov, dlØ dannogo predmeta ØvlØetsØ tradicionnym vkl¸qat~ v opredelenie mnogoqlena ishodnu¸ krivu¸ B (igra¸wu¸ rol~ periferiqeskoæ struktury). Pomimo drugih preimuwestv, ffto garantiruet “pravil~noe” vetvlenie na beskoneqnosti. (DrugaØ, bolee praktiqeskaØ priqina togo, qtoby rassmatrivat~ mnogoqlen Aleksandera kak invariant krivoæ, a ne ee dopolneniØ, sostoit v tom, qto izuqaetsØ imenno svØz~ fftogo mnogoqlena s osobennostØmi krivoæ.) Ewe odno preimuwestvo rassmotreniØ pary (X, B), a ne dopolneniØ Y = X r B, sostoit v tom, qto ffto daet nam kanoniqesku¸ kompaktifikaci¸ X^′ poverhnosti Y_n, i, kak pokazano v [9], esli krivaØ B neprivodimaØ i reducirovannaØ, to pervye kogomologii desingulØrizacii poverhnosti X^′ otliqa¸tsØ ot pervyh kogomologiæ poverhnosti Y_n na prihodØwu¸ iz X legko kontroliruemu¸ qast~ s trivial~nym deæstviem gruppy preobrazovaniæ

MNOGOQLEN ALEKSANDERA PLOSKO` KRIVO` 149 nakrytiØ. (V [9] moßno takße naæti obzor razliqnyh opredeleniæ mnogoqlena Aleksandera i sootnoxeniæ meßdu nimi.)

Itak, pust~ B ⊂ X – algebraiqeskaØ krivaØ na proektivnoæ algebraiqeskoæ poverhnosti X i pust~ E ∈ H^1(X; O^∗_X ) – takoæ klass, qto nE = [B] dlØ nekotorogo natural~nogo n. Rassmotrim kakie-nibud~ lineænye rassloeniØ L_B i L_E , sootvetstvu- ¸wie [B] i E, zafiksiruem izomorfizm L^{⊗n}_E ∼= L_B i seqenie s : X → L_B s mnoßestvom nuleæ B i oboznaqim qerez ~X^′ ⊂ L_E mnoßestvo korneæ stepeni n iz s (t.e. lokal~no ~X^′ sostoit iz toqek (x, t) ∈ L_E s t^n = s(x)), a qerez p^′ – sußenie proekcii rassloeniØ L_E → X na ~X^′. Para ( ~X^′, p^′) nazyvaetsØ n-listnym nakrytiem poverhnosti X s vetvleniem vdol~ B, a E nazyvaetsØ klassom nakryva¸wego prostranstva ~X^′.

Oboznaqim qerez tr sußenie na ~X^′ avtomorfizma rassloeniØ L_E → L_E , (x, t) → (x, t · exp(2πi/n)), i pust~ ρ : ~X → ~X^′ – kakoe-nibud~ fiksirovannoe tr-invariantnoe razrexenie osobennosteæ poverhnosti ~X^′. Togda H^1( ~X; C ) est~

C [t]-modul~, priqem t deæstvuet posredstvom inducirovannogo

avtomorfizma tr^∗. Pust~ p = p^′ ∘ ρ.

1.1. Opredelenie. H^1(^~X; C ) nazyvaetsØ (reducirovannym) modu-

lem Aleksandera krivoæ B, a harakteristiqeskiæ mnogoqlen avtomorfizma tr^∗ na H^1( ~X; C) oboznaqaetsØ qerez ~Δ_B(t) i nazyvaetsØ (reducirovannym) mnogoqlenom Aleksandera krivoæ B.

ZameqaniØ. (1) Kak pokazano v [7] (sr. [3]), vsØkoe topologiqe-

skoe nakrytie nad X, razvetvlennoe vdol~ B (s zadannymi kratnostØmi komponent), moßno zadat~ pri pomowi vyxeukazannoæ konstrukcii, i imeetsØ estestvennoe vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu klassami posloænogo izomorfizma takih nakrytiæ i klassami E ∈ H^1(X; O^∗_X ) s nE = [B].

(2) Kak pokazano v [9], H^1( ~X; C ) ne zavisit ot vybora ~X. Esli

X = C p^2, a krivaØ B – neprivodimaØ i reducirovannaØ, to mno-

goqlen ~Δ, opredelennyæ vyxe, sovpadaet s klassiqeskim mnogoqlenom Aleksandera gruppy π_1(X r B).

Poskol~ku tr – analitiqeskiæ avtomorfizm koneqnogo porØdka, to H^1( ~X; C) rasweplØetsØ v prØmu¸ summu sobstvennyh prostranstv avtomorfizma tr, priqem ffto rasweplenie soglasovano

150 A. I. DEGT˚REV s razloßeniem Hodßa. Itak,

H^1( ~X; C ) = ⨁ r∈ {_{− n}�_1 n ,...,−^1_n ,0 } H^{1,0}_r ( ~X) ⊕ H^{0,1}_r ( ~X),

gde H^{p,q}_r ( ~X) – sobstvennoe prostranstvo v H^p( ~X; Ω^q( ~X)), sootvetstvu¸wee sobstvennomu znaqeni¸ exp(2πir) avtomorfizma tr^∗.

Poloßim h^{p,q}_r = h^{p,q}_r ( ~X) = dimC H^{p,q}_r ( ~X). Togda iz dvoæstvennosti Serra sleduet, qto h^{1,0}_r = h^{1,2}_r i h^{0,1}_r = h^{2,1}_r . Poloßim

h_r( ~X) = h_r = h^{1,2}_r , r ∈ { −^{n−1}_n , . . ., −^1_n , 0 } , h^{1,2}_0 + h^{2,1}_0 , r = 0, h^{2,1}_{−r} , r ∈ { 0,^1_n , . . . ,^{n−1}_n } . (My sqitaem, qto h_r = 0, esli r ∉ (−1, 1) ili nr ∉ Z.)

1.2. Opredelenie. Nabor racional~nyh qisel {r ∈ Q | hr ≠ 0}, ka-

ßdoe iz kotoryh uqityvaetsØ s kratnost~¸ h_r, nazyvaetsØ spektrom pary (B, E) i oboznaqaetsØ Spec(B, E).

1.3. Predloßenie.

(1) Spektr Spec(B, E) simmetriqen otnositel~no 0; (2) h_0 = dimC H^1(X; C ); (3) esli r < 0, to

h_r = dimC [ H^1(X; p_∗ω e_X ) ] r, gde [ · ]_r oboznaqaet sobstvennoe prostranstvo avtomorfizma tr^∗, sootvetstvu¸wee sobstvennomu znaqeni¸ exp(2πir);

(4) imeet mesto ravenstvo

~Δ_B(t) = ∏ r∈Spec(B,E) (t − exp(2πir))^{hr} .

Dokazatel~stvo. (1) �to sleduet iz togo, qto H^{p,q} (^~X) i H^{q,p}(^~X)

– kompleksno soprØßennye lineænye prostranstva.

(2) h_0 – ffto razmernost~ tr-invariantnoæ qasti H^1( ~X; C ), kotoraØ izomorfna H^1(X; C ).

MNOGOQLEN ALEKSANDERA PLOSKO` KRIVO` 151 (3) Pri r < 0 imeem h_r = dimC [ H^1( ~X; ω e_X ) ] r, i trebuemoe utverßdenie sleduet iz togo, qto R^ip_∗ω e_X = 0 pri i > 0 (sm. [8]).

(4) �to oqevidno. �

§2. Lokal~nye mnogoqleny Aleksandera

Pust~ C – ploskaØ krivaØ (rostok ploskoæ krivoæ) v izolirovannoæ osoboæ toqke O. Voz~mem malen~kiæ xarik B s centrom O. Horoxo izvestno, (sm., naprimer, [10]), qto pereseqenie C ∩∂B – ffto zaceplenie v ∂B = S^3, izotopiqeskiæ tip kotorogo ne zavisit ot vybora xarika B, pri uslovii, qto on dostatoqno mal.

2.1. Opredelenie. Mnogoqlen Aleksandera zacepleniØ C ∩ ∂B na-

zyvaetsØ lokal~nym mnogoqlenom Aleksandera krivoæ C v toqke O i oboznaqaetsØ Δ_{C|O}(t).

Zameqanie. Δ_{C|O}(t) dopuskaet ewe odno opisanie (sm. [10]):

ffto – harakteristiqeskiæ mnogoqlen deæstviØ monodromii v gruppe isqeza¸wih kogomologiæ.

Pust~ σ : ~Y → C^2 – razrexenie toqki O takoe, qto σ^{−1}C – divizor s normal~nymi pereseqeniØmi. Oboznaqim qerez E_i, i = 1, . . . , k, reducirovannye komponenty divizora σ^{−1}O, a qerez m_i – ih kratnosti v σ^{−1}C. Voz~mem racional~noe qislo r ∈ [−1, 0) i rassmotrim puqki J_r = J_r(C|O) = σ_∗K ( − ∑ ⌊(r + 1)m_i⌋ E_i ) i J_r = ⋂ −16r0<r^{Jr} 0 , gde K = ωe_Y ⊗ (σ^∗ωC2 )^{⊗−1},

i ⌊·⌋ oboznaqaet celu¸ qast~. Oqevidno, J_r i J_r – puqki idealov

na C^2 , i_{Jr0 ⊂ J r0 ⊂ Jr ⊂ J r}

pri l¸bom −1 6 r < r^′ < 0. Krome togo, J_{−1} = OC2 , i vse faktory J_r/J_r i J_r0 /J_r, r^′ 6 r, sosredotoqeny v O.

2.2. Predloßenie (Varqenko [17]). DlØ l¸bogo r ∈ (−1, 0) ce-

loe qislo h_r = h_r(C|O) = dimC(J_r /J_r) | |_O sovpadaet s kratnost~¸ qisla r v spektre Spec_O C toqki O.

(Opredelenie spektra Spec_O C sm. v [17].)

152 A. I. DEGT˚REV

Zameqanie. �tot rezul~tat formuliruetsØ i dokazyvaetsØ v

stat~e [17] v neskol~ko drugih terminah. Ego “perevod” na Øzyk dannoæ stat~i moßno naæti v [4].

Zameqanie. Na samom dele puqki J r vvedeny tol~ko dlØ upro-

weniØ oboznaqeniæ. Poskol~ku funkciØ r → J_r , oqevidno, kusoqno postoØnna, J_r moßno zamenit~ na J_{r−ε} s dostatoqno malym ε. (Esli N – celoe, delØweesØ na vse qisla m_i, to moßno vzØt~ l¸boe ε < 1/N .) Zametim, qto J_r moßno takße opredelit~ kak J_r (C|O) = σ_∗K (∑ ⌈−(r + 1)m_i⌉ E_i ) , gde ⌈x⌉ – verhnee celoqislennoe priblißenie k x (“potolok”).

2.3. Sledstvie. NeinvariantnaØ ciklotomiqeskaØ qast~ mnogo-

qlena Δ_{C|O}(t) daetsØ vyraßeniem ∏ r∈(−1,0)∩Q, h_r ≠0 (t − exp(2πir))^{hr +h}�^{(r+1)} .

Inymi slovami, kratnost~ netrivial~nogo kornØ iz edinicy exp(2πir) s r ∈ (−1, 0) v Δ_{C|O}(t) ravnØetsØ h_r + h_{−(r+1)} .

Dokazatel~stvo. Utverßdenie nemedlenno sleduet iz simme-

trii spektra Spec_O C otnositel~no 0 i sledu¸wego rezul~tata stat~i [17]: ciklotomiqeskaØ qast~ mnogoqlena Δ_{C|O}(t) daetsØ vyraßeniem ∏

r∈Spec_O B (t − exp(2πir)) (gde fflementy spektra Spec_O C uqityva¸tsØ so svoimi kratnostØmi). �

§3. Puqki p∗ω_{eX} .

OboznaqeniØ. Pust~ dan formal~nyæ divizor D =^∑ riDi s raci-

onal~nymi kofffficientami r_i. Poloßim ⌊D⌋ = ∑ ⌊r_i⌋ D_i, ⌈D⌉ = ∑ ⌈r_i⌉ D_i, D_{red} = ∑ D_i, gde ⌊x⌋ i ⌈x⌉ oboznaqa¸t, sootvetstvenno, nißnee i verhnee celoqislennye priblißeniØ k x (“pol” i “potolok”).

Pust~ B ⊂ X – divizor s izolirovannymi osobennostØmi, E ∈ H^1(X; O^∗_X ) – takoæ klass, qto nE = [B], i p^′ : ~X^′ → X – nlistnoe nakrytie, razvetvlennoe vdol~ B s klassom E. DlØ togo,

MNOGOQLEN ALEKSANDERA PLOSKO` KRIVO` 153 qtoby postroit~ desingulØrizaci¸ ~X poverhnosti ~X^′, rassmotrim vloßennoe razrexenie σ : Y → X osobennosteæ krivoæ B, pust~ q^′ = σ^∗p^′ : ~Y^′ → Y , voz~mem ffkvivariantnu¸ desingulØrizaci¸ ρ : ~Y → ~Y^′ i poloßim ~X = ~Y . Pust~ q = q^′ ∘ ρ : ~Y → Y i p = σ ∘ q : ~Y → X – proekcii.

Iz predloßeniØ 1.3 sleduet, qto ~Δ_B(t) moßno vyrazit~ v terminah kogomologiæ puqkov

S_r = [ q_∗ωe_Y ] r ili S_r = [ p_∗ωe_Y ] r = σ_∗S_r . (Kak i v §2, my oboznaqaem qerez [ · ]_r, r = −1, −^{n−1}_n , . . . , −^1_n , sobstvennyæ puqok, sootvetstvu¸wiæ sobstvennomu znaqeni¸ exp(2πir) avtomorfizma tr^∗.) Sledu¸wiæ rezul~tat dokazan v [4].

3.1. Predloßenie. Pust~ B = σ^∗B – polnyæ proobraz krivoæ B

v Y . Togda dlØ kaßdogo r = −1, −^{n−1}_n , . . . , −^1_n imeem:

(1) S_r = ω_Y ( (r + 1)nE − ⌊ (r + 1)B ⌋) ; (2) S_r = ω_X ( (r+1)nE ) ⊗ ⨂ O_i Jr(B|Oi), gde proizvedenie beretsØ

po vsem osobym toqkam O_i krivoæ B; (3) R^iσ_∗S_r = 0 pri i > 0.

Zameqanie. Zametim, qto v deæstvitel~nosti utverßdenie (1)

predloßeniØ 3.1 primenimo k l¸bomu divizoru B v Y s normal~nymi pereseqeniØmi.

§4. Dokazatel~stvo osnovnoæ teoremy 4.1. Teorema (obobwenie osnovnoæ teoremy). Pust~ X – proek-

tivnaØ algebraiqeskaØ poverhnost~, a B – obil~nyæ neprivodimyæ divizor na X, ime¸wiæ lix~ izolirovannye osobennosti. Predpoloßim, qto mnoßestvo Sing B osobyh toqek krivoæ B razdeleno na dva diz¨¸nktnyh podmnoßestva S_+ i S_{exc} i imeetsØ razrexenie vseh toqek iz S_+ , pri kotorom sobstvennyæ proobraz krivoæ B imeet poloßitel~nyæ indeks samopereseqeniØ. Togda ~Δ_B (t) delit proizvedenie

(t − 1)^{b1(X)} ∏ O_i∈S_{exc} Δ_{B|Oi} (t)

154 A. I. DEGT˚REV (nezavisimo ot togo, kakoæ klass E ∈ H^1(X; O^∗_X ) ispol~zovan dlØ opredeleniØ ~Δ_B(t)).

Zameqanie. Kak uße upominalos~ vo vvedenii, kvadratiqnye

osobennosti krivoæ B nikogda ne da¸t vklada v mnogoqlen Aleksandera, i pofftomu ih vsegda moßno pomestit~ v S_{exc}.

Dokazatel~stvo. Pust~ prostranstva Y ,^~Y^′,^~Y =^~X i otobraße-

niØ σ, ρ, p, q – te ße, qto v §3. (My predpolagaem, qto razrexeniØ toqek iz S_+ – te samye, kotorye upominalis~ v teoreme.) Preßde vsego, zametim, qto trivial~naØ qast~ modulØ Aleksandera H^1( ~X; C ) izomorfna H^1(X; C ). �to sootvetstvuet mnoßitel¸ (t − 1)^{b1(X)} v vyxeprivedennoæ formule. Pofftomu dostatoqno ograniqit~sØ rassmotreniem netrivial~nyh korneæ mnogoqlena ~Δ_B(t), t.e. korneæ vida exp(2πir), r = −^{n−1}_n , . . ., −^1_n , i, v sootvetstvii s predloßeniem 1.3 i sledstviem 2.3, rezul~tat budet sledovat~ iz neravenstv

h_r( ~Y ) = dimC [ H^1(X; p_∗ω e_X ) ] r 6^∑_{Oi∈Sexc} hr (B|Oi). My vospol~zuemsØ teoremoæ Fivega ob obrawenii v nul~, kotoru¸, v dvumernom sluqae, moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom:

4.2. Teorema (sm. [18] ili [11]). Pust~ Y – proektivnaØ poverh-

nost~ (nad C ), D – formal~nyæ divizor na Y s racional~nymi kofffficientami, a L – obratimyæ puqok na Y . Predpoloßim, qto nositel~ formal~nogo divizora D ØvlØetsØ divizorom s normal~- nymi pereseqeniØmi,

(c_1L − [D])^2 > 0 i (c_1L − [D]) ∘ C > 0

dlØ l¸boæ krivoæ C ⊂ Y . Togda H^p(X; L ⊗ ω_Y (− ⌊D⌋)) = 0 pri l¸bom p > 0.

Oboznaqim qerez B sobstvennyæ proobraz krivoæ B v Y , a qerez F_i – tu qast~ ee polnogo proobraza σ^∗B, kotoraØ leßit nad O_i. Pust~ B^′ = B + ∑ O_i∈S_{exc} F_i.

MNOGOQLEN ALEKSANDERA PLOSKO` KRIVO` 155 Po naxemu predpoloßeni¸, (B^′)^2 > 0. Dokaßem, qto B^′ ∘ C > 0 dlØ l¸boæ krivoæ C ⊂ Y . �to oqevidno verno dlØ l¸boæ krivoæ, ne ØvlØ¸weæsØ komponentoæ krivoæ B^′ (poskol~ku B^′ – ffffektivnyæ divizor). Esli C – komponenta krivoæ F_i (s O_i ∈ S_{exc}), to B^′ ∘ C = 0, poskol~ku, po kraæneæ mere, gomologiqeski, B^′ moßno vytolknut~ iz sloØ σ^{−1}O_i. Nakonec, esli C = B, to

B^′ ∘ B = B^′ ∘ (B^′ − ∑ F_i) = (B^′)^2 > 0.

Voz~mem kakoe-nibud~ r ∈ { −^{n−1}_n , . . ., −^1_n } . Poskol~ku divizor nE − σ^∗B qislenno ffkvivalenten nul¸, to para (L, D) = ((r + 1)nE, (r + 1)σ^∗B − εB^′), ε > 0, udovletvorØet predpoloßeniØm teoremy 4.2, i, sledovatel~no, H^1 ( Y ; ω_Y ((r + 1)nE − ⌊D⌋) ) = 0. Teper~ zametim, qto esli ε dostatoqno malo, to puqok R_r = ω_Y ((r + 1)nE − ⌊D⌋) soderßit S_r = [ q_∗ω ~X ] r, i v proobraze okrestnosti osoboæ toqki O_i krivoæ B on sovpadaet libo s S_r (esli O_i ∈ S_+ ), libo s S_r0 pri nekotorom r^′ < r (esli O_i ∈ S_{exc} ). V qastnosti, ots¸da vytekaet, qto

(1) R^iσ_∗R_r = 0 pri i > 0. (�to utverßdenie lokal~no po X, i primenimo predloßenie 3.1, p. (3).)

(2) H^1(X; σ_∗R_r ) = 0. (�to sleduet iz (1).) Nakonec, (3) imeetsØ korotkaØ toqnaØ posledovatel~nost~: 0 −→ [ p_∗ωe_Y ] r −→ σ_∗R_r −→ ⨁ O_i ∈S_{exc} J_r (B|O_i)/J_r (B|O_i) −→ 0. Pofftomu toqnaØ kogomologiqeskaØ posledovatel~nost~ ⨁ O_i ∈S_{exc}

H^0 ( X; J_r (B|O_i)/J_r (B|O_i) ) −→H^1 ( X; [ p_∗ωe_Y ] r ) −→H^1 ( X; σ_∗R_r ) daet h_r( ~Y )=dimC H^1 ( X; [ p_∗ω e_X ] r ) 6

6^∑_{Oi∈Sexc}dimC H^{0(}X; J r(B|Oi)/Jr (B|Oi)^) =^∑_{Oi∈Sexc} hr (B|Oi),

otkuda sleduet teorema. �

156 A. I. DEGT˚REV

Literatura

1. A. Bartolo, Fundamental group of a class of rational cuspidal curves. — Manuscripta Math. 93 (1997), 273–281.

2. A. Bartolo, H. Tokunaga, Zariski pairs of index 19 and Mordell-Weil groups of

K3 surfaces. — Proc. London Math. Soc. (3) 80 (2000), 127–144.

3. A. I. DegtØrev, TopologiØ kompleksnyh ploskih proektivnyh algebraiqeskih krivyh. Diss. kand. fiz.-mat. nauk, LGU, 1987.

4. A. I. Degtyarev, Alexander polynomial of a curve of degree six. — J. Knot Theory and Ramif. 3 (1994), 439–454.

5. A. I. DegtØrev, Kvintiki v Cp^2 s neabelevoæ fundamental~noæ gruppoæ.

— Algebra i analiz 11, ˝ 5 (1999), 130–151.

6. A. Dimca, Singularities and topology of hypersurfaces. Springer-Verlag (1992). 7. F. Hirzebruch, The signature of ramified coverings. Global Analysis. Papers in honor of K. Kodaira. 1969, pp. 253–265.

8. J. Kollár, Higher direct images of dualizing sheaves. — Ann. Math. 123 (1986), 11–42.

9. A. Libgober, Alexander polynomial of plane algebraic curves and cyclic multiple planes. — Duke Math. J. 49 (1982), 833–851.

10. J. Milnor, Singular points of complex hypersurfaces. Ann. Math. Stud., Vol. 61, Princeton, New Jersey (1968), Princeton Univ. Press.

11. Y. Miyaoka, On the Mamford–Ramanujam vanishing theorem on a surface.

Géométrie alg. d’Angers. Oslo (1979), pp. 239–248.

12. B. G. Moishezon, Stable branch curves and braid monodromies. — Lect. Notes Math. 862 (1981), 107–192.

13. M. V. Nori, Zariski conjecture and related problems. — Ann. Sci. Éc. Norm. Sup., 4 série 16 (1983), 305–344.

14. M. Oka, Some plane curves whose complement have non-abelian fundamental group. — Math. Ann. 218 (1978), 55–65.

15. H. Tokunaga, Some examples of Zariski pairs arising from certain elliptic K3 surfaces. II. Degtyarev’s conjecture. — Math. Z. 230 (1999), 389–400.

16. K. Tono, On the fundamental group of the complement of certain affine hypersurfaces. — Manuscripta Math. 97 (1998), 75–79.

17. A. Varqenko, Asimptotiqeskie struktury Hodßa v isqeza¸wih kogomologiØh. — Izv. AN SSSR, Ser. mat. 45 (1981), 540–591.

18. E. Viehweg, Vanishing theorems. — J. Reine Angew. Math. 335 (1982), 1–8. 19. O. Zariski, On the irregularity of cyclic multiple planes. — Ann. Math. 32 (1931), 485–511.

Degtyarev A. A divisibility theorem for the Alexander polynomial of a plane algebraic curve.

An upper estimate for the Alexander polynomial of an algebraic curve is obtained, which sharpens Libgober’s estimate in terms of the local polynomials at the singular points of the curve: only those singular points may contribute to the Alexander polynomial of the curve that are in the excess of the hypothesis of Nori’s vanishing theorem.

Postupilo 21 dekabrØ 2000 g.

Bilkent University, Ankara, Turkey e-mail degt@fen.bilkent.edu.tr