Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

A. M. Verxik

PREDEL^NYE FORMY TIPIQNYH GEOMETRIQESKIH KONFIGURACI` I IH PRILOȷENI˚

Dorogomu Viktoru Abramoviqu k 80-leti¸

Pomn¸, kak studentom pervogo kursa mat-meha LGU Ø posewal krußok, kotoryæ masterski vel V. A. Zalgaller. Geometriqeskiæ zarØd, poluqennyæ v te gody, Ø owuwal vo vseæ dal~neæxeæ rabote. Viktor Abramoviq – ne tol~ko zameqatel~nyæ geometr, no i blestØwiæ lektor, ume¸wiæ dohodqivo rasskazyvat~ o sloßnyh problemah i ih rexeniØh. ˚ risknul dat~ v sbornik, posvØwennyæ ego vos~midesØtileti¸, zapis~ moeæ populØrnoæ lekcii, proqitannoæ v Moskovskom nezavisimom universitete 29 marta 2001 g.

Vvedenie

VybiraØ temu segodnØxnego doklada, Ø rexil, qto zdes~ luqxe rasskazyvat~ o qem-to oqen~ konkretnom, a ne ob obwih teoriØh, kakimi by krasivymi oni ni byli. ˚ rasskaßu o neskol~kih konkretnyh zadaqah, kotorymi hotel by zainteresovat~ molodeß~. �ti zadaqi – ne oqen~ drevnie. Takoæ tip zadaq poØvilsØ let 30 s nebol~xim nazad. Seæqas ffta tematika rascvela, qto moßno bylo predvidet~ zaranee, poskol~ku podobnye voprosy qasto vstreqa¸tsØ v samyh raznyh oblastØh.

˚ budu govorit~, skoree, o geometriqeskom i kombinatornom urovne i ne budu podrobno govorit~ o svØzØh, naprimer, s teorieæ predstavleniæ, analizom, statistiqeskoæ fizikoæ i t. d. ˚ prosto dam neskol~ko primerov (tri ili bol~xe), qtoby vy poquvstvovali vkus fftih zadaq. Zdes~ daße russkaØ terminologiØ ewe ne vpolne ustoØlas~, termin “predel~naØ forma” (kal~- ka s termina limit shape, prinØtogo na Zapade) – ne oqen~ horoxiæ perevod na russkiæ Øzyk. Termin “forma” voobwe oqen~ 73

74 A. M. VERXIK peregrußen: est~ formy differencial~nye, kvadratiqnye i t. d. Pofftomu moßno rexit~, qto req~ idet o qem-to drugom. V moeæ lekcii req~ poædet faktiqeski o vizual~noæ forme v samom bukval~nom smysle – o predel~nom risunke nekotoroæ razviva¸- weæsØ konfiguracii. ˚ daße kogda-to i predlagal govorit~ ne “forma”, a “risunok” ili “predel~naØ konfiguraciØ”.

My govorim o nekotoroæ vizual~noæ dinamike. V naqal~nyæ moment niqego ne bylo. Potom poØvlØetsØ nekiæ ob¨ekt, kotoryæ moßno narisovat~ ili kak-to izobrazit~ – konfiguraciØ. Est~ kakie-to pravila (veroØtnostnye ili determinirovannye), po kotorym ona razvivaetsØ. Nas interesuet asimptotiqeskoe povedenie: qto budet v predele s fftoæ konfiguracieæ, s fftoæ geometriqeskoæ konstrukcieæ, kogda vremØ idet k beskoneqnosti.

RazumeetsØ, v taku¸ obwu¸ postanovku ukladyvaetsØ qut~ li ne vse na svete. Qtoby izuqat~ soderßatel~nu¸ matematiqesku¸ zadaqu, klass konfiguraciæ nußno ograniqit~, qto my i sdelaem.

Kak vsegda, matematiki, berØ bol~xu¸ problemu, voznikxu¸ iz fiziki, mehaniki, biologii i dr., vse uprowa¸t do karikatury, a potom vydelØ¸t udobnyæ i ffstetiqnyæ qastnyæ sluqaæ, kak pravilo, samyæ prostoæ, i dolgo-dolgo ego izuqa¸t, ne slixkom obrawaØ vnimanie na to, naskol~ko on sam po sebe nußen i svØzan s ishodnymi problemami. No i ot fftogo na samom dele pol~za toße est~, hotØ i ne ta, na kotoru¸, vozmoßno, byla nadeßda. Zadaqi, o kotoryh poædet req~, voznikli iz ffstetiqeskih soobraßeniæ i soobraßeniæ estestvennosti. Davno izvestno, qto takoæ princip otbora sovsem neploho rabotaet v matematike i deæstvitel~no privodit k poleznym priloßeni- Øm. Shema postanovki zadaq. Privedu snaqala v oqen~ obweæ for-

me shemu postanovki naxih zadaq. Predstav~te sebe, qto na ploskosti (ili v mnogomernom prostranstve, mnogoobrazii i t.p.) zadan klass figur, inogda govorØt, “zvereæ” – naprimer, vypuklyh mnogougol~nikov, koneqnyh podmnoßestv celoqislennoæ rexetki, kakih-nibud~ kartinok i t. d., kotorye po opredelennym pravilam ffvol¸cioniru¸t vo vremeni i prostranstve – rastut, izmenØ¸tsØ, uveliqiva¸tsØ v razmerah.

Parametrom moßet byt~ vremØ ili kakaØ-nibud~ drugaØ ha-

PREDEL^NYE FORMY 75 rakteristika – protØßennost~, plowad~ i pr.

Pravila ffvol¸cii mogut byt~ lokal~nymi (rost qernil~nogo pØtna – izmenenie v dannoæ toqke opredelØetsØ ee okrestnost~¸) ili global~nymi – figura podvergaetsØ nelokal~nomu preobrazovani¸. Oni mogut byt~ determinirovannymi – odnoznaqnaØ ffvol¸ciØ – ili stohastiqeskimi, kogda xag ffvol¸cii s kakoæto veroØtnost~¸ privodit k toæ ili inoæ novoæ figure.

Zatem masxtabiruem ves~ process, normiruØ figury v zavisimosti ot naxego parametra (naprimer, vremeni), i smotrim, kakoæ poluqaetsØ v predele beskoneqnogo vremeni rezul~tat – kakaØ-to odna figura (“predel~naØ forma”), ili sluqaænaØ forma, ili voobwe net nikakogo osmyslennogo predela.

Primer iz biologii – ffvol¸ciØ koloniæ kletok ili rasprostranenie infekcii, primer iz zanimatel~noæ matematiki – igra “ȷizn~” KonveØ, primer iz teorii predstavleniæ – ffvol¸- ciØ diagramm ınga i mnogoe, mnogoe drugoe. Kaßdyæ sam moßet predloßit~ zadaqi takogo tipa.

Pereædem k toqnym postanovkam. Naqnem s zadaqi, ob¨Øvlennoæ v annotacii moego doklada.

§1. Predel~naØ forma vypuklyh celoqislennyh mnogougol~nikov

Istoriqeski ffto – ne pervaØ zadaqa. No, moßet byt~, s nee sleduet naqat~, potomu qto ona krasiva, oqen~ prosto formuliruetsØ, netrivial~no rexaetsØ i rexena byla sravnitel~no nedavno.

1.1. Celoqislennye mnogogranniki. Rassmotrim rexetku Z^d

⊂ R^d i vypuklye celoqislennye (v tom smysle, qto ih verxiny

leßat na rexetke) mnogogranniki v R^d. Real~no nas interesuet sluqaæ d = 2, no poka rassmotrim obwiæ sluqaæ.

Qtoby izbavit~sØ ot lixnih parametrov, luqxe s samogo naqala sqitat~, qto mnogogrannik zadan s toqnost~¸ do translØciæ (sdvigov) i lineænyh preobrazovaniæ, sohranØ¸wih ob¨em, – fflementov gruppy SL_d(Z). Ne budem razliqat~ mnogogranniki, kotorye moßno perevesti drug v druga s pomow~¸ fftih affinnyh preobrazovaniæ rexetki Z^d.

Krome togo (propustim fftot perehod), moßno sqitat~, qto rassmatrivaemye mnogogranniki nahodØtsØ v celoqislennom kube

I^d(n) = {0, 1, . . ., n−1}^d. (˚sno, qto ffto ne sovsem odno i to ße, no

76 A. M. VERXIK dlØ dal~neæxih rassußdeniæ ime¸weesØ zdes~ razliqie ne suwestvenno. Prover~te, qto, fiksiruØ centr tØßesti mnogogrannika i primenØØ lineænoe preobrazovanie s opredelitelem 1, moßno “zagnat~” mnogogrannik v kub fiksirovannogo razmera, zavisØwego lix~ ot ob¨ema mnogogrannika.)

1.2. Postanovka zadaqi. Vvedem na mnoßestve vseh takih vypu-

klyh mnogogrannikov ravnomernoe raspredelenie, t. e. sqitaem, qto vse oni ravnoveroØtny. Qtoby postavit~ predel~nu¸ zadaqu, udobno vse “zagnat~” v nastoØwiæ ediniqnyæ kub [0, 1]^d. DlØ fftogo vmesto celoqislennoæ rexetki rassmotrim rexetku s xagom 1/n. Togda kub I^d(n) pereædet v ediniqnyæ kub, a mnogogranniki okaßutsØ na racional~noæ rexetke. Mnoßestvo vseh mnogogrannikov v ediniqnom kube, verxiny kotoryh leßat na rexetke s xagom 1/n, oboznaqim qerez CLP^d(n).

�to i est~ vyxeupomØnutoe masxtabirovanie; ono, koneqno, udobno. HotØ pri raznyh n rexetki nikak ne soglasovany (nahodØtsØ v obwem poloßenii), tem ne menee, predel~naØ zadaqa postavlena korrektno, potomu qto teper~ moßno ustremit~ n k beskoneqnosti i zadat~ glavnyæ vopros: “Suwestvuet li predel~naØ forma?”

1.3. Predel~naØ forma. Zametim, qto nikakoæ prØmoæ ffvol¸-

cii zdes~ net, hotØ ee i moßno opredelit~. Inaqe govorØ, my ne ukazyvaem, kak iz mnogogrannika s verxinami na rexetke s xagom 1/n poluqit~ determinirovannyæ ili sluqaænyæ mnogogrannik s verxinami na rexetke s xagom 1/(n + 1). My prosto zadaem, kak govorØt, statistiku na mnoßestve mnogogrannikov – v dannom sluqae, ravnomernu¸ pri kaßdom n – i stavim vopros o ee predele. Zametim, qto parametr zadaqi – uße ne ob¨em mnogogrannika, a n – znamenatel~ xaga rexetki.

Qto oznaqaet suwestvovanie predel~noæ formy? �to vopros uße predpolagaet hotØ by gipotetiqeskiæ otvet. A imenno, skaßem, qto predel~naØ forma suwestvuet, esli suwestvuet vypukloe mnoßestvo Ω ⊂ [0, 1]^d takoe, qto dlØ l¸bogo ε > 0 naædetsØ takoæ nomer N , qto pri n > N #{A ∈ CLP^d(n) : r(A, Ω) < ε} ¿ (1 − ε) · #CLP^d(n). gde r – rasstoØnie po Hausdorfu.

Inymi slovami, esli rassmotret~ vse mnogogranniki A ∈

CLP^d(n), ot kotoryh rasstoØnie po Hausdorfu do mnoßestva Ω

PREDEL^NYE FORMY 77 men~xe ε, to ffto budut poqti vse mnogogranniki iz CLP^d(n). Poskol~ku my govorili o ravnomernoæ mere, to suwestvovanie predel~noæ formy oznaqaet, qto po ravnomernoæ mere veroØtnost~ dlØ vypuklogo mnogogrannika popast~ v ε-okrestnost~ mnoßestva Ω budet poqti 1.

Esli ffto tak, to mnoßestvo Ω i nazyvaetsØ predel~noæ formoæ. No nikto ne skazal, qto ffto tak. Bolee togo, do sih por ne izvestno, suwestvuet li predel~naØ forma vypuklyh mnogogrannikov vo vseh razmernostØh d i daße v razmernosti 3. Izvestno lix~, qt&o poluqaetsØ pri d = 2, i ob fftom Ø seæqas rasskaßu.

1.4. Predel~naØ mera. V principe, moglo by okazat~sØ, qto ni-

kakoæ predel~noæ formy ne suwestvuet, i vypukloe mnoßestvo v predele budet, tak skazat~, “dyxat~”. T. e. kakaØ-to qast~ mnogogrannikov stremitsØ priblizit~sØ k odnoæ forme, a drugaØ qast~ poædet k drugoæ. I nikto ne znaet, ne budet li tak pri

d ¿ 3. Est~ drugie zadaqi, gde delo obstoit imenno tak.

Esli vse ße predel~naØ forma suwestvuet, to s toqki zreniØ obweæ teorii fftot sluqaæ moßno nazvat~ “ffrgodiqeskim”, a sam fakt stremleniØ v tom ili inom smysle k predel~noæ forme – zakonom bol~xih qisel. Pravda, fftot zakon sovsem ne pohoß na te, kotorye obyqno izuqa¸t v tradicionnoæ teorii veroØtnosteæ.

V sluqae, kogda predel~noæ formy net, ostaetsØ vopros o suwestvovanii predel~noæ mery, kotoru¸ moßno ponimat~ kak “dyxawu¸” predel~nu¸ formu. Sluqaæ suwestvovaniØ predel~- noæ formy sootvetstvuet tomu, qto predel~naØ mera na formah sosredotoqena v odnoæ “toqke”, a imenno, v predel~noæ forme. No moßet byt~ ewe i tak, qto daße i predel~noæ mery ne suwestvuet. K sqast~¸, v horoxih zadaqah takie patologii poka ne vstreqa¸tsØ.

Blißaæxie 10 minut Ø posvØwu formulirovke otveta dlØ

d = 2 i dvum metodam, privodØwim k rexeni¸ fftoæ zadaqi.

MoØ cel~, poßaluæ, – proill¸strirovat~ raznye metody. Otvet zdes~ neskol~ko udivitel~nyæ. Povtor¸, poka zadaqa rexena tol~ko dlØ d = 2.

1.5. Sluqaæ d > 2. DlØ d > 2 edinstvennoe, qto naædeno – ffto

asimptotika qisla #CLP^d(n), qto toße ØvlØetsØ netrivial~noæ zadaqeæ. TakaØ ocenka snaqala byla dana V. I. Arnol~dom v 1980 g. (Funkc. anal. 14:2, 1980). On, pravda, ne znal, qto do fftogo uße byli raboty na fftu temu (R. Andrews). Potom ffta ocenka

78 A. M. VERXIK byla utoqnena. ToqnaØ po porØdku ocenka dlØ proizvol~nogo d byla poluqena v naxeæ rabote s Imre Baran~ (GAFA, 2:1, 1992), i ffto – ocenka tol~ko v logarifmiqeskom porØdke, k tomu ße bez toqnoæ konstanty.

A dlØ d = 2 moßno dat~ toqnu¸ ocenku logarifma s konstantoæ. V 1980 g. Ø postavil zadaqu o predel~noæ forme v tom vide, kak ffto bylo sformulirovano vyxe. Bylo Øsno, qto ocenka qisla mnogogrannikov zdes~ prigoditsØ. I imenno ona i pozvolila dovesti do konca rexenie zadaqi o predel~noæ forme dlØ d = 2.

OkazyvaetsØ, logarifm qisla vypuklyh celoqislennyh mnogogrannikov ob¨ema n^d s toqnost~¸ do affinnyh preobrazovaniæ (ili, qto toße samoe, qislo vseh vypuklyh mnogogrannikov v ediniqnom kube s verxinami na rexetke s xagom 1/n bez ograniqeniØ na ih ob¨em, kotoryæ, oqevidno, men~xe edinicy) rastet kak n^{d(d−1)/(d+1)}, ffto – dvustoronnØØ ocenka (bez ukazaniØ konstant). DlØ d = 2 izvestna daße konstanta: ona ravna 3^3 √ ζ(3), gde ζ(·) – dzeta-

funkciØ Rimana. Neznanie toqnoæ konstanty (esli ona est~) dlØ

d > 2 kak raz i ne daet vozmoßnosti rexit~ zadaqu dlØ starxih

razmernosteæ.

Ris. 1.

1.6. Polnyæ otvet dlØ d = 2. On sostoit v sledu¸wem: pre-

del~naØ forma ograniqena krivoæ √ 1 − |x| + √ 1 − |y| = 1

PREDEL^NYE FORMY 79 (ris. 1). Prowe fftu krivu¸ moßno opisat~ tak. Voz~mem parabolu √ x+ √y = 1, x ∈ [0, 1], i sostavim iz qetyreh takih parabol

krivu¸, izobraßennu¸ na ris. 1.

Qto zdes~ udivitel~nogo? Vo-pervyh, sovsem neØsno, poqemu predel~naØ forma dolßna suwestvovat~. Ved~ my naqali s togo, qto vzØli prosto ravnomernoe raspredelenie na vseh vypuklyh mnogougol~nikah. I soverxenno neponØtno, poqemu vse oni koncentriru¸tsØ okolo odnoæ krivoæ.

Seæqas stanet Øsna nekaØ priqina dlØ takogo udivitel~nogo otveta. Zaranee skaßu, qto otvet fftot svØzan s tem, qto my s samogo naqala postavili zadaqu v kvadrate, i vid otveta opredelØetsØ rol~¸ graniqnyh usloviæ. Esli stavit~ svobodnu¸ zadaqu, t. e. fiksirovat~ tol~ko plowad~, to otvet budet drugoæ (sluqaænyæ ffllips ediniqnoæ plowadi, k fftomu my ewe vernemsØ; sm. p. 1.17). Rexenie zadaqi v kvadrate ØvlØetsØ xagom k rexeni¸ svobodnoæ zadaqi.

1.7. Razliqnye podhody k rexeni¸. Teper~ pokaßem, kak re-

xaetsØ ffta zadaqa, i daße dvumØ sposobami. Pervyæ sposob byl predloßen mnoæ i Imre Baran~. On svØzan s analitikoæ, kotoraØ polezna sama po sebe, a imenno – s teorieæ vektornyh razbieniæ. Posle fftogo Sinaæ vzglØnul na ffto s toqki zreniØ statistiqeskoæ fizike i, primenØØ idei bol~xogo kanoniqeskogo ansamblØ, dal drugu¸ shemu rexeniØ.

Ob fftom ewe poædet req~ dal~xe; metod bol~xogo kanoniqeskogo ansamblØ izobreten oqen~ davno fizikami i oqen~ polezen vo vseh takih voprosah. V teorii veroØtnosteæ perehod k bol~xomu ansambl¸ takße upotreblØ¸t, no nazyva¸t puassonizacieæ. No i v kombinatorike on upotreblØetsØ i nazyvaetsØ metodom proizvodØwih funkciæ i t. d.

Davaæte snaqala pogovorim pro nax metod, v kakom-to smysle fflementarnyæ, hotØ on i ispol~zuet ser~eznye, naprimer, kompleksnye analitiqeskie metody i formulu Koxi.

1.8. Nezamknutye lomanye i vektornye razbieniØ. Davaæte

nemnogo izmenim zadaqu. Preßde vsego, vmesto mnogougol~nika, t. e. zamknutoæ vypukloæ lomanoæ, rassmotrim nezamknutu¸ lomanu¸. Postavim zadaqu tak. Rassmotrim vypuklye lomanye s verxinami na rexetke s xagom 1/n, soedinØ¸wie toqki (0, 0) i

(1, 1). Zadaqa sostoit v tom, qtoby opredelit~, skol~ko takih

lomanyh, a zatem – skazat~, sosredotaqiva¸tsØ li oni okolo

80 A. M. VERXIK kakoæ-to odnoæ krivoæ ili “razmazyva¸tsØ” v kakoæ-to oblasti s nekotoroæ veroØtnost~¸.

V qem zdes~ rol~ razmernosti 2? V tom, qto na ploskosti, v otliqie ot mnogomernogo i daße trehmernogo sluqaØ, mnoßestvo takih lomanyh oqen~ horoxo parametrizuetsØ.

�ta parametrizaciØ stroitsØ sledu¸wim obrazom. VernemsØ na vremØ k celoqislennym rexetkam, t. e. rassmotrim vypuklye lomanye s celoqislennymi verxinami, soedinØ¸wie toqki (0, 0) i (n, n). S kaßdoæ lomanoæ moßno sopostavit~ razloßenie vektora (n, n) vida (n, n) = ∑ (m_i, k_i), gde (m_i, k_i) – celoqislennye vektory. (Summirovanie zdes~ proizvoditsØ po koordinatam, t. e. n = ∑ m_i i n = ∑ k_i.)

�to razloßenie – neuporØdoqennoe; za porØdkom my ne sledim. Delo v tom, qto esli vzØt~ neuporØdoqennoe razloßenie, a potom uporØdoqit~ po vozrastani¸ ugla, to tem samym iz vseh vozmoßnyh razloßeniæ budet vybrano odno. Pofftomu meßdu klassami ffkvivalentnosti razloßeniæ po vsevozmoßnym perestanovkam slagaemyh i vypuklymi krivymi est~ vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie; iskl¸qenie – tot sluqaæ, o kotorom seæqas budet skazano. Faktiqeski u nas est~ to, qto nazyvaetsØ razbieniem, tol~ko ne dlØ odnogo natural~nogo qisla, a dvuh qisel, t. e. vektornoe razbienie.

Moßet sluqit~sØ, qto na zven~Øh lomanoæ est~ celye toqki. Togda uporØdoqenie po uglu ne vpolne opredeleno – kak uporØdoqit~ kollinearnye storony? Tak qto, strogo govorØ, biekcii net: esli zveno lomanoæ soderßit neskol~ko celyh toqek, to neponØtno, kakie toqki sqitat~ ran~xe. Qtoby iskl¸qit~ fftot sluqaæ, davaæte s samogo naqala sqitat~, qto (m_i, k_i) = 1, t. e. qisla m_i i k_i vzaimno prosty. Togda problema isqezaet – celyh toqek net, kaßdomu slagaemomu otveqaet v toqnosti odna storona.

Vektornye razbieniØ bez proporcional~nyh slagaemyh budem nazyvat~ strogimi. PoluqaetsØ biekciØ meßdu vypuklymi krivymi i strogimi (i neuporØdoqennymi) razbieniØmi vektora

(n, n) v summu celoqislennyh vektorov.

�to uße pervyæ xag. S nego vse i naqalos~. Dal~xe vstupaet v igru kombinatornaØ teoriØ razbieniæ, kotoraØ seæqas stanovitsØ populØrnoæ; togda ona byla ne oqen~ izvestnoæ. ˚ o neæ

PREDEL^NYE FORMY 81 skaßu dva slova.

1.9. KombinatornaØ teoriØ razbieniæ. Qto nam nußno? Nam

nußno znat~ qislo vypuklyh lomanyh, t. e. qislo strogih raz-

bieniæ. Pust~ p(str.)_2 (n, q) – qislo strogih razbieniæ vektora

(n, q). DlØ p(str.)_2 (n, q) est~ proizvodØwaØ funkciØ.

No snaqala napomnim, qto takoe obyqnye razbieniØ natural~- nogo qisla, i vspomnim formulu �ælera. Rassmotrim neuporØdoqennye razbieniØ qisla n v summu natural~nyh slagaemyh:

n = n_1 + · · · + n_k. DlØ funkcii p_1(n) = p(n) est~ znamenitaØ pro-

izvodØwaØ funkciØ n∏ k=1 1 1 − x^k = ∞∑ n=0 p(n)x^n. �to – standartnaØ tema i odna iz osnovnyh formul kombinatornoæ teorii qisel. Ee dokazatel~stvo – nesloßnoe upraßnenie dlØ xkol~nikov.

Kak ße vyglØdit formula v sluqae vektornyh razbieniæ? OkazyvaetsØ, qto ona ne namnogo sloßnee i oqen~ pohoßa na predyduwu¸: ∏ 1 1 − x^ky^s = ∞∑ n,q=0 p_2(n, q)x^ny^q . �to – formula dlØ proizvodØweæ funkcii vseh dvumernyh vektornyh razbieniæ, a nam nußny tol~ko strogie razbieniØ. Raznica v tom, qto v fftom sluqae proizvedenie beretsØ ne po vsem, a tol~ko po vzaimno prostym k i s: ∏ (k,s)=1 1 1 − x^ky^s = ∞∑ n,q=0 p(str.) 2 (n, q)x^ny^q . �to i est~ nußnaØ nam proizvodØwaØ funkciØ.

Tem samym my perexli v oblast~ teorii asimptotiqeskih formul, metoda Laplasa, metoda perevala i t. d. Kak naæti asimptotiku kofffficientov Tffælora izvestnoæ proizvodØweæ funkcii? DlØ funkciæ ot odnoæ peremennoæ ffto – klassiqeskaØ tema, kotoru¸ naqali Hardi i Ramanudßan. Izvestno, qto dlØ

p(n) imeet mesto sledu¸waØ asimptotika:

ln p(n) = 2π √ 6 √ n ( 1 + o(1) ) .

82 A. M. VERXIK

Na samom dele, Hardi i Ramanudßan, a pozße Rademaher, naxli ves~ asimptotiqeskiæ rØd. �to – znamenitaØ tematika. O neæ, navernoe, mnogie qitali v vospominaniØh Hardi i Litlvuda o Ramanudßane (o tom, kak on ugadal kofffficient 1/24). Poqitaæte ffti vospominaniØ, ffto – zameqatel~nyæ ffpizod istorii matematiki 20-go veka, ill¸striru¸wiæ, kak v naxeæ nauke mogut proØvlØt~sØ i poØvlØt~sØ samye original~nye talanty.

DlØ funkciæ ot ¿ 2 peremennyh delo obstoit gorazdo sloßnee: asimptotika uße suwestvenno zavisit ot sootnoxeniØ meßdu n i q. Esli odnoæ iz fftih peremennyh net, to my nahodimsØ v ramkah sluqaØ odnoæ peremennoæ, a esli n = q (kak u nas), to asimptotika budet sovsem drugaØ. V fftom priqina sloßnosti i nerazrabotannosti metoda perevala dlØ mnogih peremennyh.

˚ skaßu tol~ko otvet. On moßet byt~ poluqen sravnitel~no prostym obobweniem odnomernogo sluqaØ, poskol~ku nas interesuet diagonal~naØ asimptotika. Bolee toqno, fftot otvet veren dlØ oblasti √q 6 n 6 q^2. K sqast~¸, nam bol~xe niqego ne nuß- no. Asimptotika takova:

ln p(str.)

2 (n, q) = 3^3 √ ζ(3)(nq)^{1/3} ( 1 + o(1) ) . Vot qto daet obyqnaØ tehnika. Esli n = q, to poluqaetsØ Cn^{2/3}, gde C – konstanta. Pokazatel~ 2/3 oqen~ vaßen i ego poØvlenie nesluqaæno – on ne raz voznikaet v dvumernoæ geometrii.

AnalitiqeskaØ qast~ rexena. Teper~ my znaem koliqestvo vypuklyh krivyh, soedinØ¸wih toqki (0, 0) i (n, n), i moßem ispol~zovat~ fftot rezul~tat dlØ rexeniØ drugih zadaq. Zadaqa, k kotoroæ my perehodim, daße qut~ bolee obwaØ, qem ishodnyæ vopros o predel~noæ forme. A imenno, budet dan nekiæ variacionnyæ princip, vyteka¸wiæ iz fftoæ ocenki. Budem iskat~ krivu¸ kak rexenie variacionnoæ zadaqi, a potom opravdyvat~, poqemu ffto – imenno to, qto nußno.

1.10. GlobalizaciØ zadaqi. Davaæte modificiruem postanov-

ku ishodnoæ zadaqi. Prosto rassmotrim proizvol~nu¸ vypuklu¸ krivu¸ γ, okrußim ee ε-poloskoæ i zadadim vopros: “Skol~ko vypuklyh lomanyh soderßitsØ v fftoæ ε-poloske?”

Zadaqa kak by globalizuetsØ. Pervonaqal~no my niqego ne fiksirovali, krome naqal~noæ i koneqnoæ toqek, t. e. rexali v kakom-to smysle lokal~nu¸ zadaqu. Pofftomu esli my vzØli ne

PREDEL^NYE FORMY 83 dve dalekie toqki, a kakoæ-to malen~kiæ kvadratik, i sprosili, skol~ko vypuklyh krivyh v fftom malen~kom kvadratike, to otvet uße dan.

A teper~ globalizuem zadaqu: sqitaem, qto u nas est~ kakaØto krivaØ, i hotim vyØsnit~, skol~ko vypuklyh lomanyh leßit v ee okrestnosti. OkazyvaetsØ, qto vypisannaØ vyxe ocenka nemedlenno daet otvet, kotoryæ na pervyæ vzglØd vyglØdit soverxenno udivitel~nym. Vo vsØkom sluqae, kogda Ø provel vyqisleniØ i naxel fftu formulu, to byl oqen~ udivlen. (Moßet byt~, i potomu, qto po negramotnosti ne znal, qto neqto podobnoe vstreqalos~ uße dovol~no davno. Vproqem, esli by i znal, – vse ravno ffto udivitel~no.)

1.11. Otvet. On sostoit v sledu¸wem. Pust~ dana krivaØ γ

(parametr ne ukazyvaem, potomu qto otvet budet dan v invariantnoæ forme, ne zavisØweæ ot parametrizacii krivoæ). Pust~

CLP_n(γ, ε) – koliqestvo vypuklyh rexetoqnyh (s xagom 1/n) lo-

manyh v ee ε-okrestnosti. OkazyvaetsØ, qto esli ε ≪ 1, to

lim_{n→∞} n^{−2/3} ln CLP_n(γ, ε) = 3^3 √ ζ(3) ∫ γ κ(s)^{1/3}ds, gde κ(s) – krivizna krivoæ kak funkciØ toqki na krivoæ, s – natural~nyæ parametr.

Qto takoe ∫ γ κ(s)^{1/3}ds? DlØ krivoæ y = f(x) ffto – prosto ∫_1 0 f^{′′}(x)^{1/3}dx. �to vyraßenie v differencial~noæ geometrii

davno vstreqalos~ – naskol~ko Ø ponima¸, s 1920-h godov. Naprimer, ono imeetsØ v knige BlØxke “Kurs differencial~noæ geometrii”, poqemu-to ne perevedennoæ na russkiæ Øzyk. Ono nazyvaetsØ affinnoæ dlinoæ krivoæ.

Kstati, v mnogotomnom amerikanskom uqebnike differencial~noæ geometrii Spivaka affinnoæ differencial~noæ geometrii posvØweno stranic 20. �to soverxenno osobaØ geometriØ: affinnaØ dlina krivoæ vyraßaetsØ qerez vtoru¸ proizvodnu¸, krivizna – qerez qetvertu¸ proizvodnu¸, i vsØkie drugie “ußasy”. Na russkom Øzyke est~ tol~ko trudno qitaemaØ kniga otca i syna Xirokovyh, napisannaØ v koordinatnyh tradiciØh. Luqxe qitat~ knigu BlØxke. Tam est~ zameqatel~naØ interpretaciØ affinnoæ dliny v terminah plowadeæ i ogiba¸wih.

84 A. M. VERXIK

I vse ße vse ffto udivitel~no. Naqali my s celoqislennoæ zadaqi, zadaqi o rexetkah, a poluqili vyraßenie, kotoroe po- ØvlØlos~ v differencial~noæ geometrii, gde nikakih rexetok ne predpolagaetsØ, a affinnaØ dlina voznikaet soverxenno v drugoæ svØzi.

1.12. Odna fflementarnaØ zadaqa. Vot zadaqa, pokazyva¸waØ,

poqemu vyskakivaet kubiqeskiæ koren~ iz vtoroæ proizvodnoæ. My dolßny global~nu¸ zadaqu svesti k lokal~noæ. Voz~mem krivu¸, provedem kasatel~nye v dvuh toqkah, postroim po nim parallelogramm, a zatem sosqitaem, skol~ko v nem lomanyh s racional~nymi verxinami. No ffto to ße samoe, qto naæti koliqestvo takih lomanyh v prØmougol~nike, a ono nam uße izvestno – parametrom slußit plowad~ fftogo parallelogramma (ili prØmougol~nika): ee legko podsqitat~, i ona vyraßaetsØ qerez vtoru¸ proizvodnu¸ (i imenno qerez kubiqeskiæ koren~ iz vtoroæ proizvodnoæ – prover~te; inaqe govorØ, v otvet voædet integral ot kubiqeskogo kornØ iz vtoroæ proizvodnoæ, t. e. affinnaØ dlina).

Pofftomu moßno skazat~, qto ∫ γ κ(s)^{1/3}ds, t. e. affinnaØ dlina,

opredelØet metriku, po otnoxeni¸ k kotoroæ vsØkaØ parabola, kak i krivaØ √ x + √ y = 1, kotoru¸ Ø risoval v naqale lekcii,

ØvlØetsØ geodeziqeskoæ. Pofftomu my rexili zadaqu o geodeziqeskih v affinnoæ geometrii.

Kstati, obyqnaØ krivizna v toqke daet evklidov, no ne affinnyæ invariant, a esli vzØt~ integral ot kakoæ-to stepeni krivizny, to affinnym invariantom budet tol~ko κ(s)^{1/3}. Pofftomu moßno bylo predvidet~, qto esli otvet na fftu zadaqu v differencial~nyh terminah suwestvuet, to on dolßen byt~ imenno takim; nikakogo drugogo affinno invariantnogo funkcionala vtorogo porØdka net.

1.13. VariacionnaØ zadaqa. Dal~xe moßno bylo by skazat~

tak: “My vyqislili asimptotiku qisla lomanyh v okrestnosti l¸boæ dvaßdy differenciruemoæ krivoæ, a teper~ davaæte prosto rexim variacionnu¸ zadaqu, naædem maksimum funkcionala – qisla lomanyh po vsem krivym.” �to legko sdelat~, – funkcional oqen~ prostoæ – i poluqitsØ imenno ffta krivaØ. No fftogo, razumeetsØ, ne dostatoqno dlØ dokazatel~stva, poskol~ku my s samogo naqala predpoloßili, qto iskomaØ krivaØ – glad-

PREDEL^NYE FORMY 85 kaØ (C^2), t. e. u nee est~ vtoraØ proizvodnaØ. Poqemu kakoe-to koliqestvo mnogogrannikov ne moßet koncentrirovat~sØ okolo kakoæ-nibud~ negladkoæ krivoæ? �tot vopros trebuet otdel~nogo rassmotreniØ, i moßno pokazat~, qto negladkih krivyh, okolo kotoryh proishodit nakoplenie, net, no my ne budem na fftom ostanavlivat~sØ.

Posledniæ vopros tem bolee aktualen, qto vvidu teoremy ˚rnika (sm. niße) kak raz ne oqen~ gladkie vypuklye krivye soderßat mnogo celyh toqek, vo vsØkom sluqae, bol~xe, qem gladkie. Tem ne menee, predel~naØ forma okazyvaetsØ gladkoæ i daße algebraiqeskoæ.

1.14. Teorema ˚rnika. VsØ ffta tematika svØzana so starymi

zadaqami o qisle celyh toqek na vypukloæ krivoæ. SamaØ sil~- naØ teorema, izvestnaØ na fftot sqet, poluqena v 1920-e gg. ˚rnikom, uqenikom Landau (�dmunda – izvestnogo specialista po teorii qisel, a ne L~va – znamenitogo fizika).

Soglasno fftoæ teoreme suwestvuet krivaØ (poqti C^2-gladkaØ – u nee vtoraØ proizvodnaØ moßet byt~ beskoneqnoæ na nigde ne plotnom mnoßestve), qislo toqek rexetki na kotoroæ ravno kak raz n^{2/3} dlØ beskoneqnogo qisla znamenateleæ n xaga rexetki.

Metod, kotorym rexalas~ naxa zadaqa, pozvolØet rezul~tat ˚rnika qut~-qut~ usilit~. A imenno, dokazat~, qto suwestvuet krivaØ rovno klassa C^2. No ocenka n^{2/3} – toqnaØ: po ˚rniku v klasse gladkih krivyh pokazatel~ 2/3 uveliqit~ nel~zØ.

Naprotiv, est~ celaØ seriØ rabot (E. Bomb~eri, V. Xmidt i dr.), v kotoryh pokazano, qto s uveliqeniem gladkosti krivoæ qislo toqek rexetki na neæ stanovitsØ vse men~xe i men~xe. Tak, dlØ C^3-gladkih krivyh ono ne prevoshodit n^{3/5}, a dlØ analitiqeskih krivyh – n^{0,5 + ε}. Moßno li ubrat~ ε – do sih por ne izvestno.

Legko videt~, qto naxa parabola √ x + √ y = 1 imeet dlØ bes-

koneqnogo qisla znamenateleæ n kak raz √ n toqek. Na to ona i parabola. No luqxeæ krivoæ poka ne izvestno, skoree vsego, parabola i zdes~ – optimal~naØ.

Posle togo, kak rexena ffta po suwestvu lokal~naØ zadaqa, uße netrudno rexit~ global~nu¸ zadaqu. Zdes~ vse poluqaetsØ tak, kak uße govorilos~, i Ø prodemonstriroval vam rexenie.

1.15. Drugie zadaqi. Qto ße dal~xe? Zdes~ oqen~ mnogo inte-

resnyh zadaq. Naprimer, moßno nalagat~ dopolnitel~nye este-

86 A. M. VERXIK stvennye ograniqeniØ na klass mnogougol~nikov – fiksirovat~ rost qisla verxin ili evklidovu dlinu (perimetr i dr.) i iskat~ predel~nu¸ formu v fftih sluqaØh. Vidimo, opisannye metody pozvolØ¸t vse ffto sdelat~, no poka nikto fftim ne zanimalsØ. Moßno (i nußno) izuqat~ povedenie fl¸ktuaciæ, t. e. otkloneniæ sluqaænogo mnogougol~nika ot predel~noæ krivoæ. DlØ dannoæ zadaqi ffto bylo sdelano v posledu¸wih rabotah, ravno kak i issledovanie bol~xih otkloneniæ, o qem Ø ewe skaßu. No dlØ bolee obwih zadaq vopros ostaetsØ otkrytym.

1.16. Mnogomernyæ sluqaæ. K soßaleni¸, opisannyæ metod

rexeniØ zadaqi o predel~noæ forme soverxenno ne goditsØ dlØ mnogomernogo sluqaØ. Problema – v otsutstvii sootvetstvu¸- weæ geometriqeskoæ parametrizacii. My vospol~zovalis~ horoxeæ parametrizacieæ vypuklyh lomanyh s pomow~¸ vektornyh razbieniæ, a takße naliqiem horoxego vyraßeniØ dlØ proizvodØweæ funkcii. A dal~xe izuqalas~ proizvodØwaØ funkciØ. Nikakogo sposoba parametrizovat~ vypuklye mnogogrannye poverhnosti (skaßem, trehmernye) mne ne izvestno. �to ser~eznyæ geometriqeskiæ vopros.

Postanovka zadaqi ta ße samaØ: berem vypuklu¸ poverhnost~ Σ i smotrim, skol~ko vypuklyh mnogogrannikov s verxinami na rexetke leßit v ee ε-okrestnosti.

Est~ gipoteza, qto v otvete stoit affinnyæ invariant poverhnosti: ∫ Σ K^{(d−1)/(d+1)} ds, gde K – gaussova krivizna. (Zametim, qto (d − 1)/(d + 1) – edinstvennyæ pokazatel~, da¸wiæ affinnyæ invariant.) �to – otkrytyæ vopros. No daße esli predpoloßit~, qto otvet – takoæ, rexeniØ sootvetstvu¸weæ variacionnoæ zadaqi nikto ne znaet.

1.17. IshodnaØ fflementarnaØ zadaqa. Imenno ona byla dlØ

nas s Baran~ pervonaqal~nym sposobom naæti iskomu¸ krivu¸. Zadaqa takaØ. Voz~mem kvadrat so storonoæ 1, provedem proizvol~nu¸ prØmu¸, otseka¸wu¸ ego ¸go-zapadnyæ ugol, voz~mem na neæ toqku x i postroim dva parallelogramma (ris. 2), plowadi kotoryh oboznaqim Π_1 i Π_2. TrebuetsØ naæti geometriqeskoe

PREDEL^NYE FORMY 87

Ris. 2.

mesto toqek x (na vsevozmoßnyh prØmyh), dlØ kotoryh

Π^{1/3}_1 + Π^{1/3}_2 = 1.

Otvet takov: parametrizuem prØmye otrezkami a_1 i a_2, otsekaemymi imi na osØh. Togda dlØ prØmyh, soderßawih interesu¸- wie nas toqki x, imeem a_1 + a_2 = 1, i na kaßdoæ takoæ prØmoæ leßit rovno odna iskomaØ toqka, a imenno – toqka (x_1, x_2) = (a^2_1, a^2). A geometriqeskoe mesto vseh takih toqek i est~ ta samaØ parabola √ x + √ y = 1.

Dva parallelogramma razlaga¸t global~nu¸ zadaqu na lokal~nye. ˚ govoril o tom, qto my rexili lokal~nu¸ (lineænu¸) zadaqu, a teper~ vse nußno skleit~ iz malyh parallelogrammov. Skleæka i sostoit v postroenii fftoæ krivoæ.

1.18. Rol~ kraevyh usloviæ. DlØ zadaqi bez kraevyh usloviæ

(kogda my fiksiruem plowad~ mnogougol~nika, no ne trebuem, qtoby on leßal v kvadrate) otvet moßet udivit~ svoeæ obydennost~¸ po sravneni¸ s predyduweæ zadaqeæ. Kak govorilos~, moßno fiksirovat~ centr tØßesti, zakrepiv ego v naqale koordinat. OkazyvaetsØ, bukval~no – odnoæ predel~noæ formy net, vmesto nee budet raspredelenie na vseh ffllipsah dannoæ plowadi. No esli vspomnit~ o gruppe SL_2 (Z), deæstvu¸weæ na mnoßestve ffllipsov, sohranØØ ih plowad~, to my poluqim odnu orbitu fftogo deæstviØ i ee predstavitelem moßno sqitat~ krug ediniqnoæ plowadi. Pofftomu rol~ graniqnyh usloviæ zdes~ oqen~ suwestvenna.

Bolee togo, Baran~ zanØlsØ zadaqeæ, iz fftogo estestvenno vyteka¸weæ. Davaæte vmesto kvadrata voz~mem l¸boæ mnogougol~- nik i postavim dlØ nego tu ße samu¸ zadaqu o tipiqnoæ forme

88 A. M. VERXIK vpisannogo celoqislennogo mnogougol~nika. OkazyvaetsØ, qto v otvete poluqitsØ figura, ograniqennaØ vypukloæ krivoæ, skleennoæ iz dug toæ ße samoæ paraboly, i ewe, vozmoßno, kakih-to prØmolineænyh kusoqkov (ris. 3). �ta parabola vsegda budet stroitel~nym materialom dlØ obwego rexeniØ.

Ris. 3.

§2. Predel~naØ forma razbieniæ natural~nyh qisel (i diagramm ınga)

�ta tematika, v obwem, – bolee rannØØ (1970-e gg.). Ona voznikaet i v svØzi s razbieniØmi natural~nyh qisla, i v svØzi s predstavleniØmi simmetriqeskoæ gruppy. Krome togo, ona imeet prØmoe otnoxenie k statistiqeskoæ fizike ideal~nogo gaza. O qem idet req~? Teper~ vmesto vypuklyh mnogougol~nikov ili mnogogrannikov rassmotrim diagrammy ınga.

2.1. Diagrammy ınga. Diagramma ınga – ffto toße nekaØ re-

xetoqnaØ konfiguraciØ, ustroennaØ kak podgrafik monotonnoæ kusoqno postoØnnoæ funkcii. V raznyh stranah – raznye tradicii izobraßat~ diagrammy ınga (ris. 4). Po fftomu povodu v svoeæ izvestnoæ knige o simmetriqeskih funkciØh Ian Makdonal~d, delaØ razliqie meßdu angliæskoæ i francuzskoæ interpretacieæ, pixet, qto francuz, dlØ togo qtoby qitat~ ego knigu, dolßen perevernut~sØ na 180^∘ (stat~ vverh nogami) i smotret~ na knigu v zerkalo. U nas qasto ispol~zu¸tsØ diagrammy, povernutye na 45^∘; inogda ffto – samyæ pravil~nyæ sposob.

Qislo diagramm ınga s n kletkami ravno p(n), potomu qto esli interpretirovat~ stroki diagrammy kak slagaemye v razbienii, to poluqitsØ neuporØdoqennoe razbienie

n = n_1 + n_2 + · · · .

PREDEL^NYE FORMY 89

Ris. 4

Mnoßestvo vseh diagramm ınga s n kletkami obyqno zapisyva¸t tak: P_n = {λ, λ ⊢ n}. Na fftom mnoßestve est~ mnogo razliqnyh estestvennyh statistik. RazumeetsØ, pervaØ estestvennaØ statistika – ravnomernaØ. I imenno s nee Ø naqal zanØtiØ fftimi voprosami. No ewe ran~xe, pravda, nemnoßko v drugom kontekste, fftim zanimalas~ xkola �rdœxa. Tam byli poluqeny oqen~ glubokie i interesnye asimptotiki. Razliqie zakl¸qalos~ v tom, qto oni, kak pravilo, izuqali kakoæ-nibud~ odin funkcional.

2.2. Teorema �rdœxa. SamaØ zameqatel~naØ teorema �rdœxa

(Erdős, Lehner, 1940 g.) sostoit v sledu¸wem. Poskol~ku razbieniØ – neuporØdoqennye, davaæte ih uporØdoqim i zadadim vopros: “Kakova asimptotika maksimal~nogo slagaemogo?” Esli sqitat~, qto raspredelenie – ravnomernoe na vseh razbieniØh dliny n, to razmer maksimal~nogo slagaemogo moßno vzØt~ v kaqestve funkcionala. Otvet, kotoryæ nam vskore ponadobitsØ, takov: razmer^1 maksimal~nogo slagaemogo rastet kak C √ n ln n;

konstantu C �rdœx i Lener toße vyqislili.

Tut imeet mesto ffrgodiqeskiæ sluqaæ: esli otbrosit~ εp(n) razbieniæ, to na vseh ostal~nyh maksimal~noe slagaemoe, delennoe na C √ n ln n, budet otliqat~sØ ot 1 men~xe, qem na ε.

Logarifm zdes~ oqen~ suwestven. Seæqas my uvidim, kak ffto svØzano s zadaqeæ o predel~noæ forme.

2.3. Zadaqa o predel~noæ forme. �ta zadaqa byla, vidimo,

vpervye postavlena mnoæ, primerno let 20 nazad. Vopros takoæ:

1Ravno kak i qislo slagaemyh, potomu qto ravnomernaØ statistika simmetriqna otnositel~no diagonali, a u diagrammy ınga odna storona – razmer maksimal~nogo slagaemogo, a drugaØ storona – qislo slagaemyh.

90 A. M. VERXIK kakaØ posle normirovki^2 budet predel~naØ forma u sluqaænogo razbieniØ?

Ee rexenie moßno vyvesti iz nekotoryh ocenok vengerskih matematikov, no moßno poluqit~ prowe i bolee ubeditel~no. Otvet: predel~naØ forma zadaetsØ uravneniem e^{−πx/√6} + e^{−πy/√6} = 1. (2.3.1) �to – lix~ odin iz mnogoqislennyh primerov. Na samom dele moimi uqenikami bylo rexeno bol~xoe koliqestvo zadaq s raznymi statistikami i v qastnosti rassmotren klass tak nazyvaemyh mul~tiplikativnyh statistik. ˚ o nem skaßu neskol~ko slov, potomu qto on svØzan so statistiqeskoæ fizikoæ ideal~- nogo kvantovogo gaza.

2.4. Qisla zapolneniØ i mul~tiplikativnye statistiki.

Voz~mem ravnomernoe raspredelenie na prostranstve razbieniæ

P_n. Kak vvesti na P_n koordinaty? Tut oqen~ mnogo variantov.

Davaæte, naprimer, voz~mem razbienie λ i rassmotrim ego harakteristiki, nazyvaemye qislami zapolneniØ. Pust~ r_k(λ) – koliqestvo slagaemyh, ravnyh k. �to prosto kratnosti ravnyh slagaemyh, razbienie teper~ budem parametrizovat~ fftimi qislami; Øsno, qto ∑ k kr_k = n. Zatem, sleduØ tradiciØm statistiqeskoæ fiziki, pereædem ot malogo ansamblØ k bol~xomu, t. e. vmesto togo, qtoby rassmatrivat~ diagrammy s n kletkami pri fiksirovannom n, srazu rassmotrim diagrammy s proizvol~nym (sluqaænym) koliqestvom kletok. Inaqe govorØ, voz~mem ob¨edinenie vseh mnoßestv diagramm s fiksirovannym koliqestvom kletok; na mnoßestve diagramm s n kletkami voz~mem ravnomernoe raspredelenie (pri dannom n) i ffti ravnomernye raspredeleniØ smexaem, naprimer, s geometriqeskoæ veroØtnost~¸, proporcional~noæ x^n, gde

0 < x < 1.

Bol~xim kanoniqeskim ansamblem nazovem prostranstvo P = ⋃ n P_n s toæ ili inoæ meroæ μ na nem, induciru¸weæ na malom

ansamble ravnomernu¸ meru. S toqki zreniØ statistiqeskoæ fiziki qislo n – analog ffnergii, pofftomu na razbienie qisla n nußno smotret~, kak na razloßenie ffnergii konfiguracii po ffnergiØm otdel~nyh qastic.

2PonØtno, kaku¸ normirovku sleduet vzØt~: nußno vsœ podelit~ na pn.

PREDEL^NYE FORMY 91 Nazovem statistiku (= meru) μ mul~tiplikativnoæ, esli qisla zapolneniØ r_1(λ), r_2(λ), . . . nezavisimy v veroØtnostnom smysle otnositel~no μ, kak funkcii na bol~xom ansamble, t. e. kak sluqaænye veliqiny na bol~xom ansamble s meroæ μ.

Zametim po hodu dela, qto asimptotiqeski kratnosti tipiqnyh slagaemyh tipiqnogo razbieniØ blizki k edinice v l¸boæ iz mul~tiplikativnyh statistik. �to utverßdenie moßno sdelat~ toqnym.

2.5. RaspredeleniØ. Teper~ moßno sprosit~, kakovy rasprede-

leniØ u kaßdogo iz qisel r_i v otdel~nosti (kakova po mere μ veroØtnost~ togo, qto r_i(λ) = k). Zapixem Prob{r_i(λ) = k} = c_ix^{ik}, gde x ∈ (0, 1) – nekotoryæ parametr. RØd, obrazovannyæ fftimi veroØtnostØmi, est~ proizvodØwaØ funkciØ dlØ raspredeleniØ veroØtnosteæ qisla r_i.

A esli my hotim naæti veroØtnost~ diagrammy λ, to v silu naxego predpoloßeniØ o nezavisimosti qisel zapolneniØ, moßno skazat~, qto proizvodØwaØ funkciØ dlØ fftih veroØtnosteæ, kak netrudno videt~, budet prosto proizvedeniem:

P (x) = ∞∏ k=1 1 (1 − x^k)^{bk} . Netrudnoe upraßnenie sostoit v tom, qto vse mul~tiplikativnye raspredeleniØ svodØtsØ, po suwestvu, k vyboru posledovatel~nosti b_k. RavnomernaØ statistika – ffto b_k ≡ 1.

�tot klass statistik, razumeetsØ, daleko ne isqerpyvaet vseh interesnyh sluqaev. PrivedennaØ formula faktiqeski zadaet to, qto v fizike nazyva¸t boze-raspredeleniem (toqnee, statistikoæ Boze–�ænxteæna). No moßno rassmatrivat~ razbieniØ s razliqnymi slagaemymi – voobwe bez kratnosteæ, ravnomernaØ mera na nih nazyvaetsØ statistikoæ Fermi–Diraka. Togda proizvodØwie funkcii budut takie ße, no vmesto 1 − x^k v znamenatele nußno napisat~ 1 + x^k v qislitele.

�timi dvumØ variantami isqerpyva¸tsØ raspredeleniØ, izuqaemye v statistiqeskoæ fizike kvantovogo ideal~nogo gaza. S¸da vkladyvaetsØ statistika ideal~nogo gaza pri raznyh razmernostØh. DlØ ideal~nogo gaza razmernosti d, a kofffficient b_k

92 A. M. VERXIK – ffto znamenitaØ funkciØ ˚kobi j_d(k), ravnaØ koliqestvu predstavleniæ qisla k v vide summy d kvadratov. Takim obrazom, esli v kaqestve b_k vzØt~ funkci¸ ˚kobi, to poluqitsØ statistika ideal~nogo boze- ili fermi-gaza v razmernosti d.

2.6. Otvet. ˚ privedu tol~ko otvet na vopros o predel~noæ for-

me dlØ obweæ mul~tiplikativnoæ statistiki. On soderßitsØ v moeæ stat~e, opublikovannoæ neskol~ko let nazad v “Funkcional~nom analize”, t. 30:2 (1996).

OkazyvaetsØ, qto predel~nye formy zdes~ moßno vyqislit~, i daße v nekotoryh sluqaØh vse moßno prointegrirovat~ do konca, a v drugih sluqaØh – napisat~ otvet v vide integrala. Pri fftom o posledovatel~nosti b_k nußna lix~ oqen~ skromnaØ informaciØ, a imenno – odin-edinstvennyæ parametr.

Napixem rØd Dirihle ∑ b_k k^s i pust~ α > 0 – pervyæ vewestvennyæ pol¸s fftoæ funkcii ot s. Tol~ko on i nußen: predel~naØ forma – nastol~ko grubaØ vew~, qto zavisit lix~ ot parametra α. �tot fakt sleduet iz teoremy Meænardusa (sm. knigu �ndr¸sa “TeoriØ razbieniæ”).

Preßde qem govorit~ ob otvete, nußno ewe ponØt~, kak masxtabirovat~ diagrammu, t. e. kakoe brat~ sßatie. OkazyvaetsØ, qto po osi y nußno vzØt~ masxtab n^{−(1+α)/(2+α)}, a po drugoæ osi – dopolnitel~nyæ masxtab n^{(1+α)/(2+α)}, qtoby plowad~ podgrafika byla ravna 1. DlØ normirovannoæ diagrammy rassmotrim funkci¸ n^{−(1+α)/(2+α)} ∑ k¿tn^{1/(2+α)} r_k(λ) = ϕ_λ(t).

DlØ l¸bogo ε > 0 moßno naæti takoe n, qto dlØ poqti vseh diagramm λ razmera n s fftoæ statistikoæ grafik funkcii ϕ_λ(t) budet blizok k grafiku funkcii

C_α(t) = ∞∫ t u^α e^{−cu} 1 − e^{−cu} du; konstanta c opredelØetsØ tem usloviem, qto integral ot fftoæ funkcii raven 1. �to i est~ vyraßenie dlØ predel~noæ formy. DlØ β = 0 poluqaetsØ krivaØ (2.3.1), o kotoroæ uße govorilos~.

PREDEL^NYE FORMY 93

2.7. Zadaqa s fiksirovannym qislom slagaemyh. �to vse opu-

blikovano v 1996 g. I vot sovsem nedavno my s moim uqenikom ı. V. ˚kuboviqem zanØlis~ bolee real~noæ (v smysle statistiqeskoæ fiziki) zadaqeæ. A imenno – zadaqeæ s fiksirovannym qislom slagaemyh. Sobstvenno, v statistiqeskoæ fizike fiksiru¸t ne tol~ko ffnergi¸, no i qislo qastic. �to oznaqaet, qto my rassmatrivaem ne prosto razbieniØ dannogo qisla, no i govorim, skol~ko v razbienii slagaemyh. Tut voznika¸t udivitel~nye vewi. ˚ ne zna¸, zadumyvalis~ li nad nimi ran~xe.

Voz~mem ravnomernoe raspredelenie na vseh razbieniØh qisla n na m slagaemyh. V principe, moßno brat~ raznye m i n. Moßno sqitat~, qto m est~ funkciØ ot n, i spraxivat~, kakie budut predel~nye formy dlØ P_{n,m} = {λ : λ ⊢ n, #λ = m} pri podhodØwem masxtabirovanii. OkazyvaetsØ, soderßatel~- nye otvety poØvlØ¸tsØ, esli m rastet kak √ n. Bolee toqno: esli m = o( √ n ), to predel~naØ forma odinakova dlØ vseh razbieniæ, nezavisimo ot parametrov. �to, povidimomu, – malosoderßatel~naØ qast~. A esli m = c √ n, to rezul~tat zavisit ot kofffficienta c, i ffto – oqen~ vaßnoe obsto- Øtel~stvo, poskol~ku imenno takoe sootnoxenie rassmatriva¸t v statfizike v teorii ideal~nogo gaza.

�tot ße sluqaæ neØvno rassmatrival �rdœx, a pozße ego xkola, ewe 50 i bolee let nazad bezo vsØkoæ svØzi so statfizikoæ, i zamet~te, poqti v to ße samoe vremØ, kogda teoriØ kvantovogo ideal~nogo gaza sozdavalas~ fizikami i vstavala na nogi. �to – ewe odin udivitel~nyæ primer poqti odnovremennosti i nezavisimosti poØvleniØ faktiqeski odinakovyh koncepciæ v matematike i fizike, a takße primer togo, kak pozdno ffta obwnost~ stanovitsØ ponØtnoæ – qerez mnogo let. Bolee znaqitel~nye primery: kvantovaØ mehanika – teoriØ operatorov, rassloeniØ – kalibrovoqnye polØ i dr.

2.8. Teorema nepreryvnosti. Itak, interesen sluqaæ, kogda m = c √ n, gde c – konstanta. Formuly zdes~ sloßnee, no oni naædeny. PoluqaetsØ nekoe semeæstvo raspredeleniæ. Seæqas dokazana sledu¸waØ teorema nepreryvnosti: esli c → ∞, to ffti predel~nye formy shodØtsØ k toæ predel~noæ forme, kotoraØ u

94 A. M. VERXIK nas poluqena, kogda nikakogo ograniqeniØ na qislo slagaemyh net.

2.9. SvØz~ s teoremoæ �rdœxa. Otmetim, qto teorema �rdœxa

(bez konstanty) v suwestvennom vytekaet iz formuly (2.3.1). Imenno iz togo, qto v (2.3.1) stoit ffksponencial~no vozrasta¸- waØ funkciØ, v formule �rdœxa poluqaetsØ logarifm. Naprimer, dlØ fermi- i dlØ boze-gaza v sluqae razmernosti > 2 ffta krivaØ (zada¸waØ predel~nu¸ formu) ograniqena v nule. �to oznaqaet, qto, s toqnost~¸ do mnoßitelØ, rost qisla slagaemyh est~ √ n. 2.10. KondensaciØ Boze–�ænxteæna. Oqen~ interesno, qto s

takoæ toqki zreniØ moßno ob¨Øsnit~ Øvlenie kondensacii Boze– �ænxteæna. Esli vy zafiksiruete qislo slagaemyh b&ol~xim, qem tot predel, kotoryæ opredelen v zadaqe s proizvol~nym qislom slagaemyh, to okaßetsØ, qto edinstvennyæ sposob nabrat~ nußnoe qislo slagaemyh – ffto vzØt~ dopolnitel~no nulevye slagaemye. �to i est~ kondensaciØ Boze–�ænxteæna, poskol~ku nulevye slagaemye – ffto qasticy s nulevoæ ffnergieæ (podrobnee – sm. mo¸ stat~¸ v Uspehah mat. nauk. 1997. Vyp. 5). Inaqe govorØ, esli vy zakazali nekotoroe koliqestvo slagaemyh, a ih neotkuda poluqit~, to ffti slagaemye dolßny byt~ nulevye. �to teoretiko-qislovoe ob¨Øsnenie togo, qto takoe kondensaciØ Boze–�ænxteæna. Ona kak raz i sostoit v tom, qto pri nekotorom znaqenii parametra est~ qastica s nulevym impul~som. �to oznaqaet, qto vy ne moßete vzØt~ nußnoe qislo slagaemyh po soobraßeniØm veroØtnostnogo haraktera. No dlØ togo, qtoby vse-taki poluqit~ dannoe qislo, vy dolßny dobavit~ nulevye slagaemye.

2.11. Raspredelenie PlanxerelØ. Po fftomu povodu moßno by-

lo by skazat~ ewe oqen~ mnogoe. ˚ hoqu tol~ko zametit~, qto samyæ populØrnyæ seæqas sluqaæ, svØzannyæ s razbieniØmi, – ffto kak raz ne mul~tiplikativnye statistiki, a raspredelenie PlanxerelØ, kotoroe my s pokoænym S. V. Kerovym (1946–2000) naqali izuqat~ v 1975 g. (nezavisimo Stenli, Xepp-Logan). �to raspredelenie na diagrammah prihodit iz teorii predstavleniæ simmetriqeskih funkciæ i iz mnogih drugih zadaq. Ono uße ne takogo haraktera; neverno, qto dlØ nego qisla zapolneniØ nezavisimy. Pofftomu i koordinaty razbieniæ nado brat~ drugie.

PREDEL^NYE FORMY 95 ˚ ne budu ob fftom govorit~, potomu qto tema ffta oqen~ populØrna i modna i o neæ nado govorit~ dolgo. OkazyvaetsØ, qto raspredelenie PlanxerelØ imeet prØmoe otnoxenie k raspredeleni¸ spektra sluqaænyh matric i t. d., i ffto tema otdel~nogo doklada.

2.12. Rate-funkcii. Vspomnim teper~ krivu¸ e^{−πx/√6} + e^{−πy/√6}

= 1 (2.3.1), kotoru¸ my uße risovali, i zadadim tot ße vopros, qto i dlØ vypuklyh mnogougol~nikov: “Esli vzØt~ kaku¸- to krivu¸, podsqitat~ koliqestvo diagramm ınga, leßawih v ee ε-okrestnosti, vzØt~ logarifm, podelit~ na nußnu¸ stepen~ n, to kakoæ funkcional poluqitsØ dlØ fftoæ krivoæ?” V teorii veroØtnosteæ ffto nazyvaetsØ rate-funkciØ (rate-function), v fizike – deæstvie, ffntropiØ, poverhnostnoe natØßenie, i t. d. A sam metod v teorii veroØtnosti nazyvaetsØ metodom bol~xih ukloneniæ (LDP – Large Deviation Principle). �tot funkcional otveqaet za mnogoe. V uße rexennoæ nami zadaqe on oqen~ interesen. Rassmotrim takoe veroØtnostnoe raspredelenie na dvuh toqkah, zavisØwee ot znaqeniØ proizvodnoæ nekotoroæ funkcii:

p_f (x) = |f^′(x)| 1 + |f^′(x)|

, q_f (x) = 1 1 + |f^′(x)| , i voz~mem integral po krivoæ ot ffntropii fftogo raspredeleniØ: ∞∫ 0 ( p(x) ln p(x) + q(x) ln q(x) ) dx. �to i est~ to, qto ØvlØetsØ v dannom sluqae rate-funkcieæ. Esli umnoßit~ ee na √ n i vzØt~ ffksponentu, to poluqitsØ asimptotika dlØ qisla diagramm v okrestnosti grafika funkcii f.

§3. Trehmernye zadaqi

Pereædem k trehmernym zadaqam; trehmernym v tom smysle, qto teper~ budut rassmatrivat~sØ trehmernye diagrammy ınga. �to – samyæ interesnyæ i novyæ primer. �ta oblast~ soverxenno ne izuqena. Na moæ vzglØd, po fftoæ teme est~ tol~ko dve raboty, i ewe odna poØvilas~ sovsem nedavno; pervaØ iz dvuh (R. Kenyon–R. Cerf) budet skoro opublikovana, a vtoraØ (moØ),

96 A. M. VERXIK hotØ i sdelana ranee, – neskol~ko let nazad, – toße ewe ne opublikovana. V nedavneæ rabote A. Okun~kova i N. Rexetihina sdelan zameqatel~nyæ vklad v fftu tematiku.

DlØ trehmernyh diagramm ınga est~ dva termina: mavzoleæ i neboskreb. Na Zapade populØrnee termin “neboskreb”, a u nas – “mavzoleæ”.

3.1. Trehmernye diagrammy ınga. Qto takoe trehmernaØ

diagramma ınga? �to snova obrazovanie na rexetke, predstavlØ¸wee soboæ podgrafik finitnoæ stupenqatoæ funkcii. Koncy stupenek nahodØtsØ v celyh toqkah, i ffta funkciØ ubyvaet v poloßitel~nyh napravleniØh oseæ x i y.

Est~ i drugoæ, bolee populØrnyæ, sposob ob¨Øsnit~, qto takoe trehmernye diagrammy ınga. On nazyvaetsØ ploskie razbieniØ. Vy snova fiksiruete natural~noe qislo n i razlagaete ego v summu slagaemyh, zanumerovannyh dvumØ indeksami: n = ∑ n_{ij}. �ti indeksy (i, j) bega¸t po po kletkam obyqnogo

razbieniØ na dvumernoæ (nißneæ) ploskosti. Slagaemye i budut vysotami kryxi “mavzoleØ” v toqkah (i, j); Takim obrazom ploskoe razbienie, v svo¸ oqered~, zanumerovano obyqnymi razbieniØmi. No Ø predpoqita¸ govorit~ ne o ploskih razbieniØh, a o trehmernyh diagrammah, hotØ ffti terminy oznaqa¸t odno i to ße.

3.2. Postanovka zadaqi. Voprosy zdes~ te ße. Moßno vzØt~ vse

ploskie razbieniØ qisla n, rassmotret~ ravnomernu¸ statistiku na nih i postavit~ vopros o predel~noæ forme. �tot vopros rexen. Otvet sovsem nedavno poluqili Riqard Ken~on iz Francii s soavtorom Rafafflem Serfom. No fftomu predxestvovala celaØ seriØ usiliæ. Do fftogo Ø poluqil nekie harakteristiki fftoæ poverhnosti. �ta informaciØ, moßet byt~, menee interesna, qem sam metod, kotorym Ø ee poluqil i o kotorom hoqu nemnogo rasskazat~. On sovsem ne pohoß na to, o qem govorilos~ vyxe.

3.3. Statistiki na diagrammah. Ewe raz podqerknu, qto na

diagrammah est~ mnogo raznyh statistik. Moßet byt~, ravnomernaØ statistika – ne samaØ interesnaØ. Est~, naprimer, tak nazyvaemye central~nye mery, pro kotorye voobwe niqego ne izvestno, no kotorye vaßny dlØ priloßeniæ. Odnako davaæte govorit~ tol~ko o ravnomernoæ statistike.

PREDEL^NYE FORMY 97 Problema, kak vsegda, v tom, qtoby parametrizovat~ interesu¸wie nas ob¨ekty. Esli est~ horoxaØ parametrizaciØ, to moßno stavit~ vopros o predel~noæ forme i voobwe izuqat~ ffti ob¨ekty.

3.4. Variacionnyæ podhod k rexeni¸. Est~ dva podhoda k re-

xeni¸ fftoæ zadaqi. Pervyæ – variacionnyæ. Ego ispol~zoval Riqard Ken~on. �to – prosto obobwenie togo, o qem govorilos~ vyxe. V fftom sluqae uravnenie �ælera stol~ sloßno, qto neposredstvenno ego rexit~ ne udaetsØ. Krome togo, ffta zadaqa – uslovnaØ: nußno ewe dobavit~ uslovie togo, qto funkciØ ubyvaet i ob¨em podgrafika raven 1. Ee rexenie poluqeno Ken~onom sovsem po-drugomu.

3.5. Metod Vulfa. Est~ tak nazyvaemyæ metod Vulfa, fizika

naqala veka, – on byl izuqen naximi specialistami vo glave s pokoænym R. L. Dobruxinym. �tot metod pozvolØet rexat~ sledu¸wu¸ zadaqu. U vas est~ funkciØ na ediniqnoæ sfere. Ee znaqenie v dannoæ toqke sfery budem rassmatrivat~ kak funkci¸ ot normali k vypukloæ poverhnosti (poverhnostnoe natØßenie). Postavim variacionnu¸ zadaqu o minimume integrala ot fftoæ funkcii ot normali k poverhnosti v klasse vseh gladkih vypuklyh poverhnosteæ. Metod Vulfa pozvolØet izbeßat~ rexeniØ variacionnoæ zadaqi, a podoæti k voprosu s qisto geometriqeskoæ toqki zreniØ (sm. nedavn¸¸ stat~¸ S. Xlosmana v “Uspehah”).

I v naxem sluqae rexenie toße moßno poluqit~ usoverxenstvovannym metodom Vulfa. Zameqatel~no, qto zadaqa svØzalas~ s nekotorym delikatnym voprosom o klassiqeskoæ trehmernoæ modeli Izinga. Ken~on i Serf prodelali vse ffto dlØ trehmernoæ zadaqi. I okazalos~, qto v trehmernom sluqae (imenno v trehmernom; pro qetyrehmernyæ sluqaæ niqego ne izvestno) ratefunkciØ pohoßa na tu, kotoraØ poluqalas~ v dvumernom sluqae; raznica lix~ v tom, qto zdes~ nußno privlekat~ normal~ k poverhnosti, a v dvumernom – rate-funkciØ stroilas~ po proekcii kasatel~noæ. V rezul~tate poluqaetsØ poverhnost~, vid kotoroæ Ø predskazal, ishodØ iz soobraßeniæ, kotorye seæqas budut izloßeny. �ta poverhnost~ tesno svØzana s krivymi, poØvlØvximisØ pri rexenii zadaqi o predel~nyh formah diagramm ınga s ravnomernoæ statistikoæ. V kakom-to smysle ona sostavlena iz takih krivyh.

98 A. M. VERXIK

3.6. RSK-sootvetstvie. ˚ sam podhodil k fftoæ zadaqe s qisto

kombinatornoæ toqki zreniØ. Na moæ vzglØd, ona daet bolee gluboku¸ informaci¸. No i poluqit~ ee i dovesti svoe rexenie do Øvnyh formul trudneæ.

˚ ispol~zoval RSK-sootvetstvie (Robinson–Xensted–Knut), kotoroe sqita¸ odnim iz vaßneæxih dostißeniæ sovremennoæ kombinatoriki; ego nußno populØrizovat~ sredi studentov. Robinson – klassik teorii predstavleniæ simmetriqeskoæ gruppy, rabotavxiæ v 1930–50 gg., Xensted – amerikanskiæ kombinatorik, izvestnyæ svoeæ teoremoæ 1960 g., a Donalda Knuta zna¸t vse na svete. On – avtor TeX’a, knig “Iskusstvo programmirovaniØ” i massy drugih veweæ. On otliqnyæ organist (doma u nego organ), a takße iniciator i redaktor knigi “3:16” – kollektivnogo kommentariØ k stiham s fftim nomerom vo vseh knigah Biblii.

RSK-sootvetstvie daet proceduru poluqeniØ tablic ınga s pomow~¸ podstanovok, t. e. opØt~ svØzano s voprosom o parametrizacii. �to – sootvetstvie meßdu podstanovkami (_{1 2 ... n} i_1 i_2 ... in ) i parami tablic ınga odinakovoæ formy. Tablica ınga – ffto diagramma ınga s n kletkami, zapolnennaØ natural~nymi qislami ot 1 do n vozrasta¸wimi v tom i v drugom napravlenii. RSK-sootvetstvie – oqen~ neprostoe, u nego vovse net oqevidnogo algebraiqeskogo smysla, no ono oqen~ glubokoe i pozvolØet mnogoe ponØt~. Naprimer, esli na podstanovkah vzØt~ ravnomernoe raspredelenie, to na diagrammah poluqitsØ raspredelenie PlanxerelØ.

Soglasno formule Bernsaæda

n! = ∑ (dim λ)^2,

gde summirovanie vedetsØ po vsem neprivodimym predstavleniØm λ. RSK-sootvetstvie – ffto ØvnaØ biekciØ, materializu¸- waØ toßdestvo Bernsaæda; ona, razumeetsØ, svØzana s bazisom Gel~fanda–Ceætlina. A imenno, u vas est~ dve diagrammy odinakovoæ formy, a qislo tablic takoæ formy – ffto razmernost~ sootvetstvu¸wego neprivodimogo predstavleniØ. Pofftomu esli vy berete dve odinakovye diagrammy s raznymi tablicami, to, vzØv obwee qislo takih par tablic, i prosummirovav ego po vsem diagrammam, vy poluqite porØdok gruppy.

PREDEL^NYE FORMY 99

3.7. Obobwenie RSK-sootvetstviØ. Knut i Bender qastiqno

obobwili RSK-sootvetstvie na trehmernyæ sluqaæ i dali sloßnyæ, no ffffektivnyæ sposob, pozvolØ¸wiæ poluqat~ mavzolei iz dvuh tablic ınga ili iz celoqislennoæ matricy. Zatem opØt~ poØvlØetsØ bol~xoæ kanoniqeskiæ ansambl~ i t. d. �to ih obobwenie togo, qto delaet RSK-sootvetstvie, oqen~ specifiqno i goditsØ tol~ko dlØ trehmernogo sluqaØ.

Oni rasxirili RSK-sootvetstvie na sluqaæ, kogda v tablice stoØt ne obØzatel~no razliqnye qisla, t. e. tablicy uße ne standartnye, a polustandartnye. Faktiqeski Knut i Bender postroili sootvetstvie meßdu mavzoleØmi i matricami (a_{ij} ), fflementy kotoryh – neotricatel~nye celye qisla, nestrogo vozrasta¸wie po strokam i strogo vozrasta¸wie po stolbcam, i udovletvorØ¸wie sootnoxeni¸ ∑_n i,j=1 aij(i + j − 1) = n. Staroe RSK-sootvetstvie s¸da vhodit tak: ffto – matricy podstanovok, u kotoryh v kaßdoæ stroke i v kaßdom stolbce po odnoæ ediniqke, pofftomu uslovie standartnosti vypolneno avtomatiqeski.

Takim obrazom, meßdu proqim, ffta statistika daet novu¸ statistiku i na samih razbieniØh.

3.8. Formula Mak-Magona. RSK-sootvetstvie daet samoe pro-

stoe dokazatel~stvo zameqatel~noæ formuly Mak-Magona – vyda¸wegosØ angliæskogo kombinatorika – dlØ q(n) – qisla mavzoleev s n kletkami. (˚ ved~ ewe ne skazal, qemu ravno q(n).)

�to – interesnaØ istoriØ. Vpervye fftu formulu dokazal Mak- Magon sto let nazad. Formula takaØ: ∞∏ k=1 1 (1 − x^k)^k = ∞∑ n=1 q(n)x^n. Dokazatel~stvo Mak-Magona bylo maloponØtnym. Potom v 1920– 30 gg. poØvlØlis~ vse bolee i bolee prostye dokazatel~stva. Ob fftom moßno proqest~ v knige �ndr¸sa.

V kombinatorike prinØt takoæ princip: polnoe ponimanie toæ ili inoæ kombinatornoæ formuly nastupaet togda, kogda vy imeete “biektivnoe” dokazatel~stvo. U dvuh raznyh mnoßestv odinakovoe qislo fflementov, esli meßdu fftimi mnoßestvami est~ biektivnoe sootvetstvie. Inogda ffto sootvetstvie naæti trudno. �to – kak raz takoæ sluqaæ.

100 A. M. VERXIK

OkazyvaetsØ, samoe prostoe dokazatel~stvo formuly Mak- Magona poluqaetsØ iz RSK-sootvetstviØ (ffto zametil Riqard Stenli (R. Stanley)). DlØ fftogo nado vospol~zovat~sØ tem, qto ∞∏ k=1 1 (1 − x^k)^k = ∞∏ i,j=1 1 1 − x^{i+j−1} . No ffta prostota, razumeetsØ, – po modul¸ soverxenno netrivial~nogo RSK-sootvetstviØ.

Ots¸da srazu moßno vyvesti, qto vysota mavzoleØ rastet kak

c n^{1/3} ln n, a takße drugie zameqatel~nye svoæstva predel~noæ

formy trehmernyh diagramm ınga s ravnomernoæ statistikoæ. I vot sovsem nedavno Okun~kov i Rexetihin po novomu rexili tu ße zadaqu, ispol~zuØ mownye metody sovremennoæ matfiziki (bozon-fermionnoe sootvetstvie, mery Xura i mnogoe drugoe). V fftom punkte naxa tema soprikasaetsØ ewe s d¸ßinoæ drugih.

3.9. Mnogomernyæ sluqaæ. Net ni maleæxego predstavleniØ,

qto budet v drugih razmernostØh. Mak-Magon predpoloßil, qto dlØ qetyrehmernyh mavzoleev proizvodØwaØ funkciØ imeet vid ∞∏ k=1 1 (1 − x^k)(^{k2}) . No ffto neverno, kak obnarußilos~ tol~ko v 1960-e gg.

Do sih por net vernoæ i udobnoæ formuly dlØ qetyrehmernyh diagramm, a moßet byt~, ee net i v prirode. Odnako est~ blizkie ob¨ekty, kotorye, vozmoßno, pravil~nee sqitat~ mnogomernymi obobweniØmi diagramm ınga, i kotorye tesnee svØzany s prostymi algebrami Li. Ih toße sleduet izuqat~ i iskat~ dlØ nih sootvetstvu¸wie proizvodØwie funkcii, predel~nye formy i t.p. No ob fftom – v drugoæ raz.

Avtor blagodarit V. V. Prasolova i K. P. KohasØ za pomow~ v podgotovke lekcii k peqati, a takße redaktora za twatel~noe redaktirovanie rukopisi.

Vershik A. M. Limit forms of typical geometric configurations and their applications.

A popular survey of the subject indicated in the title.

Postupilo 10 oktØbrØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN