Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 280, 2001 g.

S. V. BuØlo

METRIKI NEPOLOȷITEL^NO` KRIVIZNY NA GRAF-MNOGOOBRAZI˚H I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ NA GRAFAH

V. A. Zalgalleru k 80-leti¸

§0. Vvedenie

Cel~ nastoØweæ raboty – ustanovit~ toqnu¸ analogi¸ meßdu metrikami nepoloßitel~noæ sekcionnoæ krivizny na trehmernyh graf-mnogoobraziØh (v dal~neæxem my nazyvaem ih NPC - metrikami), s odnoæ storony, i vzaimodeæstviem fflektromagnitnogo polØ ∇ so skalØrnym zarØßennym polem ξ, s drugoæ. �ta analogiØ soverxenno neoßidanna, odnako razliqnye geometriqeskie ffffekty, svØzannye s ukazannymi metrikami, sovpada¸t s ffffektami, voznika¸wimi v diskretnoæ modeli vzaimodeæstviØ poleæ ∇ i ξ.

NPC -metriki na graf-mnogoobrazii ime¸t dovol~no special~nu¸ strukturu, i naibolee suwestvennaØ geometriqeskaØ informaciØ, “zakodirovannaØ” v takoæ metrike, opisyvaetsØ koneqnym qislom parametrov. �ti parametry udovletvorØ¸t nekotoromu uravneni¸ soglasovannosti, analogiqnomu uravneni¸ Laplasa na grafah. Odnako zdes~ ime¸tsØ suwestvennye otliqiØ ot uravneniØ Laplasa, i v poiskah kontinual~nogo analoga uravneniØ soglasovannosti my prihodim k uravneniØm �ælera– Lagranßa dlØ deæstviØ

S(∇, ξ) = YM(∇) + E_∇(ξ) − m^2‖ξ‖^2,

opisyva¸wego vzaimodeæstvie kompleksnoznaqnogo skalØrnogo polØ ξ i fflektromagnitnogo polØ ∇, gde YM(∇) = ‖∇ ∘ ∇‖^2 – deæstvie ˚nga–Millsa polØ ∇, E_∇(ξ) = ‖∇ξ‖^2 – ffnergiØ, a m – massa polØ ξ. Pole ξ est~ seqenie trivial~nogo lineænogo rassloeniØ E nad grafom, a ∇ – svØznost~ na E.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke RFFI, granty 96-01-00674 i 96-15-96075, i CRDF, grant RM1-169. 28

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 29 DlØ diskretnogo prostranstva, takogo, kak graf (t.e. nabor verxin i nabor reber meßdu nimi), svØznost~ ∇, kovariantnyæ differencial ∇ξ i kriviznu ∇ ∘ ∇ moßno opredelit~ v ramkah spektral~nogo isqisleniØ A. Konna [5]. �to isqislenie i slußit osnovoæ dlØ podleßaweæ opisani¸ analogii meßdu geometriqeskimi i fiziqeskimi fenomenami.

Predlagaemyæ podhod k probleme diskretizacii takße otkryvaet novye udivitel~nye osobennosti uravneniæ �ælera– Lagranßa, takie, kak mehanizm iskl¸qeniæ i vyroßdeniæ (sm. §4) i neobhodimost~ otkazat~sØ ot zakona sohraneniØ fflektriqeskogo zarØda dlØ tipiqnyh metrik (fftot zakon vosstanavlivaetsØ pri perehode k klassiqeskomu predelu pri Δs → 0), sm. 2.9 i 2.10.

Blagodarnosti. Avtor blagodaren pokoænomu L. A. Halfinu za vnimanie k nastoØweæ rabote i cennye zameqaniØ, V. L. Kobel~skomu za mnogoqislennye obsußdeniØ i V. Xrœderu za priglaxenie v Universitet C¸riha, gde ffta rabota byla zakonqena, i za gostepriimstvo.

§1. Uravnenie soglasovannosti

1.I. My rassmatrivaem zamknutoe orientiruemoe (i orientiro-

vannoe) graf-mnogoobrazie M = ⋃ v∈V M_v, sostoØwee iz koneqno-

go mnoßestva V blokov M_v = F_v × S^1 , gde F_v – kompaktnaØ poverhnost~ s kraem, otliqnaØ ot diska i kol~ca. Bloki M_v skleiva¸tsØ vdol~ kraevyh torov T_w = (∂F_v)_w × S^1 , w ∈ ∂v, gde ∂v – mnoßestvo komponent kraØ bloka M_v. Po povodu podrobnosteæ o graf-mnogoobraziØh sm. priloßenie A.

VsØkaØ NPC -metrika na mnogoobrazii M lokal~no rasweplØetsØ vdol~ kaßdogo bloka M_v v metriqeskoe proizvedenie

ds^2_F + dl^2, gde l – koordinata vdol~ somnoßitelØ S^1, a ds^2_F – me-

trika nepoloßitel~noæ krivizny na poverhnosti F_v (global~- nogo raswepleniØ vdol~ M_v moßet ne byt~, i, kak pravilo, ego ne suwestvuet). Krome togo, vse sloi f × S^1, f ∈ F_v, ØvlØ¸tsØ zamknutymi geodeziqeskimi odnoæ i toæ ße dliny l_v, a kraevye tory vsegda moßno vybrat~ ploskimi i vpolne geodeziqeskimi.

Naibolee suwestvennaØ informaciØ o metrike zakl¸qena v naborah dlin sloev {l_v}_{v∈V} blokov M_v i uglov {ω_w}_{w∈W} meßdu sloØmi smeßnyh blokov M_v, M_v0 na kraevom tore T_w , w = (v, v^′),

30 S. V. BU˚LO i, sledovatel~no, informaciØ ffta opisyvaetsØ koneqnym mnoßestvom parametrov. Mnoßestvo blokov V i mnoßestvo kraevyh torov W , sootvetstvenno, predstavlØ¸t soboæ mnoßestvo verxin i mnoßestvo orientirovannyh reber grafa Γ, kotoryæ nazyvaetsØ grafom mnogoobraziØ M . Zdes~ verxina v ∈ V ØvlØetsØ naqal~noæ dlØ rebra w ∈ W togda i tol~ko togda, kogda w ∈ ∂v. (Oboznaqenie: v = ∂_−w.)

My oboznaqaem qerez ∂_+ w koneqnu¸ verxinu rebra w. Ne iskl¸qen sluqaæ, kogda ∂_−w = ∂_+ w, t.e. razliqnye komponenty kraØ bloka M_v mogut skleivat~sØ drug s drugom. V fftom sluqae rebro w ØvlØetsØ petleæ v Γ. Odnako my trebuem, qtoby dlØ l¸bogo rebra w = (v, v^′) ∈ W sloi S^1_v , S^1_v0 sootvetstvu¸wih smeßnyh blokov M_v, M_v0 byli ne gomotopny na kraevom tore T_w.

Nabory dlin {l_v}_{v∈V} i uglov {ω_w}_{w∈W} sootvetstvu¸t nekotoroæ NPC -metrike na M togda i tol~ko togda, kogda oni udovletvorØ¸t uravneni¸ soglasovannosti k_vl_v − ∑ w∈∂v cos ω_w b_w l_{∂+w} = 0, v ∈ V, (0.1)

priqem l_v > 0 dlØ vseh v ∈ V i 0 < ω_w = ω_{−w} < π dlØ vseh

w ∈ W . Kofffficienty k_v ∈ Q i b_w = b_{−w} ∈ N ØvlØ¸tsØ topolo-

giqeskimi invariantami mnogoobraziØ M (sm. priloßenie A). V takom sluqae budem govorit~, qto nabory {l_v}_{v∈V} i {ω_w}_{w∈W} opredelØ¸t izometriqeskoe sostoØnie sistemy (0.1). (1.2) Primery. (a) Dipol~. Graf Γ sostoit iz dvuh verxin

v_0 i v_1, soedinennyh rebrom. Uravnenie soglasovannosti imeet vid k_0l_0 − cos ω b l_1 = 0, − cos ω b l_0 + k_1l_1 = 0.

(1.2.1)

Izometriqeskie sostoØniØ suwestvu¸t v sledu¸wih sluqaØh:

(i) k_0 = k_1 = 0. Togda ω = π/2, a otnoxenie l_0/l_1 moßet byt~ proizvol~nym;

(ii) 0 < k_0k_1b^2 < 1. Togda cos^2 ω = k_0k_1b^2, sgn(cos ω) = sgn(k_j) i

l^2_0 l^2_1 = k_1 k_0 . V dal~neæxem fftot primer igraet kl¸qevu¸ rol~.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 31

(b) Monopol~. Graf Γ ØvlØetsØ petleæ s verxinoæ v. Uravnenie soglasovannosti (0.1) imeet vid ( k − 2 b cos ω ) l = 0 (1.2.2)

dlØ sootvetstvu¸wih kofffficientov k i b. Izometriqeskie sostoØniØ suwestvu¸t togda i tol~ko togda, kogda |k|b < 2. V takom sluqae cos ω = kb/2, a l > 0 – proizvol~no.

1.II. Sravnenie s uravneniem Laplasa na grafah. Laplasian Δ : L^2(V ) → L^2(V ) na grafe Γ = Γ(V, W ) opredelØetsØ kak Δf(v) = f(v) − 1 |∂v| ∑ w∈∂v f(∂_+ w), gde L^2(V ) – (vewestvennoe) gil~bertovo prostranstvo so skalØrnym proizvedeniem ⟨f, f^′⟩ = ∑ v∈V |∂v|f(v)f^′ (v). Togda Δ = d^∗d, differencial d : L^2(V ) → L^2_{odd} (W ) zadaetsØ formuloæ df(w) = f(∂_+ w) − f(∂_−w), gde L^2_{odd} (W ) – gil~bertovo prostranstvo neqetnyh funkciæ na W so skalØrnym proizvedeniem ⟨ϕ, ψ⟩ = 1 2 ∑ w∈W ϕ(w)ψ(w). RexeniØ uravneniØ Laplasa Δf = 0 minimiziru¸t deæstvie E(f) = ‖df‖^2. Uravnenie soglasovannosti (0.1) vyglØdit, kak uravnenie Laplasa “s peremennymi kofffficientami”. Odnako mnoßiteli

cos ω_w suwestvenno menØ¸t svoæstva rexeniæ i ukazyva¸t na

skrytoe prisutstvie svØznosti ∇, t.e. fflektromagnitnogo polØ: v dal~neæxem stanet Øsno, qto obyqnyæ differencial d nußno zamenit~ na kovariantnyæ differencial ∇.

Napomnim, qto fflektromagnitnoe pole opisyvaetsØ kak svØznost~ ∇ na glavnom (trivial~nom) rassloenii M^4 × U(1) → M^4, a skalØrnoe zarØßennoe pole est~ seqenie ξ : M^4 → M^4 × C rassloeniØ M^4 × C → M^4, gde M^4 – prostranstvo Minkovskogo. Ih vzaimodeæstvie minimiziruet deæstvie S(∇, ξ) = ‖F ‖^2 + ‖∇ξ‖^2 − m^2‖ξ‖^2,

32 S. V. BU˚LO gde F = ∇ ∘ ∇ – krivizna svØznosti ∇. Drugimi slovami, svØznost~ ∇ i seqenie ξ udovletvorØ¸t uravneniØm �ælera– Lagranßa dlØ deæstviØ S:

d^∗F + ξ^∗∇ξ − ξ(∇ξ)^∗ = 0 (+)

(∇^∗∇ − m^2)ξ = 0. (++)

K nim nußno dobavit~ toßdestvo B~Ønki dF = 0, da¸wee (posle vybora koordinat v M^4) pervu¸ paru uravneniæ Maksvella

div H = 0, rot E = −∂_tH.

Uravnenie (+) daet vtoru¸ paru

div E = J_0, rot H = ∂_tE + J,

a uravnenie (++) predstavlØet soboæ volnovoe uravnenie.

Grubo govorØ, NPC -metriku na graf-mnogoobrazii M moßno interpretirovat~ kak skalØrnoe zarØßennoe pole ξ : V → V × C na mnoßestve verxin grafa Γ mnogoobraziØ M , vzaimodeæstvu- ¸wee so svØznost~¸ ∇ na rassloenii V × C → V .

SvØznost~ ∇ moßno interpretirovat~ kak nabor konformnyh struktur na kraevyh torah, pole ξ soderßit informaci¸ o dlinah sloev, a v sovokupnosti oni minimiziru¸t deæstvie S(∇, ξ) = ‖F ‖^2 + ‖∇ξ‖^2 − m^2‖ξ‖^2. Sledovatel~no, izometriqeskie sostoØniØ uravneniØ (0.1) ØvlØ- ¸tsØ ffkstremalØmi deæstviØ S, a samo uravnenie (0.1) okazyvaetsØ analogom volnovogo uravneniØ (++).

§2. GeometriØ dvuhtoqeqnogo prostranstva

Programmu, opisannu¸ v konce predyduwego paragrafa, moßno realizovat~ v ramkah spektral~nogo isqisleniØ A. Konna. Zdes~ my privodim neobhodimye fakty ob fftom formalizme, ograniqivaØs~ sluqaem koneqnomernyh algebr. Krome togo, vse ponØtiØ ill¸striru¸tsØ na primere dipolØ; ffto – prosteæxiæ netrivial~nyæ primer, k kotoromu ukazannyæ formalizm primenim (qem i opravdyvaetsØ nazvanie nastoØwego paragrafa). V to ße vremØ, fftot primer okazyvaetsØ dlØ nas fundamental~- nym, potomu qto sluqaæ obwih grafov moßno svesti k sluqa¸ dipolØ s pomow~¸ principa razloßeniØ (sm. §5). Spektral~noe isqislenie detal~no obsußdaetsØ v [5–8, 15]; sr. [4, 9–14].

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 33

2.I. Prostranstvo. Rol~ “prostranstva” igraet invol¸tivnaØ

algebra A. V sluqae dipolØ V = {v_0, v_1} algebra A est~ algebra funkciæ {V → C } = C^2 s invol¸cieæ a = (a_0, a_1) → a^∗ = (a_0, a_1).

2.II. Rimanova metrika i spektral~nyæ differencial. Geo-

metriØ na V opredelena predstavleniem algebry A v gil~bertovom prostranstve H (“kasatel~nom rassloenii”) i kompaktnym samosoprØßennym operatorom ediniqnoæ dliny ds ∈ L(H). Spektral~naØ troæka {A, H, ds} igraet rol~ rimanova mnogoobraziØ. V sluqae dipolØ algebra A predstavlena v gil~bertovom prostranstv H = C^2 so skalØrnym proizvedeniem ⟨a, b⟩ = a_0b_0 + a_1b_1 operatorami umnoßeniØ

a = (a_0, a_1) → π(a) = diag(a_0, a_1) : C^2 → C^2 .

Operator ediniqnoæ dliny ds opredelØetsØ kak ds = ( 0 −iΔs iΔs 0 ) , Δs ∈ R. Obratnyæ operator D = ds^{−1} (operator Diraka) pozvolØet differencirovat~ funkcii a ∈ A: spektral~nyæ differencial opredelØetsØ kak operator da := i[D, π(a)] ∈ L(H). On ØvlØetsØ fflementom prostranstva 1-form Ω^1_D(A) ⊂ L(H), sostoØwego iz operatorov ω = ∑ j a^j_0da^j_1 = i ∑ j a^j_0[D, a^j_1], a^j_i ∈ A

(dlØ uproweniØ oboznaqeniæ my otoßdestvlØem a i π(a)). Oqevidno, (da)^∗ = da^∗.

DlØ a = (a_0, a_1) imeem da = ( 0^1_{Δs} (a_1 − a_0) 1 Δs (a_1 − a_0) 0 ) . Metrika na V opredelØetsØ formuloæ Konna

dist(v_0, v_1) = sup { |a(v_0) − a(v_1)| : a ∈ A, ‖da‖ 6 1 } , (2.1)

otkuda dist(v_0, v_1) = |Δs|.

34 S. V. BU˚LO

2.III. Lineænoe rassloenie i kalibrovoqnye preobrazova-

niØ. Trivial~noe lineænoe rassloenie V × C → V polnost~¸ opredelØetsØ svoimi seqeniØmi, obrazu¸wimi trivial~- nyæ pravyæ A-modul~ E. Algebra A deæstvuet v E sprava: (ξ, a) → ξa ∈ E dlØ ξ ∈ E, a ∈ A. HotØ modul~ E izomorfen algebre A (rassmatrivaemoæ kak Amodul~), meßdu nimi net kanoniqeskogo izomorfizma. Izomorfizm E → A opredelØetsØ vyborom bazisa e ∈ E.

Gruppa kalibrovoqnyh preobrazovaniæ U = {u ∈ A | u^∗u = uu^∗ = 1} deæstvuet v E po formule (ξ, u) → ξu^∗, ξ ∈ E. My rassmatrivaem U kak mnoßestvo otmeqennyh bazisov e v E: koordinata seqeniØ

ξ ∈ E est~ funkciØ a = a(ξ, e) ∈ A, opredelennaØ ravenstvom ξ = ea. Esli my zamenim bazis: e → e^′ = eu^∗, to koordinata

preobrazuetsØ sledu¸wim obrazom: a(ξ, e^′) = ua(ξ, e).

V sluqae dipolØ gruppa U sostoit iz fflementov vida u =

(e^{iα0} , e^{iα1}), gde α_0, α_1 ∈ R. DlØ ξ ∈ E i dlØ bazisa e ∈ U my

pixem a(ξ, e) = (ξ_0, ξ_1).

2.IV. SvØznosti na E. SvØznost~¸ na E nazyvaetsØ lineænoe

otobraßenie

∇ : E → E ⊗_A Ω^1_D(A),

udovletvorØ¸wee pravilu Leæbnica ∇(ξa) = ∇ξ · a + ξ ⊗ da, ξ ∈ E, a ∈ A. DlØ fiksirovannogo bazisa e ∈ U svØznost~ ∇ zada-

etsØ vektornym potencialom Φ ∈ Ω^1_D(A), kotoryæ opredelØetsØ ravenstvom ∇e = e ⊗ Φ. Sledovatel~no, dlØ ξ = ea ∈ E imeem ∇ξ = ∇e · a + e ⊗ da = e ⊗ (da + Φa). Gruppa kalibrovoqnyh preobrazovaniæ U deæstvuet na vektornyh potencialah svØznosti ∇ sledu¸wim obrazom. DlØ e^′ =

eu^∗, ∇e^′ = e^′ ⊗ Φ^′ imeem

Φ^′ = u du^∗ + uΦu^∗.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 35 Deæstvitel~no, s odnoæ storony,

∇e^′ = e^′ ⊗ Φ^′ = eu^∗ ⊗ Φ^′ = e ⊗ u^∗Φ^′,

s drugoæ storony, ∇e^′ = ∇(eu^∗) = ∇e · u^∗ + e ⊗ du^∗ = e ⊗ (du^∗ + Φu^∗). V sluqae dipolØ, predstavlØØ Φ kak operator

Φ = i ( 0 ϕ_{01}Δs ϕ_{10}Δs 0 ) , ϕ_{01}, ϕ_{10} ∈ C ,

dlØ ξ = (ξ_0, ξ_1) ∈ E imeem ∇ξ = e ⊗ ( 0^1_{Δs} (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{01}Δsξ_1 1 Δs (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{10}Δsξ_0 0 ) . 2.V. Prostranstvo k-form Ω^k_D (A). Prostranstvo k-form Ω^k_D(A) ⊂ L(H) sostoit iz operatorov vida ω = ∑ j a^j_0da^j_1 . . . da^j_k = i^k ∑ j a^j_0[D, a^j_1] . . .[D, a^j_k], (2.2)

a^j_i ∈ A. Vnexniæ differencial d : Ω^k_D(A) → Ω^{k+1}_D (A) moßno vy-

qislit~ po formule dω = ∑ j da^j_0 . . . da^j_k. (2.3)

(V sluqae dipolØ ona korrektno opredelena, potomu qto ∑ j a^j_0[D, a^j_1] . . . [D, a^j_k] = 0 =⇒ ∑ j [D, a^j_0][D, a^j_1] . . . [D, a^j_k] = 0,

i obyqnaØ problema, svØzannaØ s neodnoznaqnost~¸ predstavleniØ (2.2), zdes~ ne voznikaet, sm. [5, 6].)

Ispol~zuØ ravenstvo da · b = d(ab) − adb dlØ a, b ∈ A, imeem

σω ∈ Ω^{l+k}_D (A) dlØ σ ∈ Ω^l_D(A), ω ∈ Ω^k_D(A). Krome togo, vypolnØetsØ

pravilo Leæbnica d(σω) = dσ · ω + (−1)^lσdω.

36 S. V. BU˚LO 2.VI. Krivizna svØznosti ∇. SvØznost~ ∇ : E → E ⊗_A Ω^1_D(A)

prodolßaetsØ do differencirovaniØ

∇ : E ⊗_A Ω^k_D(A) → E ⊗_A Ω^{k+1}_D (A)

po formule ∇(e ⊗ ω) := ∇e · ω + e ⊗ dω dlØ ω ∈ Ω^k_D(A), gde e ∈ U – bazis v E. DlØ σ ∈ Ω^l_D(A) imeem ∇(e ⊗ ω · σ) = ∇e · ω · σ + e ⊗ dω · σ + (−1)^ke ⊗ ω · dσ = ( ∇(e ⊗ ω) ) σ + (−1)^ke ⊗ ω · dσ. Krivizna svØznosti ∇ opredelØetsØ kak operator ∇^2 : E → E ⊗_A Ω^2_D(A).

V bazise e ∈ U imeem ∇^2e = e ⊗ θ, gde θ = dΦ + Φ^2 ∈ Ω^2_D(A)

– operator krivizny. Deæstvitel~no,

∇^2e = ∇(e ⊗ Φ) = ∇e · Φ + e ⊗ dΦ = e ⊗ (dΦ + Φ^2).

(2.4) Lemma. Krivizna ∇^2 est~ A-lineænyæ operator, t.e.

∇^2(ξ · a) = ∇^2ξ · a dlØ l¸byh ξ ∈ E i a ∈ A.

Dokazatel~stvo. Pust~ e ∈ U – bazis modulØ E. Dostatoqno pokazat~, qto ∇^2(ea) = ∇^2e · a dlØ a ∈ A:

∇^2(ea) = ∇ ( e ⊗ (da + Φa) ) = e ⊗ Φ(da + Φa) + e ⊗ d(da + Φa) = e ⊗ (Φda + Φ^2a + d^2a + dΦa − Φda) = e ⊗ (dΦ + Φ^2)a. •

Ots¸da sleduet kalibrovoqnaØ invariantnost~ krivizny. Pust~ θ^′ – operator krivizny svØznosti ∇ po otnoxeni¸ k bazisu e^′ = eu^∗, ∇^2e^′ = e^′ ⊗ θ^′. Togda θ^′ = uθu^∗. Deæstvitel~no, e^′ ⊗ θ^′ = e ⊗ u^∗θ^′. S drugoæ storony, ∇^2e^′ =

∇^2e · u^∗ po lemme 2.4. Sledovatel~no, u^∗θ^′ = θu^∗. •

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 37 DlØ togo, qtoby vyqislit~ operator krivizny θ v sluqae dipolØ, vvedem proektory p = (1, 0), 1 − p = (0, 1) ∈ A. Togda

Φ = −iϕ_{01}Δs^2pdp − iϕ_{10}Δs^2(1 − p)dp.

Ispol~zuØ to, qto (dp)^2 = Δs^{−2} · 1, poluqaem dΦ = −i(ϕ_{01} − ϕ_{10}) · 1. Dalee, Φ^2 = −ϕ_{01}ϕ_{10}Δs^2 · 1. Takim obrazom,

θ = dΦ + Φ^2 = i(ϕ_{10} − ϕ_{01} + iϕ_{01}ϕ_{10}Δs^2) · 1.

V qastnosti, my vidim, qto dlØ unitarnoæ svØznosti ∇ (t.e. Φ^∗ + Φ = 0, ili ϕ_{01} = ϕ_{10}) norma operatora krivizny

‖θ‖^2 = (| | | | 1 Δs + iϕ_{01}Δs | | | | 2 − 1 Δs^2

)_2

dostigaet svoego minimuma na okrußnosti U_{Δs} ⊂ C radiusa

1/Δs^2 s centrom v z_{Δs} = i/Δs^2, perehodØweæ v vewestvennu¸

prØmu¸ R = {Im ϕ_{01} = 0} pri Δs → 0. Gruppa kalibrovoqnyh preobrazovaniæ U deæstvuet v U_{Δs} tranzitivno.

2.VII. Toßdestvo B~Ønki. Pust~ θ = dΦ + Φ^2 – operator kri-

vizny svØznosti ∇. Togda vypolnØetsØ toßdestvo B~Ønki: dθ = [θ, Φ]. Deæstvitel~no, dθ = d^2Φ + dΦ · Φ − Φ · dΦ. Ispol~zuØ ravenstva

d^2 = 0 i dΦ = θ − Φ^2, poluqaem

dθ = (θ − Φ^2)Φ − Φ(θ − Φ^2) = θΦ − Φθ.

V sluqae dipolØ operator θ ØvlØetsØ skalØrnym operatorom. Takim obrazom, obe qasti toßdestva B~Ønki obrawa¸tsØ v nul~:

dθ = 0 = [θ, Φ].

2.VIII. �rmitovy struktury na E. Pust~ Λ : E → E – operator

umnoßeniØ na poloßitel~nyæ samosoprØßennyæ fflement algebry A. V bazise e ∈ U operator Λ opredelØetsØ formuloæ a(Λξ, e) = λa(ξ, e), gde ξ ∈ E, λ = λ(Λ, e) ∈ A – matrica otobraßeniØ Λ v bazise e,

λ^∗ = λ. DlØ e^′ = eu^∗ imeem λ^′ = uλu^∗, gde λ^′ = λ(Λ, e^′).

38 S. V. BU˚LO

�rmitova struktura na E igraet rol~ posloænoæ ffrmitovoæ metriki i opredelØetsØ formuloæ (ξ, η)_Λ = (Λξ, η) ∈ A, gde (ξ, η) = η^∗ξ – standartnaØ ffrmitova struktura na E. ˚sno, qto (Λξ, η) = (ξ, Λ^∗η) = η^∗Λξ.

V bazise e imeem ξ = ea, η = eb i (ξ, η)_Λ = b^∗λa. V sluqae dipolØ ffrmitova struktura zadaetsØ poloßitel~nymi qislami λ_0, λ_1 i

(ξ, η)_Λ(v_0) = b_0λ_0a_0, (ξ, η)_Λ(v_1) = b_1λ_1a_1

dlØ a = (a_0, a_1), b = (b_0, b_1).

2.IX. SvØznosti, soglasovannye s ffrmitovoæ strukturoæ. Go-

vorØt, qto svØznost~ ∇ na E soglasovana s ffrmitovoæ strukturoæ

( , )_Λ ili ØvlØetsØ Λ-ffrmitovoæ, esli

d(ξ, η)_Λ = (∇ξ, η)_Λ + (ξ, ∇η)_Λ (2.5)

dlØ l¸byh ξ, η ∈ E. Zdes~ obe qasti ravenstva ØvlØ¸tsØ 1- formami, t.e. fflementami iz Ω^1_D(A). DlØ ξ = ea, η = eb imeem

(∇ξ, η)_Λ = ( e ⊗ (da + Φa), η ) Λ := (e, η)_Λ(da + Φa) i (ξ, ∇η)_Λ = ( ξ, e ⊗ (db + Φb) ) Λ := (db + Φb)^∗(ξ, e)_Λ.

(2.6) Lemma. SvØznost~ ∇ soglasovana s ffrmitovoæ strukturoæ

Λ togda i tol~ko togda, kogda v nekotorom (i, znaqit, v l¸bom) bazise imeem dλ = λΦ + Φ^∗λ, (2.7)

gde Φ – vektornyæ potencial svØznosti ∇ po otnoxeni¸ k e, λ = λ(Λ, e). Dokazatel~stvo. DlØ ξ = ea, η = eb ∈ E imeem d(ξ, η)_Λ = d(b^∗λa) = db^∗λa + b^∗dλa + b^∗λda, (∇ξ, η)_Λ = (e, η)_Λ(da + Φa) = b^∗λda + b^∗λΦa, (ξ, ∇η)_Λ = (db + Φb)^∗(ξ, e)_Λ = db^∗λa + b^∗Φ^∗λa,

gde my vospol~zovalis~ ravenstvom (db)^∗ = db^∗. Takim obrazom, (2.5) ffkvivalentno (2.7). •

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 39

(2.8) Zameqanie. Sootnoxenie (2.7) – edinstvennoe iz vyxeprivedennyh, kotoroe avtoru ne udalos~ naæti v dostupnoæ emu literature po spektral~nomu isqisleni¸. Odnako ispol~zovanie obwih ffrmitovyh struktur na E i formula (2.7) igra¸t v dal~neæxem vaßnu¸ rol~.

V sluqae dipolØ nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto (2.7) ffkvivalentno ravenstvu

λ_0(1 + iϕ_{01}Δs^2) = λ_1(1 + iϕ_{10}Δs^2), (2.9)

gde λ = (λ_0, λ_1), Φ = −iϕ_{01}Δs^2pdp − iϕ_{10}Δs^2(1 − p)dp. (2.10) Zameqanie. Vektornyæ potencial A fflektromagnitnogo polØ ∇ predstavlØet soboæ 1-formu na prostranstve Minkovskogo M^4 so znaqeniØmi v algebre Li u(1) = iR gruppy U(1), i, takim obrazom, A^∗ + A = 0.

Sledovatel~no, dlØ l¸boæ ffrmitovoæ struktury λ na

E = {M^4 → M^4 × C }

imeem dλ = λA + A^∗λ = 0, t.e. funkciØ λ – konstanta. �to moßno interpretirovat~ kak zakon sohraneniØ fflektriqeskogo zarØda. 2.X. �rmitovy metriki. DlØ ffrmitovoæ struktury Λ na E proizvedenie (ξ, η)_Λ ∈ A est~ operator v H. Sootvetstvu¸waØ ffrmitova metrika na E poluqaetsØ integrirovaniem posloænogo ffrmitova proizvedeniØ ⟨ξ, η⟩ = Tr(ξ, η)_Λ ∈ C dlØ ξ, η ∈ E. V sluqae dipolØ, berØ koordinaty ξ = ea, η = eb,

λ = λ(Λ, e) = (λ_0, λ_1), poluqaem

⟨ξ, η⟩ = Tr(b^∗λa) = η_0λ_0ξ_0 + η_1λ_1ξ_1.

VsØkaØ ffrmitova metrika na E kanoniqeski prodolßaetsØ do ffrmitovyh metrik na A-modulØh E ⊗_A Ω^k_D(A), Ê = {E → A}, E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê (tenzornye proizvedeniØ berutsØ nad A). �to pozvolØet opredelit~ normy operatorov

∇ξ ∈ E ⊗_A Ω^1_D(A), ∇^2 ∈ E ⊗ Ω^2_D(A) ⊗ Ê

(po povodu podrobnosteæ sm. priloßenie B) i vvesti deæstvie S = S(∇, ξ).

40 S. V. BU˚LO

2.XI. Lagranßian vzaimodeæstviØ skalØrnogo zarØßennogo po-

lØ ξ i fflektromagnitnogo polØ ∇ Λ-ffrmitovu svØznost~ ∇ na E

moßno rassmatrivat~ kak analog fflektromagnitnogo polØ, a se-

qeniØ ξ ∈ E opisyva¸t skalØrnye zarØßennye qasticy. �nergiØ

takogo polØ ξ v prisutstvii svØznosti ∇ opredelØetsØ kak E_∇(ξ) = ⟨∇ξ, ∇ξ⟩. DlØ togo, qtoby vyqislit~ E_∇(ξ) v sluqae dipolØ, vvedem

bazis e ∈ U i poluqim ξ = ea = (ξ_0, ξ_1), ∇ξ = e ⊗ σ i σ = da + Φa ∈

Ω^1_D(A), gde σ = ( 0^1_{Δs} (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{01}Δsξ_1 1 Δs (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{10}Δsξ_0 0 ) . Takim obrazom, dlØ λ = (λ_0, λ_1) imeem E_∇(ξ) = ⟨e ⊗ σ, e ⊗ σ⟩ = ⟨σ, λσ⟩ = λ_0 | | | | 1 Δs (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{01}Δsξ_1 | | | | 2 + λ_1 | | | | 1 Δs (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{10}Δsξ_0 | | | | 2 . Deæstvie ˚nga–Millsa svØznosti ∇ imeet vid

YM(∇) = ⟨∇^2, ∇^2⟩,

gde krivizna ∇^2 rassmatrivaetsØ kak fflement prostranstva

E ⊗ Ω^2_D(A) ⊗ Ê, snabßennogo Λ-ffrmitovoæ metrikoæ. DlØ sluqaØ

dipolØ

YM(∇) = ⟨θλ, λθ⟩ = (λ^2_0 + λ^2_1) | ϕ_{10} − ϕ_{01} + iϕ_{01}ϕ_{10}Δs^2 |_2 . Vzaimodeæstvie poleæ ξ i ∇ minimiziruet deæstvie S(∇, ξ) = YM(∇) + E_∇(ξ) − m^2⟨ξ, ξ⟩. V sluqae dipolØ okonqatel~no poluqaem

S(∇, ξ) = (λ^2_0 + λ^2_1) | ϕ_{10} − ϕ_{01} + iϕ_{01}ϕ_{10}Δs^2 |_2

+ λ_0 | | | | 1 Δs (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{01}Δsξ_1 | | | | 2 + λ_1 | | | | 1 Δs (ξ_1 − ξ_0) + iϕ_{10}Δsξ_0 | | | | 2

− m^2 ( λ_0|ξ_0|^2 + λ_1|ξ_1|^2 ) , (2.11)

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 41 i uslovie (2.9) Λ-ffrmitovosti svØznosti ∇ vypolneno. Zdes~

(ξ_0, ξ_1) – koordinaty seqeniØ ξ v bazise e, (λ_0, λ_1) – koffffici-

enty ffrmitovoæ struktury Λ,

Φ = −iϕ_{01}Δs^2pdp − iϕ_{10}Δs^2(1 − p)dp

– vektornyæ potencial svØznosti ∇. Deæstvie S opredelØetsØ invariantnym obrazom, nezavisimo ot vybora bazisa e ∈ U, i, takim obrazom, vyraßenie (2.11) U-invariantno.

§3. Uravnenie �ælera–Lagranßa dlØ deæstviØ S

3.I. UravneniØ �ælera–Lagranßa dlØ deæstviØ S ime¸t vid

d^∗_∇∇^2 = −J, (3.1.1)

∇^∗∇ξ = m^2ξ, (3.1.2) gde J = ∇ξ ⊗ ξ̂ − ξ ⊗ ^∇ξ̂ – tok, i sootvetstvu¸t obyqnym uravneniØm klassiqeskoæ fflektrodinamiki: (3.1.1) ØvlØetsØ analogom vtoroæ pary uravneniæ Maksvella (+), (3.1.2) – analogom volnovogo uravneniØ (++). V sluqae dipolØ deæstvie S zadaetsØ ravenstvom (2.11), i uravneniØ �ælera–Lagranßa ime¸t vid 1 Δs^2

(ψ_{01}ψ_{10}−1)(λ_0 ψ_{10}+λ_1 ψ_{01}) = ξ_0ξ_1 − 1 2 ( ψ_{10}|ξ_0|^2+ψ_{01}|ξ_1|^2 ) , (3.2.1) 1 2 ( λ_0(ψ_{01}ψ_{10} + 1) − λ_0ρ^2 ) ξ_0 − λ_0ψ_{01}ξ_1 = 0,

−λ_1ψ_{10}ξ_0 + 1 2 ( λ_1(ψ_{01}ψ_{10} + 1) − λ_1ρ^2 ) ξ_1 = 0,

(3.2.2)

gde my ispol~zovali oboznaqeniØ

ψ_{01} = 1 + iϕ_{01}Δs^2, ψ_{10} = 1 − iϕ_{10}Δs^2, ρ^2 = m^2Δs^2.

My sohranØem kofffficienty λ_0, λ_1 v uravneniØh (3.2.2), qtoby podqerknut~ analogi¸ s uravneniem soglasovannosti (0.1) vvidu usloviØ Λ-ffrmitovosti (2.9), kotoroe prinimaet vid

λ_0ψ_{01} = λ_1ψ_{10}. (3.2.3)

V priloßenii B pokazano, kak poluqit~ uravneniØ (3.1.1)– (3.2.2). Zdes~ my analiziruem ffti uravneniØ, sravnivaØ ih s

42 S. V. BU˚LO uravneniem soglasovannosti dlØ sluqaØ fflementarnyh grafov: dipolØ (1.2.1) i monopolØ (1.2.2). Obwiæ sluqaæ rassmotren v §5. PredstavlØØ

ξ_0 = |ξ_0|e^{iα0} , ξ_1 = |ξ_1|e^{iα1} ,

my interpretiruem |ξ_0|, |ξ_1| kak qisla, proporcional~nye dlinam sloev l_0 i l_1 blokov M_{v0} i M_{v1} (sm. vvedenie).

Tak kak ffti dliny poloßitel~ny, to interes predstavlØ¸t tol~ko nevyroßdennye rexeniØ uravneniæ �ælera–Lagranßa, t.e. takie, dlØ kotoryh ξ_0, ξ_1 ≠ 0. DlØ fftogo neobhodimo, qtoby opredelitel~ sistemy (3.2.2) byl raven nul¸: ( (ψ_{01}ψ_{10} + 1) − ρ^2 )( (ψ_{01}ψ_{10} + 1) − ρ^2 ) −4ψ_{01}ψ_{10} = 0. (3.3)

Vvidu (3.2.3) moßno sqitat~, qto ψ_{01} = |ψ_{01}|e^{iγ} , ψ_{10} = |ψ_{10}|e^{−iγ} , i my polagaem

ψ := λ_0|ψ_{01}| = λ_1|ψ_{10}|.

Togda uslovie nevyroßdennosti (3.3) priobretaet vid ( ψ^2 − (ρ^2 − 1)λ_0λ_1

)_2 − 4λ_0λ_1ψ^2 = 0

ili (

ψ^2 − (ρ^2 + 1)λ_0λ_1

)_2

= 4λ^2_0λ^2_1ρ^2,

otkuda

ψ^2 = λ_0λ_1(ρ ± 1)^2. (3.4)

Iz mnimoæ qasti uravneniæ (3.2.1)–(3.2.2) sleduet, qto

α_1 − α_0 + γ = nπ, n ∈ Z, (3.5)

i my poluqaem iz fftih uravneniæ sledu¸wu¸ (vewestvennu¸) sistemu: 1 Δs^2 ( ψ^2 λ_0λ_1 − 1 ) ( λ_0 λ_1 + λ_1 λ_0 ) ψ = (−1)^n|ξ_0||ξ_1| − 1 2 ( |ξ_0|^2 λ_1 + |ξ_1|^2 λ_0 ) ψ, (3.6.1) 1 2 ( ψ^2 λ_1

+ λ_0(1 − ρ^2) ) |ξ_0| + (−1)^{n+1}ψ|ξ_1| = 0,

(−1)^{n+1}ψ|ξ_0| + 1 2 ( ψ^2 λ_0

+ λ_1(1 − ρ^2) ) |ξ_1| = 0.

(3.6.2)

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 43

3.II. Sluqaæ bezmassovogo polØ ξ. Snaqala rassmotrim slu-

qaæ, kogda massa m = 0 i, sledovatel~no, ρ = 0. Togda ψ^2 = λ_0λ_1 v silu (3.4), i dlØ nenulevogo rexeniØ (|ξ_0|, |ξ_1|) uravneniØ (3.6.2) imeem

λ^{1/2}_0 |ξ_0| = (−1)^nλ^{1/2}_1 |ξ_1|.

Takim obrazom, n qetno i

|ξ_0|^2 |ξ_1|^2 = λ_1 λ_0

, (3.7)

sr. (1.2.1), (ii). Uravnenie (3.6.1) vypolnØetsØ avtomatiqeski: obe ego qasti, i levaØ, i pravaØ, obrawa¸tsØ v nul~.

Sledovatel~no, rexeniØ uravneniæ �ælera–Lagranßa (3.1.1) –(3.1.2) dlØ deæstviØ (2.11) v sluqae bezmassovogo polØ ξ ime¸t vid:

α_1 − α_0 + γ = 2nπ, ψ^2 = λ_0λ_1, |ξ_0|^2/|ξ_1|^2 = λ_1/λ_0.

�ti dannye opredelØ¸t plosku¸ svØznost~ ∇ i parallel~noe pole ξ: ∇ξ = 0, t.e. S(∇, ξ) = 0.

3.III. Sravnenie spektral~noæ i geometriqeskoæ modeleæ.

Qtoby interpretirovat~ rexenie (l_0, l_1, ω) uravneniØ soglasovannosti (1.2.1), opredelØ¸wego NPC -metriku na graf-mnogo-obrazii, kak konfiguraci¸ poleæ (∇, ξ), kritiqesku¸ dlØ deæstviØ S, poloßim

l_0 = |ξ_0|, l_1 = |ξ_1|, λ_0 = |k_0|, λ_1 = |k_1|, k_0|ψ_{01}| = k_1|ψ_{10}| = cos ω b , sqitaØ, qto k_0k_1 > 0. �ti dannye opredelØ¸t Λ-ffrmitovu svØznost~ ∇ na E i pole ξ, svØzannye usloviem kalibrovoqnoæ invariantnosti

α_1 − α_0 + γ = 2nπ.

�tot vybor i sdelal neobhodimym rassmotrenie nepostoØnnyh ffrmitovyh struktur λ na E i ispol~zovanie ravenstva (2.7). Dalee, uslovie nevyroßdennosti ψ^2 = λ_0λ_1 ffkvivalentno uslovi¸

cos^2 ω = k_0k_1b^2, a (3.7) est~ v toqnosti uslovie l^2_0 /l^2_1 = k_1/k_0

dlØ rexeniæ (ii) uravneniØ (1.2.1). Pri takom vybore uravnenie (3.6.2) prevrawaetsØ v uravnenie (1.2.1), esli vypolneno uslovie ψ^2 = λ_0λ_1, qto, v svo¸ oqered~, garantiruet, qto svØznost~ ∇ – ploskaØ, YM(∇) = 0.

44 S. V. BU˚LO

Princip razloßeniØ (sm. §5) pozvolØet rasprostranit~ fftu ffkvivalentnost~ meßdu spektral~noæ i geometriqeskoæ modelØmi na sluqaæ proizvol~nyh (koneqnyh) grafov. V fftom smysle NPC -metriku na graf-mnogoobrazii moßno interpretirovat~ kak konfiguraci¸ poleæ (∇, ξ), kritiqesku¸ dlØ deæstviØ S, gde ∇ – ploskaØ Λ-ffrmitova svØznost~ na E, a ξ ∈ E – kovariantno postoØnnoe pole, ∇ξ = 0, ili, pol~zuØs~ fiziqeskoæ terminologieæ, kak vzaimodeæstvie fflektromagnitnogo polØ s bezmassovym skalØrnym zarØßennym polem na grafe mnogoobraziØ.

Odnako ffta interpretaciØ ne polna, hotØ i oqen~ privlekatel~na. Ee nedostatok sostoit, preßde vsego, v neobhodimosti usloviØ k_0k_1 > 0, poskol~ku v protivnom sluqae spektral~naØ model~ isqezaet: λ_0 = λ_1 = 0. S drugoæ storony, na graf-mnogo-obrazii qasto suwestvu¸t NPC -metriki, dlØ kotoryh neobhodimo rassmatrivat~ sluqaæ k_0 = k_1 = 0, ω = π/2 s pomow~¸ principa razloßeniØ. Takie metriki ne interpretiru¸tsØ v terminah bezmassovyh poleæ. Drugoæ nedostatok fftoæ interpretacii – v tom, qto uravneniØ (3.6.1)–(3.6.2) dlØ ρ = 0 ne otraßa¸t oqevidnogo geometriqeskogo zapreta ω ≠ 0.

Uslovie ω = 0 vleqet kollaps metriki, poskol~ku ono oznaqaet, qto sloi smeßnyh blokov sovpada¸t, buduqi gomotopiqeski razliqnymi zamknutymi geodeziqeskimi na ploskom kraevom tore T_w . V sledu¸wem paragrafe, gde my rassmatrivaem polØ ξ s nenulevymi massami, ffti problemy rexa¸tsØ blagodarØ skrytomu v uravneniØh (3.6.1)–(3.6.2) zameqatel~nomu mehanizmu iskl¸qeniæ i vyroßdeniæ.

§4. Mehanizm iskl¸qeniæ i vyroßdeniæ

4.I. Zdes~ my opisyvaem mehanizm, pozvolØ¸wiæ interpreti-

rovat~ vyroßdeniØ ω = π/2 i ω = 0 dlØ NPC -metrik na grafmnogoobrazii v terminah uravneniæ �ælera–Lagranßa (3.6.1)– (3.6.2) dlØ deæstviØ S = S(∇, ξ) (2.11). DlØ fftogo trebuetsØ rassmotret~ pole s nenulevymi massami. Togda uravneniØ (3.6.1)–(3.6.2) soverxenno neoßidannym obrazom otkryva¸t taku¸ geometriqesku¸ informaci¸ ob interpretiruemoæ metrike na graf-mnogoobrazii, kotoraØ soverxenno otsutstvuet v uravnenii soglasovannosti (0.1). A imenno, uravnenie (0.1), buduqi lineænym i odnorodnym otnositel~no dlin, ne fiksiruet

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 45 dlin sloev, a lix~ zadaet ih otnoxeniØ. Odnako esli m ≠ 0, uravneniØ (3.6.1)–(3.6.2) opredelØ¸t znaqeniØ |ξ_0| i |ξ_1|, priqem dlØ fftogo imeetsØ estestvennaØ geometriqeskaØ interpretaciØ.

Mehanizm iskl¸qeniæ i vyroßdeniæ opisyvaetsØ v hode dokazatel~stva sledu¸weæ teoremy 4.1. Poloßim ρ = mΔs, ne predpolagaØ, qto ρ > 0. Napomnim, qto m – massa polØ ξ, a |Δs| interpretiruetsØ kak rasstoØnie meßdu verxinami v_0 i v_1. (4.1) Teorema. UravneniØ �ælera–Lagranßa (3.6.1)–(3.6.2) dlØ

deæstviØ S, zadannogo formuloæ (2.11), oblada¸t nevyroßdennymi rexeniØmi (t.e. |ξ_0||ξ_1| ≠ 0) togda i tol~ko togda, kogda ρ = 0 ili 1 < |ρ| < 2. Pri |ρ| = 1, 2 l¸boe rexenie vyroßdenno, a dlØ ostal~nyh ρ ∈ R – rexeniæ net.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku sluqaæ ρ = 0 uße rassmotren, budem sqitat~, qto ρ ≠ 0. Krome togo, my sqitaem, qto ρ > 0 (sluqaæ ρ < 0 razbiraetsØ analogiqno). DlØ rexeniØ (|ξ_0|, |ξ_1|) uravneniØ (3.6.2) v silu usloviØ nevyroßdennosti (3.4) imeem

λ_0(1 ± ρ)|ξ_0| = (−1)^nψ|ξ_1|. (4.1.1)

Snaqala pokaßem, qto v sluqae ψ^2 = λ_0λ_1(ρ + 1)^2 dlØ usloviØ (3.4) naxa sistema ne imeet rexeniæ. Deæstvitel~no, ψ =

λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1 (ρ + 1), i iz (4.1.1) sleduet, qto n qetno i |ξ_0|^2/|ξ_1|^2 = λ_1/λ_0.

Togda levaØ qast~ uravneniØ (3.6.1) poloßitel~na: 1 Δs^2 ρ(ρ + 1)(ρ + 2) λ^2_0 + λ^2_1

λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1 > 0, v to vremØ kak pravaØ qast~ imeet vid (−1)^n|ξ_0||ξ_1| − 1 2 ( |ξ_0|^2 λ_1 + |ξ_1|^2 λ_0 ) ψ = −λ^{1/2}_0 λ^{−1/2}_1 ρ|ξ_0|^2 6 0.

Takim obrazom, v dal~neæxem sqitaem, qto ψ^2 = λ_0λ_1(ρ − 1)^2. (a) Sluqaæ 0 < ρ < 1. Togda ψ = λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1 (1 − ρ) i iz (4.1.1) sleduet, qto

λ^{1/2}_0 |ξ_0| = (−1)^nλ^{1/2}_1 |ξ_1|.

Takim obrazom, n qetno i |ξ_0|^2/|ξ_1|^2 = λ_1/λ_0. Na fftot raz levaØ qast~ uravneniØ (3.6.1) otricatel~na: 1 Δs^2 ρ(ρ − 2)(1 − ρ) λ^2_0 + λ^2_1

λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1 < 0,

46 S. V. BU˚LO v to vremØ kak pravaØ qast~ imeet vid (−1)^n|ξ_0||ξ_1| − 1 2 ( |ξ_0|^2 λ_1 + |ξ_1|^2 λ_0 ) ψ = λ^{1/2}_0 λ^{−1/2}_1 ρ|ξ_0|^2 ¿ 0.

(b) Sluqaæ ρ = 1. V fftom sluqae ψ = 0, i sistema (3.6.2) ne nakladyvaet ograniqeniæ na |ξ_0|, |ξ_1|. Togda uravnenie (3.6.1) svoditsØ k uslovi¸ |ξ_0||ξ_1| = 0, qto daet vyroßdennu¸ kritiqesku¸ konfiguraci¸ (∇, ξ) dlØ deæstviØ S.

Pust~ teper~ ρ > 1. Togda ψ = λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1 (ρ − 1), i iz (4.1.1) sleduet, qto n neqetno, a |ξ_0|^2/|ξ_1|^2 = λ_1/λ_0. LevaØ qast~ uravneniØ (3.6.1) imeet vid 1 Δs^2 ( ψ^2 λ_0λ_1 − 1 ) ( λ_0 λ_1 + λ_1 λ_0 ) ψ = 1 Δs^2 ρ(ρ−1)(ρ−2) λ^2_0 + λ^2_1 λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1

, (4.1.2)

a pravaØ – (−1)^n|ξ_0||ξ_1| − 1 2 ( |ξ_0|^2 λ_1 + |ξ_1|^2 λ_0 ) ψ = −λ^{1/2}_0 λ^{−1/2}_1 ρ|ξ_0|^2. (4.1.3)

Takim obrazom, pri ρ > 2 dlØ S net kritiqeskoæ konfiguracii (∇, ξ), a pri ρ = 2 edinstvennaØ kritiqeskaØ konfiguraciØ ØvlØetsØ vyroßdennoæ: |ξ_0| = |ξ_1| = 0, ψ = λ_0λ_1.

OstaetsØ rassmotret~ (v) Sluqaæ 1 < ρ < 2. V fftom sluqae uravneniØ (3.6.1)–(3.6.2) da¸t kritiqesku¸ konfiguraci¸ (∇, ξ), dlØ kotoroæ

α_1 − α_0 + γ = (2n + 1)π, ψ = λ^{1/2}_0 λ^{1/2}_1 (ρ − 1) i λ_0|ξ_0|^2 = λ_1|ξ_1|^2 =

(λ^2_0 + λ^2_1)(ρ − 1)(2 − ρ) Δs^2 . Oqevidno, qto |ξ_0|^2/|ξ_1|^2 = λ_1/λ_0 i svØznost~ ∇ – ne ploskaØ. Na fftom dokazatel~stvo teoremy 4.1 zaverxaetsØ. •

4.II. InterpretaciØ metrik kak poleæ s nenulevymi massa-

mi. InterpretiruØ rexenie (l0, l1, ω) uravneniØ soglasovannosti (1.2.1) s k_0, k_1 > 0 (sluqaæ k_0, k_1 < 0 razbiraetsØ analogiqno) kak konfiguraci¸ poleæ (∇, ξ), kritiqesku¸ dlØ deæstviØ S s polem ξ nenulevoæ massy m, sqitaem, po teoreme 4.1, qto

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 47

1 < ρ < 2 (v sluqae, kogda k_0, k_1 < 0, sleduet vzØt~ ρ ∈ (−2, −1))

i polagaem

λ_0|ξ_0|^2 = k_0l^2_0 , λ_1|ξ_1|^2 = k_1l^2_1 , ψ = cos ω b , λ_0(ρ−1) = k_0, λ_1(ρ−1) = k_1.

�ti dannye opredelØ¸t Λ-ffrmitovu svØznost~ ∇ na E i pole ξ nenulevoæ massy m, ρ = mΔs, svØzannye usloviem kalibrovoqnoæ invariantnosti

α_1 − α_0 + γ = (2n + 1)π.

Dalee, uslovie nevyroßdennosti ψ^2 = λ_0λ_1(ρ − 1)^2 ffkvivalentno uslovi¸ cos^2 ω = k_0k_1b^2, a ravenstvo |ξ_0|^2/|ξ_1|^2 = λ_1/λ_0 – ffto v toqnosti uslovie l^2_0 /l^2_1 = k_1/k_0. Odnako teper~, v otliqie ot sluqaØ m = 0, ffti dannye opredelØ¸t dliny l_0, l_1:

λ_0l^2_0 = λ_1l^2_1 =

(λ^2_0 + λ^2_1)(2 − ρ) Δs 2 , (4.2)

delaØ konfiguraci¸ (∇, ξ) kritiqeskoæ dlØ deæstviØ S. V svØzi s fftim vstaet vopros o tom, kak ponØt~ ffti uravneniØ v geometriqeskih terminah. Uravnenie (0.1) odnorodno otnositel~no dlin sloev, qto otraßaet vozmoßnost~ masxtabirovat~ metriku pri pomowi gomotetiæ.

DlØ togo, qtoby pravil~no ponØt~ (4.2), my rassmotrim special~nye NPC -metriki na M , sußeniØ kotoryh na kaßdyæ blok

M_v ØvlØ¸tsØ geometriqeskimi strukturami tipa H^2 ×R, t.e. me-

triki ds^2_F v lokal~nyh razloßeniØh

ds^2_{Mv} = ds^2_F + dl^2

ØvlØ¸tsØ metrikami postoØnnoæ krivizny −1. My nazyvaem takie metriki geometrizaciØmi graf-mnogoobraziØ M [1–3].

Znanie dlin l_0, l_1 sloev smeßnyh blokov i uglov ω meßdu nimi odnoznaqno opredelØet plosku¸ metriku na kraevom tore T_w i, sledovatel~no, fiksiruet dlinu zamknutoæ geodeziqeskoæ z_w na T_w, predstavlØ¸weæ komponentu (∂F_v)_w kraØ poverhnosti F_w iz razloßeniØ M_v = F_v × S^1. (Vybor geodeziqeskoæ z_w, voobwe govorØ, ne odnoznaqen: on ffkvivalenten vyboru bazisa Val~dhauzena, sm. priloßenie A; odnako on ne zavisit ot metriki, i bazis Val~dhauzena moßno sqitat~ fiksirovannym.)

V svo¸ oqered~, na poverhnosti F_v s geodeziqeskim kraem imeetsØ metrika postoØnnoæ krivizny −1, dlØ kotoroæ dlina

48 S. V. BU˚LO kaßdoæ komponenty z_w , w ∈ ∂v, – zadannoe poloßitel~noe qislo. Odnako togda dliny l_0, l_1 odnoznaqno opredelØ¸tsØ dlinoæ geodeziqeskoæ z_w, esli zafiksirovana konformnaØ struktura na tore T_w, zadannaØ otnoxeniem l_0/l_1 i uglom ω.

Imenno ffto svoæstvo i otraßeno v (4.2). Dlina geodeziqeskoæ

z_w proporcional~na 1/|Δs|, qto soglasuetsØ s interpretacieæ |Δs| kak “rasstoØniØ” meßdu blokami M_{v0} , M_{v1} : metriki kol-

lapsiru¸t pri |Δs| → ∞ i stanovØtsØ “beskoneqno tolstymi” pri |Δs| → 0. Drugimi slovami, parametr m upravlØet formoæ geometrizacii mnogoobraziØ M pri fiksirovannom ρ = mΔs.

4.III. Vyroßdenie ρ = 1. Drugoæ fakt, podtverßda¸wiæ, qto

spektral~naØ model~ s nenulevoæ massoæ adekvatna geometriqeskoæ modeli,– ffto vozmoßnost~ interpretirovat~ vyroßdenie

k_0 = k_1 = 0, kogda ω = π/2 i otsutstvu¸t ograniqeniØ na dli-

ny sloev l_0, l_1. (Napomnim, qto takaØ interpretaciØ nevozmoßna v sluqae bezmassovyh poleæ.) �tot sluqaæ estestvenno sootvetstvuet sluqa¸ ρ = 1, kogda ψ = 0 i |ξ_0||ξ_1| = 0. Togda moßno vzØt~ v kaqestve λ_0, λ_1 proizvol~nye poloßitel~nye qisla, i my poluqim kritiqesku¸ konfiguraci¸ (∇, ξ), opredelennu¸ rassmatrivaemoæ metrikoæ. Krome togo, l¸boæ perehod k predelu pri

k_0, k_1 → 0+ moßno interpretirovat~ pri pomowi sootvetstvu¸-

wego perehoda k predelu pri ρ → 1+.

Adekvatnoe opisanie gorazdo bolee sil~nogo vyroßdeniØ metrik ω → 0 vozmoßno dlØ bolee obwih graf-mnogoobraziæ, graf kotoryh otliqen ot dipolØ. Delo v tom, qto esli grafmnogoobrazie s dipol~nym grafom dopuskaet NPC -metriku, to

k_0 = k_1 = 0 i ω = π/2 (sm. priloßenie A), qto sootvetstvuet

sluqa¸ ρ = 1.

4.IV. Monopol~. Kratko opixem spektral~nu¸ model~ dlØ gra-

fa Γ, kotoryæ ØvlØetsØ petleæ s verxinoæ v, sm. 1.2 (b). Zdes~

A = C , H = C^2 , a predstavlenie algebry A v H zadaetsØ ma-

tricami π(a) = diag(a, a). Ostal~nye dannye oqevidnym obrazom poluqa¸tsØ iz uße rassmotrennogo sluqaØ dipolØ:

ϕ_{01} = ϕ_{10}, λ_0 = λ_1 (= λ), ξ_0 = ξ_1 (= ξ),

i t.d. UravneniØ �ælera–Lagranßa dlØ deæstviØ S ime¸t tot ße samyæ mehanizm iskl¸qeniæ i vyroßdeniæ, qto i v sluqae dipolØ. Podrobnosti ostavlØ¸tsØ qitatel¸. Otmetim tol~ko,

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 49 qto k_0 = k_1 = k/2 v silu principa razloßeniØ, i sootvetstvie meßdu geometriqeskoæ model~¸ i spektral~noæ zadaetsØ ravenstvami λ|ξ| = kl, ψ = cos ω b , λ(ρ − 1) = k 2 (sqitaem, qto k > 0). Togda dlØ kritiqeskoæ konfiguracii

λ^2(ρ − 1)^2 = ψ^2 = cos^2 ω b^2 . §5. Princip razloßeniØ

Princip razloßeniØ byl obnarußen V. L. Kobel~skim v 1994 g. i xiroko primenØlsØ v [1–3]. On osnovan na sledu¸wem prostom topologiqeskom svoæstve graf-mnogoobraziæ (sm. priloßenie A).

Pust~ graf-mnogoobrazie M ØvlØetsØ toriqeskoæ summoæ M^′+

M^{′′} graf-mnogoobraziæ M^′ i M^{′′} vdol~ blokov M^′_v0 ⊂ M^′, M^{′′}_v00 ⊂ M^{′′}, i pust~ M_v – ego blok, gde verxina v – soedinenie ver-

xin v^′ i v^{′′}. Togda dlØ sootvetstvu¸wih invariantov (zarØdov) mnogoobraziæ M , M^′ i M^{′′} imeem

k_v = k_v0 + k_v00 .

Princip razloßeniØ svØzan s grafami graf-mnogoobraziæ, toqnee, s raskraxenymi grafami, snabßennymi zarØdami k_v, v ∈ V , i indeksami pereseqeniØ b_w, w ∈ W , kotorye ØvlØ¸tsØ kofffficientami uravneniØ soglasovannosti (0.1). DlØ uproweniØ formulirovki ograniqimsØ sluqaem, kogda graf Γ mnogoobraziØ M ØvlØetsØ tripletom, t.e. sostoit iz dvuh reber w_0 ∪ w_1 s obweæ verxinoæ ∂_+w_0 = v_1 = ∂_−w_1.

My ispol~zuem oboznaqeniØ v_0 = ∂_−w_0, v_2 = ∂_+w_1, i k_0, k_1,

k_2 dlØ sootvetstvu¸wih zarØdov, b_0, b_1 – dlØ sootvetstvu¸wih

indeksov pereseqeniØ. VsØkoe razloßenie

k_1 = k^+_1 + k^−_1

predstavlØet raskraxenyæ graf Γ v vide soedineniØ raskraxenyh grafov Γ_0 = w_0 i Γ_1 = w_1 vdol~ verxiny v_1, gde graf Γ_0 snabßen zarØdami k_0, k^+_1 i indeksom pereseqeniØ b_0, a Γ_1 – zarØdami k^−_1 , k_2 i indeksom pereseqeniØ b_1.

5.I. Princip razloßeniØ. On utverßdaet sledu¸wee:

50 S. V. BU˚LO (a) Esli grafy Γ_0, Γ_1 oblada¸t izometriqeskimi sostoØniØmi (l_0, l^+_1 ; ω_0) i (l^−_1 , l_2; ω_1), sootvetstvenno, i l^+_1 = l^−_1 =: l_1, to

(l_0, l_1, l_2; ω_0, ω_1) – izometriqeskoe sostoØnie grafa Γ.

(b) Obratno, vsØkoe izometriqeskoe sostoØnie (l_0, l_1, l_2; ω_0, ω_1) grafa Γ kanoniqeski opredelØet razloßenie Γ = Γ_0 + Γ_1 s

k_1 = k^+_1 + k^−_1 , gde qisla k^+_1 , k^−_1 opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

l^2_0 /l^2_1 = k^+_1 /k_0 i l^2_1 /l^2 = k_2/k^−_1 .

(Esli k_0 ili k_1 obrawaetsØ v nul~, to k^+_1 = 0 ili, sootvetstvenno, k^−_1 = 0.)

Drugimi slovami, fftot princip sootvetstvuet predstavleni¸ sistemy (0.1) dlØ grafa Γ

k_0l_0 −^{cos ω0}_{b0} l_1 = 0,

−^{cos ω0}_{b0} l_0 +k_1l_1 −^{cos ω1}_{b1} l_2 = 0,

−^{cos ω1}_{b1} l_1 +k_2l_2 = 0

(5.1)

kak sistemy dlØ dvuh dipoleæ Γ_0, Γ_1:

k_0l_0 −^{cos ω0}_{b0} l^+_1 = 0,

−^{cos ω0}_{b0} l_0 +k^+_1 l^+_1 = 0,

k^−_1 l^−_1 −^{cos ω1}_{b1} l_2 = 0,

−^{cos ω1}_{b1} l^−_1 +k_2l_2 = 0

(5.2)

s dopolnitel~nymi usloviØmi

k_1 = k^+_1 + k^−_1 i l^+_1 = l_1 = l^−_1 .

Podqerknem, qto na urovne graf-mnogoobraziæ razloßeniØ raskraxenyh grafov Γ = Γ_0 + Γ_1, voobwe govorØ, ne suwestvuet, t.e. sootvetstvu¸wego predstavleniØ M = M_0 + M_1 v vide toriqeskoæ summy moßet ne suwestvovat~, i, kak pravilo, ne suwestvuet.

�tot princip oqevidnym obrazom rasprostranØetsØ na l¸boe graf-mnogoobrazie M , delaØ vozmoßnym razloßenie ego raskraxenogo grafa na fflementarnye raskraxenye grafy – monopoli

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 51 i dipoli. RazumeetsØ, ffto razloßenie osmyslenno tol~ko v sluqae, esli M dopuskaet NPC -metriku, Grubo govorØ, fftot princip opisyvaet parametrizaci¸ mnoßestva NPC -metrik (geometrizaciæ) na M .

5.II. Spektral~naØ model~. Zdes~ my opisyvaem spektral~nu¸

model~ geometrizacii proizvol~nogo graf-mnogoobraziØ M . V kaqestve motivacii ispol~zuem vyxeukazannyæ princip razloßeniØ.

Pust~ Γ = Γ(V, W ) – graf mnogoobraziØ M s mnoßestvom verxin V i mnoßestvom orientirovannyh reber W . Algebra A (“prostranstvo”) opredelØetsØ kak algebra funkciæ v → {∂v → C } na mnoßestve V , gde ∂v ⊂ W – mnoßestvo reber w s obweæ naqal~noæ verxinoæ ∂_−w = v. V kaqestve “kasatel~nogo rassloeniØ” voz~mem gil~bertovo prostranstvo seqeniæ η : W → W × C trivial~nogo lineænogo rassloeniØ W × C → W so skalØrnym proizvedeniem ⟨η, η^′⟩ = ∑ w∈W η^′(w)η(w). Predstavlenie π algebry A v H zadaetsØ formuloæ

(π(a)η)_v (w) = a_v(w)η(w)

dlØ w ∈ ∂v. Operator ediniqnoæ dliny ds opredelØetsØ formu- loæ ds(η)(w) = iΔs(w) · η(−w), gde Δs : W → R\ 0 – neqetnaØ funkciØ: Δs(−w) = −Δs(w).

�ti dannye opredelØ¸t spektral~nu¸ troæku {A, H, ds}, associirovannu¸ s grafom Γ. V sluqae dipolØ ffto opredelenie sovpadaet s dannym v §2.

Formula Konna (2.1), primenennaØ k rebram, opredelØet na Γ vnutrenn¸¸ metriku, kotoraØ nazyvaetsØ spektral~noæ. Razliqnye rebra w, w^′ meßdu odnimi i temi ße verxinami mogut imet~ razliqnye dliny. Netrudno videt~, qto dlØ l¸boæ vnutrenneæ metriki na Γ suwestvuet neqetnaØ funkciØ Δs : W → R\ 0, dlØ

52 S. V. BU˚LO kotoroæ dliny l¸bogo rebra po otnoxeni¸ dannoæ metrike i k sootvetstvu¸weæ spektral~noæ metrike sovpada¸t. �tot fakt moßet slußit~ otpravnoæ toqkoæ dlØ priblißeniØ klassiqeskih modeleæ (diskretnymi) spektral~nymi modelØmi.

Prostranstvo skalØrnyh zarØßennyh poleæ E, gruppa kalibrovoqnyh preobrazovaniæ U, ffrmitova struktura Λ, Λffrmitova svØznost~ ∇ na E, ee krivizna ∇∘∇ i ffrmitovy metriki na A-modulØh

E, E ⊗_A Ω^1_D(A), E ⊗ Ω^2_D(A) ⊗ Ê

opisyva¸tsØ v §2. Sledovatel~no, moßno opredelit~ deæstvie

S(∇, ξ) = YM(∇) + E_∇(ξ) − m^2‖σ‖^2

i vyvesti ego uravneniØ �ælera–Lagranßa (3.1.1), (3.1.2).

5.III. RedukciØ kalibrovoqnoæ gruppy. VyxeopisannaØ mo-

del~, oqevidno, predstavlØet soboæ prØmu¸ summu (poqti nezavisimyh) spektral~nyh modeleæ dlØ dipoleæ Γ_w, w ∈ W . Edinstvennye sootnoxeniØ meßdu poslednimi ustanavliva¸tsØ posredstvom funkcii Δs, opredelØ¸weæ spektral~nu¸ metriku na grafe Γ.

FunkciØ Δs ne ØvlØetsØ dinamiqeskoæ peremennoæ, sledovatel~no, uravnenie �ælera–Lagranßa dlØ S raspadaetsØ v sistemu iz |W |/2 nezavisimyh par uravneniæ (3.2.1), (3.2.2), parametrizovannyh (neorientirovannymi) rebrami (w, −w), w ∈ W .

KalibrovoqnaØ gruppa U est~ gruppa otobraßeniæ {∂V → U(1)}, gde ∂V = ⋃ v∈V ∂v. Qtoby sdelat~ situaci¸ netrivial~noæ i prisposoblennoæ dlØ priblißeniæ, umen~xim gruppu U do ee podgruppy

U_0 = {V → U(1)}.

�to znaqit, qto esli e ∈ U_0 – fiksirovannyæ bazis i ξ = (ξ_w ) ∈ E, v ∈ V , to arg(ξ_w) = arg(ξ_w0) dlØ l¸byh w, w^′ ∈ ∂v.

Bolee suwestvennye sootnoxeniØ meßdu dipolØmi Γ_w voznika¸t, esli zafiksirovat~ sootvetstvie meßdu spektral~noæ i geometriqeskoæ modelØmi.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 53

5.IV. Sootvetstvie meßdu spektral~noæ i geometriqeskoæ

modelØmi. DlØ uproweniØ formulirovki budem sqitat~, qto u grafa Γ mnogoobraziæ M net reber, ØvlØ¸wihsØ petlØmi. Zafiksiruem NPC -metriku (geometrizaci¸) na M . (Neobhodimye i dostatoqnye usloviØ suwestvovaniØ takih metrik ustanovleny v [2].) Princip razloßeniØ opredelØet razloßenie raskraxenogo grafa {Γ, B, K} na dipoli {Γ_w, b_w, K_w}, w ∈ W, gde K = {k_v | v ∈ V } – nabor zarØdov mnogoobraziØ M , B =

{b_w | w ∈ W } – indeksy pereseqeniØ, b_w = b_{−w} ∈ N, a K_w = {k_w, k_{−w}} – zarØdy dipoleæ Γ_w, k_w := k_∂�_w. Krome togo, dlØ ka-

ßdoæ verxiny v ∈ V vypolnØetsØ uslovie

k_v = ∑ w∈∂v k_w. (5.3)

GeometrizaciØ opredelØet dlØ kaßdogo dipolØ Γ_w ego izometriqeskoe sostoØnie (l_w , l_{−w}; ω_w), gde l_w := l_∂�_w, sm. primer 1.2 (a). DlØ prostoty budem sqitat~, qto vse ffti izometriqeskie sostoØniØ nevyroßdenny, t.e.

0 < cos^2 ω_w = k_wk_{−w}b^2_w < 1. (5.4)

Sluqaæ otricatel~nyh zarØdov k_w, k_{−w}, voobwe govorØ, iskl¸- qit~ nel~zØ. Qtoby opisat~ takie sluqai, vyberem u kaßdogo neorientirovannogo rebra (w, −w) taku¸ orientaci¸ w = w_s, qto sgn(Δs(w)) = sgn(k_w) = sgn(k_{−w}).

Pust~ W_s ⊂ W – mnoßestvo vybrannyh orientirovannyh reber. Krome togo, esli graf Γ ne ØvlØetsØ odnosvØznym, to dlØ kaßdogo netrivial~nogo cikla Z ⊂ Γ vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie ravnovesiØ. Pust~ cikl Z orientirovan i orientacii w = w_Z ego reber soglasu¸tsØ s orientacieæ cikla Z. (OrientaciØ w_Z ne imeet niqego obwego s vyxeukazannoæ orientacieæ w_s.) Togda ∏ w∈Z k_w k_{−w} = 1. (5.5)

�tot oqevidno sleduet iz ravenstva l^2_{−w} l^2_w = k_w k_{−w} , (5.6)

54 S. V. BU˚LO vypolnØ¸wegosØ dlØ kaßdogo rebra w ∈ W .

SqitaØ dlØ prostoty, qto dlØ kaßdogo rebra w ∈ W_s qislo

ρ_w = mΔs(w) udovletvorØet uslovi¸ 1 < ρ_w < 2, poloßim, kak v §4, λ_w|ξ_w|^2 = k_wl^2_w, (5.7)

λ_w(ρ_w − 1) = k_w, (5.8)

ψ_w = cos ω_w b_w , (5.9)

arg(ξ_w) − arg(ξ_{−w}) + γ_w = (2n + 1)π, (5.10)

gde λ_w := λ_∂�_w. DlØ fiksirovannogo bazisa e ∈ U_0 ffti usloviØ opredelØ¸t pole ξ ∈ E s koordinatami ξ_w := ξ_∂�_w ∈ C , ffrmitovu strukturu Λ = (λ_w) na E i Λ-ffrmitovu svØznost~ ∇ na E, kofffficienty kotoroæ opredelØ¸tsØ parametrami ψ_w, γ_w, kak v §3. Uslovie kalibrovoqnoæ invariantnosti (5.10) garantiruet, qto konfiguraciØ (∇, ξ) korrektno opredelena, t.e. ne zavisit ot vybora bazisa e ∈ U_0. Iz (5.4), (5.8) i (5.9) sleduet, qto vypolneno uslovie nevyroßdennosti

ψ^2_w = λ_wλ_{−w}(ρ_w − 1)^2,

sm. (3.4), a iz (5.6) i (5.7) – qto |ξ_{−w}|^2/|ξ_w|^2 = λ_w/λ_{−w}, t.e. pole ξ udovletvorØet volnovomu uravneni¸ (3.1.2). 5.V. Rexenie uravneniæ Maksvella. KonfiguraciØ poleæ

(∇, ξ), opredelennaØ vyxe, ØvlØetsØ kritiqeskoæ dlØ deæstviØ

S, esli ona udovletvorØet uravneni¸ (3.1.1). �to znaqit, qto dlØ kaßdogo rebra w ∈ W_s dolßno vypolnØt~sØ uslovie

λ_w|ξ_w|^2 = λ_{−w}|ξ_{−w}|^2 =

(λ^2_w + λ^2_{−w})(ρ_w − 1)(2 − ρ_w) Δs^2(w)

, (5.11)

sm. dokazatel~stvo teoremy 4.1, sluqaæ (v). Takie usloviØ dlØ razliqnyh reber w, w^′ ∈ ∂v ∩ W_s ne ØvlØ¸tsØ nezavisimymi, poskol~ku dlØ dlin sloev imeet mesto ravenstvo l_∂�_w = l_v = l_∂�_w0. Takim obrazom, uslovie (5.11) oznaqaet, qto meßdu parametrami ρ_w i ρ_w0 imeetsØ opredelennoe sootnoxenie. Drugimi slovami, konfiguraciØ poleæ (∇, ξ), opredelennaØ geometrizacieæ (l_w, ω_w), w ∈ W , mnogoobraziØ M po formulam (5.7)–(5.10),

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 55 ØvlØetsØ kritiqeskoæ dlØ deæstviØ S, esli moßno udovletvorit~ upomØnutomu sootnoxeni¸ meßdu ρ_w, ρ_w0 dlØ vseh par w, w^′ ∈ ∂v ∩ W_s, v ∈ V . (5.12) Teorema. DlØ l¸boæ geometrizacii (lw, ωw), w ∈ W , mnogo-

obraziØ M suwestvuet (neqetnaØ) funkciØ Δs : W → R\ 0 takaØ, qto konfiguraciØ poleæ (∇, ξ), opredelennaØ po formulam (5.7)– (5.10), ØvlØetsØ kritiqeskoæ dlØ deæstviØ S.

Dokazatel~stvo. Esli imeetsØ rebro w s kw = 0, to takße

k_{−w} = 0, i my polagaem ρ_w = ±1 = mΔs(w). Poskol~ku v fftom

sluqae net nikakih ograniqeniæ na dliny l_w, l_{−w} , voz~mem v kaqestve λ_w, λ_{−w} v (5.8) proizvol~nye poloßitel~nye qisla, i togda (5.7)–(5.9) vypolnØ¸tsØ s ξ_w, ξ_{−w} = 0, ψ_w = 0. Takie rebra (w, −w) razdelØ¸t graf na neskol~ko qasteæ, i dlØ prostoty my rassmatrivaem sluqaæ, kogda takaØ qast~ vsego odna. Bolee togo, budem sqitat~, qto dlØ geometrizacii mnogoobraziØ M vypolnØetsØ uslovie (5.4) s k_w, k_{−w} > 0 dlØ vseh w ∈ W_s. �tim opredelen znak funkcii Δs, Δs(w) > 0 dlØ vseh w ∈ W_s. Voz~mem w, w^′ ∈ ∂v ∩ W_s dlØ nekotoroæ verxiny v ∈ V . Vvidu ravenstva l_w = l_w0 uslovie (5.11) togo, qto konfiguraciØ (∇, ξ) – kritiqeskaØ, imeet vid

k^2_w + k^2_{−w} k_w · 2 − ρ_w ρ_w − 1 · 1 Δs^2(w) = k^2_w0 + k^2_{−w}0 k_w0 · 2 − ρ_w0 ρ_w0 − 1 · 1 Δs^2(w^′) , gde ispol~zovany ravenstva (5.7), (5.8). VspominaØ, qto ρ_w =

mΔs(w), poluqaem

2 − ρ_w0 (ρ_w0 − 1)ρ^2_w0 = 2 − ρ_w (ρ_w − 1)ρ^2_w

· K_{w,w}0, (5.12.1) gde K_{w,w}0 = k^2_w + k^2_{−w} k^2_w0 + k^2_{−w}0 · k_w0 k_w . (5.12.2)

Pust~ ρ = ρ(δ) – funkciØ na (0, ∞), obratnaØ k funkcii δ(ρ) = 2 − ρ (ρ − 1)ρ^2 . (Legko videt~, qto funkciØ δ = δ(ρ) monotonna na promeßutke

1 < ρ < 2, ρ(δ) → 2 pri δ → 0+ i ρ(δ) → 1 pri δ → ∞).

56 S. V. BU˚LO

PolagaØ ρ_w = ρ(δ) dlØ nekotorogo δ > 0, vidim, qto (5.12.1) vypolnØetsØ dlØ ρ_w0 = ρ(K_{w,w}0 ·δ). Sledovatel~no, znaqeniØ funkcii Δs takße fiksirovany usloviØmi

Δs(w) = ρ(δ) m , Δs(w^′) = ρ(K_{w,w}0 · δ) m . Esli graf Γ mnogoobraziØ M odnosvØzen, to vybor Δs(w) =

ρ(δ)/m dlØ nekotorogo rebra w ∈ W_s pri nekotorom δ > 0 kor-

rektno i odnoznaqno opredelØet znaqenie Δs(w^′) dlØ kaßdogo rebra w^′ ∈ W_s, tak qto dlØ kaßdoæ pary smeßnyh reber w, w^′ vypolnØetsØ uslovie (5.12.1), otkuda sleduet, qto konfiguraciØ

(∇, ξ) – kritiqeskaØ.

Pust~ graf Γ neodnosvØzen i Z – odin iz ego netrivial~- nyh (orientirovannyh) ciklov. OpredelØØ Δs tak ße, kak vyxe, vidim, qto funkciØ Δs korrektno opredelena, esli vypolneno ravenstvo ∏ w∈Z K_{w,w}0 = 1, gde w^′ – sledu¸wee za w rebro cikla Z. Odnako oqevidno, qto ∏ w∈Z K_{w,w}0 = ∏ w∈Z k_w k_{−w} , i funkciØ Δs korrektno opredelena blagodarØ uslovi¸ (5.5). •

Priloßenie A

Zdes~ sobrany neobhodimye opredeleniØ, rezul~taty i fakty o geometrizaciØh graf-mnogoobraziæ iz [1–3].

V nastoØweæ rabote pod graf-mnogoobraziem ponimaetsØ trehmernoe zamknutoe orientiruemoe mnogoobrazie M , dlØ kotorogo suwestvuet nepustoæ minimal~nyæ nabor E diz¨¸nktnyh vloßennyh nesßimaemyh torov takih, qto zamykanie M_v kaßdoæ svØznoæ komponenty v dopolneniØ nabora E gomeomorfno F_v ×S^1 , gde F_v – kompaktnaØ poverhnost~ s kraem, otliqnaØ ot ot diska i kol~ca. MnogoobraziØ M_v nazyva¸tsØ blokami mnogoobraziØ M . Mnoßestvo blokov V est~ mnoßestvo verxin grafa Γ mnogoobraziØ M s mnoßestvom neorientirovannyh reber E. My oboznaqaem qerez W mnoßestvo orientirovannyh reber grafa Γ.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 57

A.I. Bazisy Val~dhauzena. Zafiksiruem orientaci¸ mnogoobraziØ M . �to opredelØet orientaci¸ na kaßdom bloke M_v, dlØ kotorogo takße zafiksiruem orientaci¸ somnoßitelØ S^1 v razloßenii M_v = F_v × S^1 .

DlØ w ∈ ∂v ⊂ W pust~ L_w ≃ Z^2 – pervaØ gomologiqeskaØ gruppa sootvetstvu¸weæ komponenty kraØ (∂M_v)_w = T_w, predstavlØ- ¸weæ soboæ tor T^2. Vyberem bazis {(z_w, f_w) | w ∈ ∂v} gruppy

H_1(∂M ; Z) = ⨁ w∈∂v L_w takim obrazom, qtoby on byl soglasovan s orientacieæ, inducirovannoæ na ∂M_v, fflementy f_w predstavlØli orientirovannye sloi, a summa ⨁ w∈∂v zw prinadleßala Ødru gomomorfizma

vkl¸qeniØ

H_1(∂M_v; Z) → H_1(M_v; Z).

Nabor (z, f) = {(z_w, f_w) | w ∈ ∂v, v ∈ V } nazyvaetsØ bazisom Val~dhauzena.

VsØkomu orientirovannomu rebru w grafa Γ sootvetstvuet skleiva¸wee otobraßenie komponent kraØ smeßnyh blokov, induciru¸wee izomorfizm g_w : L_{−w} → L_w. V vybrannyh bazisah izomorfizm g_w imeet matricu ( a_w b_w c_w d_w ) ∈ GL(2, Z), t.e.

g_w(z_{−w}) = a_wz_w + c_wf_w,

g_w(f_{−w}) = b_wz_w + d_wf_w.

Poskol~ku M orientiruemo, det g_w = a_wd_w − b_wc_w = −1. Krome togo, g_{−w} = g^{−1}_w i b_{−w} = b_w.

A.II. Invarianty graf-mnogoobraziØ. Poskol~ku nabor E –

minimal~nyæ, to b_e ≠ 0, i (neorientirovannyæ) indeks pereseqeniØ b_e = |b_w| = |b_{−w}| rebra e = (w, −w) ØvlØetsØ topologiqeskim invariantom mnogoobraziØ M .

ZarØd

k_v = ∑ w∈∂v d_w b_w

58 S. V. BU˚LO bloka M_v (verxiny v grafa Γ) takße ØvlØetsØ invariantom orientirovannogo mnogoobraziØ M . ZarØdy menØ¸t znak, esli orientaciØ mnogoobraziØ M menØetsØ.

ZarØdy k_v i indeksy pereseqeniØ b_w ØvlØ¸tsØ kofffficientami uravneniØ soglasovannosti (0.1).

(A.1) Primer. DlØ graf-mnogoobraziØ M , graf kotorogo ØvlØetsØ dipolem, imeetsØ vsego odno skleiva¸wee otobraßenie g = ( a b c d ) , g^{−1} = ( −d b c −a ) . Takim obrazom, indeks pereseqeniØ mnogoobraziØ M ravnØetsØ |b|, a zarØdy sut~ k_0 = d/b, k_1 = −a/b.

A.III. Kriteriæ geometrizuemosti. Geometriqeskoæ strukturoæ tipa H^2 × R na bloke M_v nazyvaetsØ metrika, dlØ kotoroæ universal~noe nakrytie ~M_v izometriqno metriqeskomu proizvedeni¸ A_v × R, gde A_v – vypukloe podmnoßestvo giperboliqeskoæ ploskosti H^2, ograniqennoe beskoneqnymi geodeziqeskimi. Sledovatel~no, kraæ ∂M_v kaßdogo geometrizovannogo bloka M_v – vpolne geodeziqeskiæ, i kaßdaØ ego komponenta – ploskiæ tor.

Zametim, qto geometrizovannyæ blok ne obØzatel~no izometriqen metriqeskomu proizvedeni¸ poverhnosti F_v s giperboliqeskoæ metrikoæ na okrußnost~. Moßet sluqit~sØ, qto imeetsØ netrivial~naØ golonomiØ okrußnosti S^1 vdol~ nekotoryh (nestØgivaemyh) petel~ v baze F_v. Bolee togo, podobnaØ situaciØ tipiqna, i tol~ko kak iskl¸qenie geometrizovannyæ blok imeet metriku, rasweplØ¸wu¸sØ global~no.

Graf-mnogoobrazie M dopuskaet geometrizaci¸, esli na kaßdom ego bloke M_v moßno vybrat~ geometriqesku¸ strukturu tipa H^2 × R takim obrazom, qtoby vse skleiva¸wie otobraßeniØ byli izometriØmi.

KaßdaØ geometrizaciØ opredelØet C^1-gladku¸ metriku na M , vewestvenno-analitiqesku¸ vnutri kaßdogo bloka. �ta metrika imeet nepoloßitel~nu¸ kriviznu (sekcionnu¸ – vnutri blokov, i v smysle Aleksandrova–Buzemana – vezde). Graf-mnogoobra-zie M dopuskaet geometrizaci¸ togda i tol~ko togda, kogda na M suwestvuet C^∞-gladkaØ rimanova NPC -metrika.

Raskraxenyæ graf {Γ; B; K} graf-mnogoobraziØ M soderßit informaci¸ o geometrizuemosti mnogoobraziØ M . Zdes~ B =

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 59

{b_w = b_{−w} ∈ N | w ∈ W } – nabor indeksov pereseqeniØ mnogoobra-

ziØ M , a K = {k_v ∈ Q | v ∈ V } – vektor zarØdov. DlØ uproweniØ formulirovki ograniqimsØ sluqaem, kogda K > 0, t.e. k_v > 0 dlØ vseh v ∈ V .

Pust~ J_B – kvadratiqnaØ forma na R^V , zadannaØ formuloæ (J_B L, L) = ∑ w∈W 1 b_w l_∂�_wl_{∂+w}, (A.2)

gde L = {l_v | v ∈ V } ∈ R^V .

Oboznaqim qerez diag K kvadratiqnu¸ formu na R^V , zadannu¸ formuloæ

(diag KL, L) = ∑ v∈V k_vl^2_v. (A.3)

(A.4) Teorema. Graf-mnogoobrazie M s poloßitel~nym vekto-

rom zarØdov K ne dopuskaet geometrizacii togda i tol~ko togda, kogda forma H_M = diag K − J_B

neotricatel~no opredelena.

V obwem sluqae imeetsØ analogiqnyæ kriteriæ (sm. [2, teorema 0.6]), tol~ko opredelenie formy H_M stanovitsØ sloßnee.

Drugimi slovami, fftot rezul~tat daet neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie togo, qto uravnenie soglasovannosti (0.1) obladaet izometriqeskim sostoØniem.

Naprimer, esli k_v = 0 dlØ vseh v ∈ V , to M dopuskaet geometrizaci¸.

VozvrawaØs~ k sluqa¸, kogda graf mnogoobraziØ M est~ dipol~, poluqaem k_0k_1b^2 = −ad, i uslovie geometrizuemosti 0 6

k_0k_1b^2 < 1 vypolneno tol~ko esli k_0k_1 = 0, poskol~ku a, d ∈ Z.

Togda k_0 = k_1 = 0, t.e. a = d = 0 i b = c = ±1. Sledovatel~no, esli mnogoobrazie M dopuskaet NPC -metriku, to dlØ vsØkoæ takoæ metriki ugol meßdu sloØmi ω = π/2.

A.IV. ToriqeskaØ summa i princip razloßeniØ. ToriqeskaØ summa graf-mnogoobraziæ M^′ i M^{′′} opredelØetsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ U^′ ⊂ M^′_v0 i U^{′′} ⊂ M^{′′}_v00 – nasywennye regulØrnye okrestnosti sloev blokov M^′_v0 ⊂ M^′ i M^{′′}_v00 ⊂ M^{′′}. SkleivaØ mnogoobraziØ M^′ \ U^′ i M^{′′} \ U^{′′} pri pomowi gomeomorfizma T^′ → T^{′′} meßdu ih kraØmi, inducirovannogo nekotorym po-

60 S. V. BU˚LO sloænym gomeomorfizmom U^′ → U^{′′}, poluqaem toriqesku¸ summu M = M^′ + M^{′′}, kotoraØ takße ØvlØetsØ graf-mnogoobraziem. Rezul~tat moßet zaviset~ ot vybora blokov, a takße ot gomotopiqeskogo tipa skleiva¸wego otobraßeniØ. Pust~ na mnogoobraziØh M^′ i M^{′′} vybrany nekotorye orientacii. Togda vybor bazisa Val~dhauzena (z^′, f^′) dlØ M^′ ffkvivalenten vyboru raswepleniØ M^′_v0 = F^′_v0 × S^1 s orientirovannymi somnoßitelØmi dlØ kaßdogo bloka mnogoobraziØ M^′. Pust~ (z^{′′}, f^{′′}) – bazis Val~dhauzena dlØ M^{′′}. Togda toriqeskaØ summa M = M^′ + M^{′′} vdol~ verxin v^′, v^{′′}, otoßdestvlØemyh v verxinu v, opredelØetsØ usloviem M_v = F_v × S^1, gde F_v – orientirovannaØ svØznaØ summa

F^′_v0#F^{′′}_v00 poverhnosteæ, sootvetstvu¸wih verxinam v^′ i v^{′′}. Kro-

me togo, dlØ zarØdov sootvetstvu¸wih blokov mnogoobraziæ M ,

M^′ i M^{′′} imeem k_v = k_v0 + k_v00.

Imenno na fftom svoæstve i osnovan princip razloßeniØ iz §5. V kaqestve priloßeniØ fftogo principa, nemedlenno poluqaem

(A.5) Primer. (1) Pust~ graf Γ mnogoobraziØ M est~ okrußnost~ s neqetnym koliqestvom reber i pust~ k_v = 0 dlØ vseh v ∈ V . Togda dlØ l¸boæ geometrizacii mnogoobraziØ M vse ugly meßdu sloØmi smeßnyh blokov ω_w = π/2.

�to – sledstvie togo, qto raskraxenyæ graf Γ dopuskaet lix~ razloßenie na dipoli s nulevymi zarØdami.

(2) Pust~ graf Γ mnogoobraziØ M est~ okrußnost~ s qetnym koliqestvom reber i k_v = 0 dlØ vseh v ∈ V .

Togda M dopuskaet geometrizacii s nekotorymi iz uglov ω_w meßdu sloØmi smeßnyh blokov skol~ ugodno blizkimi k nul¸. �to verno dlØ vseh uglov, esli vse indeksy pereseqeniØ ravny drug drugu.

Priloßenie B

Zdes~ my vyvodim uravneniØ �ælera–Lagranßa dlØ deæstviØ

S(∇, ξ) = YM(∇) + E_∇(ξ) − m^2‖ξ‖^2.

Budem provodit~ vyqisleniØ v invariantnom vide, izbegaØ, naskol~ko vozmoßno, vybora koordinat.

My ne predpolagaem, qto algebra A kommutativna. Odnako sqitaem, qto dlØ spektral~nyh troek {A, H, ds}, kotorye my ras-

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 61 smatrivaem, pri kaßdom a ∈ A vypolnØetsØ uslovie

[ds^2, π(a)] = 0. (B.1)

Otmetim, qto dlØ spektral~nyh troek, ispol~zovannyh vyxe, ffto uslovie vypolnØetsØ avtomatiqeski.

B.I. SoprØßennyæ modul~^^E modulØ E. Pust~^^E – levyæ Amodul~ A-lineænyh gomomorfizmov E → A, t.e. dlØ ζ ∈ Ê, η ∈ E i a ∈ A imeem ζ(ηa) = ζ(η)a, i levoe deæstvie algebry A opredelØetsØ formuloæ (aζ)(η) = aζ(η). Na E imeetsØ standartnaØ ffrmitova struktura (η, ξ) = ξ^∗η. Takim obrazom, moßno opredelit~ vzaimno obratnye kanoniqeskie izomorfizmy ∧ : E → Ê i ∨ : Ê → E, gde (∧ξ)(η) = (η, ξ), ∨ζ = e (ζ(e))^∗ , dlØ ξ, η ∈ E, ζ ∈ Ê. Opredelenie izomorfizma ∨ ne zavisit ot vybora bazisa e ∈ U, poskol~ku pri e^′ = eu^∗

e^′ (ζ(e^′))^∗ = eu^∗ (ζ(e)u^∗)^∗ = e (ζ(e))^∗ .

Iz opredeleniæ legko sleduet, qto ∨∘∧ = id_E i ∧∘∨ = id_Ê . Krome togo, dlØ bazisov e ∈ E i ∧e ∈ Ê imeem ∧e(e) = e^∗e = 1.

DlØ seqeniØ ζ ∈ Ê ego koordinata b = b(ζ, ∧e) ∈ A v bazise ∧e opredelØetsØ usloviem ζ = b · ∧e.

KalibrovoqnaØ gruppa U deæstvuet na koordinatah seqeniØ ζ sledu¸wim obrazom. Esli e^′ = eu^∗, to ∧e^′ = u·∧e, i dlØ ζ = b^′ ·∧e^′ imeem b^′ = bu^∗.

DlØ ffrmitovoæ struktury Λ na E sootvetstvu¸waØ ffrmitova Λ-struktura na Ê opredelØetsØ tem usloviem, qto izomorfizm

∨ : Ê → E ØvlØetsØ izometrieæ fftih struktur:

(ζ, κ)_Λ := (∨κ, ∨ζ)_Λ

dlØ ζ, κ ∈ Ê. Sledovatel~no, (∧ξ, ∧η)_Λ = (∨ ∘ ∧η, ∨ ∘ ∧ξ)_Λ = (η, ξ)_Λ, ξ, η ∈ E.

62 S. V. BU˚LO V to vremØ, kak dlØ a, b ∈ A, ξ, η ∈ E vypolnØetsØ ravenstvo (ξa, ηb)_Λ = b^∗(ξ, η)_Λa, dlØ ζ, κ ∈ Ê imeem (aζ, bκ)_Λ = a(ζ, κ)_Λb^∗, poskol~ku ∨(aζ) = ∨ζa^∗.

Krome togo, esli ξ = ea ∈ E, to fflement ∧ξ ∈ Ê imeet koordinaty ∧ξ = a^∗ ∧ e.

B.II. �rmitova metrika na Ω^k_D (A). DlØ k ¿ 0 i ω, ω^′ ∈ Ω^k_D(A) poloßim ⟨ω, ω^′⟩ = Tr(ω^{′∗}ω). Iz svoæstv sleda Tr vytekaet, qto ⟨ω^′, ω⟩ = ⟨ω^{′∗}, ω^∗⟩ = ⟨ω, ω^′⟩, ⟨aω, ω^′⟩ = ⟨ω, a^∗ω^′⟩, ⟨ωb, ω^′⟩ = ⟨ω, ω^′b^∗⟩ dlØ a, b ∈ A.

B.III. �rmitova metrika na E ⊗A Ω^k_D(A). Pust~ na E zafiksirovana ffrmitova struktura Λ. DlØ ξ ⊗ ω, ξ^′ ⊗ ω^′ ∈ E ⊗_A Ω^k_D(A) poloßim ⟨ξ ⊗ ω, ξ^′ ⊗ ω^′⟩ = ⟨ω, (ξ, ξ^′)_Λω^′⟩, i prodolßim po lineænosti na E⊗_AΩ^k_D(A). Iz svoæstv ffrmitovoæ metriki na Ω^k_D(A) legko sleduet, qto ⟨ξ^′ ⊗ ω^′, ξ ⊗ ω⟩ = ⟨ξ ⊗ ω, ξ^′ ⊗ ω^′⟩. B.IV. �rmitova metrika na E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗^^E. Prostranstvo

End_A ( E, E ⊗_A Ω^k_D(A) ) ffndomorfizmov pravyh A-moduleæ E i E ⊗_A

Ω^k_D(A) moßno otoßdestvit~ s vektornym prostranstvom E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê (nad C ) (tenzornye proizvedeniØ berutsØ nad A). DlØ ξ ⊗ ω ⊗ ζ ∈ E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê i η ∈ E imeem (ξ ⊗ ω ⊗ ζ)(η) = ξ ⊗ ω · ζ(η). Vvedem Λ-ffrmitovu metriku na E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê, polagaØ ⟨ξ ⊗ ω ⊗ ζ, ξ^′ ⊗ ω^′ ⊗ ζ^′⟩ : = ⟨ξ ⊗ ω(ζ, ζ^′)_Λ, ξ^′ ⊗ ω^′⟩ = ⟨ω(ζ, ζ^′)_Λ, (ξ, ξ^′)_Λω^′⟩.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 63 V qastnosti, dlØ bazisa e ∈ U imeem ⟨e ⊗ ω ⊗ ∧e, e ⊗ ω^′ ⊗ ∧e⟩ = ⟨ω(∧e, ∧e)_Λ, (e, e)_Λω^′⟩ = ⟨ωλ, λω^′⟩. (B.2) Lemma. Pust~ fflement^^ξ ∈^^E soprØßen s ξ ∈ E po otnoxe-

ni¸ k ffrmitovym metrikam na E ⊗_A Ω^k_D(A), E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê, t.e. ⟨ω, γ(ξ)⟩ = ⟨ω ⊗ ξ̂, γ⟩ dlØ ω ∈ E ⊗_A Ω^k_D(A), γ ∈ E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê. Togda dlØ l¸bogo bazisa e ∈ U imeem â = a^∗λ^{−1}, gde ξ = ea, ξ̂ = â · ∧e, λ = λ(Λ, e). Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto ω = e ⊗ ω, γ = e ⊗ σ ⊗ ∧e. Togda ⟨ω, γ(ξ)⟩ = ⟨e ⊗ ω, e ⊗ σ · ∧e(ea)⟩ = ⟨ω, (e, e)_Λσa⟩ = ⟨ωa^∗, λσ⟩. S drugoæ storony, ⟨ω ⊗ ξ̂, γ⟩ = ⟨e ⊗ ω ⊗ â · ∧e, e ⊗ σ ⊗ ∧e⟩ = ⟨ω(â · ∧e, ∧e)_Λ, λσ⟩ = ⟨ωâλ, λσ⟩. Takim obrazom, a^∗ = âλ. •

Otmetim takße, qto vyraßenie a^∗λ^{−1} ∧ e ne zavisit ot vybora bazisa: dlØ e^′ = eu^∗ imeem ∧e^′ = u · ∧e, a^′ = ua, a^{′∗} = a^∗u^∗, λ^′ = uλu^∗, λ^{′−1} = uλ^{−1}u^∗ i a^{′∗}λ^{′−1} ∧ e^′ = a^∗u^∗uλ^{−1}u^∗u ∧ e = u^∗λ^{−1} ∧ e. B.V. UravneniØ �ælera–Lagranßa. Vyqislim variaci¸ deæstviØ S = S(∇, ξ) pri variacii ∇ → ∇ + δ∇ Λ-ffrmitovoæ svØznosti ∇ na E i variacii ξ → ξ + δξ seqeniØ ξ ∈ E, sohranØØ tol~ko qleny, lineænye po δ∇ i δξ.

My vsegda sqitaem, qto svØznost~ ∇^′ = ∇ + δ∇ Λ-ffrmitova. DlØ togo, qtoby sformulirovat~ rezul~tat, nam potrebuetsØ neskol~ko opredeleniæ.

(1) DlØ ξ ∈ E fflement ξ̂ ∈ Ê opredelØetsØ sledu¸wim uslovi- em: ⟨ω, γ(ξ)⟩ = ⟨ω ⊗ ξ̂, γ⟩

64 S. V. BU˚LO pri vseh ω ∈ E ⊗_A Ω^k_D(A), γ ∈ E ⊗ Ω^k_D(A) ⊗ Ê, sm. lemmu B.2.

(2) SvØznost~

^∇ : Ê → Ω^1_D(A) ⊗ Ê

na Ê opredelØetsØ svØznost~¸ ∇ pri pomowi usloviØ ^∇ê = Φ^∗ ⊗ê, gde ∇e = e ⊗ Φ, ê = λ^{−1} · ∧e.

Legko videt~, qto ffto opredelenie ne zavisit ot vybora bazisa e ∈ U.

(3) Opredelim teper~ tok J kak fflement prostranstva E ⊗

Ω^1_D(A) ⊗ Ê, J = J(∇, ξ) := ∇ξ ⊗ ξ̂ − ξ ⊗ ^∇ξ̂. (4) Pust~

∇^∗ : E ⊗_A Ω^1_D(A) → E

– operator, soprØßennyæ k svØznosti ∇, t.e. ⟨∇^∗ω, η⟩ = ⟨ω, ∇η⟩ dlØ l¸byh ω ∈ E ⊗_A Ω^1_D(A), η ∈ E.

Togda obobwennyæ laplasian – ffto operator ∇^∗∇ : E → E. (5) Pust~

d^∗ : Ω^∗_D(A) → Ω^∗_D(A)

– operator, soprØßennyæ s vnexnim differencialom d : Ω^∗_D(A) → Ω^∗_D(A), ⟨d^∗σ, ω⟩ = ⟨σ, dω⟩ dlØ vseh σ, ω ∈ Ω^∗_D(A). Operator

d^∗_∇ : E ⊗ Ω^2_D(A) ⊗ Ê → E ⊗ Ω^1_D(A) ⊗ Ê

opredelØetsØ formuloæ d^∗_∇(e ⊗ σ ⊗ ê) = e ⊗ (ω − ω^∗) ⊗ ê, gde ω = d^∗σ + σΦ^∗ − Φσ. My pokaßem, qto ffto opredelenie ne zavisit ot vybora bazisa e ∈ U. (B.3) Teorema. UravneniØ �ælera–Lagranßa dlØ deæstviØ S =

S(∇, ξ) ime¸t vid

d^∗_∇∇^2 = −J, (B.3.1) ∇^∗∇ξ = m^2ξ. (B.3.2)

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 65

B.VI. Operator d^∗. Preßde qem dokazyvat~ teoremu B.3, opixem operator d^∗ i pokaßem, qto operator d^∗_∇ korrektno opredelen.

(B.4) Lemma. DlØ ω ∈ Ω^1_D(A) vypolnØetsØ ravenstvo d^∗ω = −i[D, ω], gde, napomnim, D = ds^{−1} – operator Diraka. V qastnosti, (d^∗ω)^∗ = d^∗ω^∗.

Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ A. Togda ⟨d^∗ω, a⟩ = ⟨ω, da⟩ = Tr ((da)^∗ω) = Tr (−i(a^∗D − Da^∗)ω) = − Tr (a^∗i(Dω − ωD)) = ⟨−i[D, ω], a⟩. • (B.5) Lemma. DlØ ω ∈ Ω^1_D(A), σ ∈ Ω^2_D(A) vypolnØ¸tsØ ravenstva dω = i(Dω + ωD) ∈ Ω^2_D(A), d^∗σ = −i(Dσ + σD) ∈ Ω^1_D(A). Dokazatel~stvo. Vtoroe ravenstvo oqevidnym obrazom vytekaet iz pervogo. V svo¸ oqered~, pervoe ravenstvo legko sleduet iz opredeleniØ (2.3) vnexnego differenciala i usloviØ (B.1). • (B.6) Sledstvie. DlØ a ∈ A, σ ∈ Ω^2_D(A) imeem d^∗(aσ) = −da · σ + ad^∗σ, d^∗(σa) = d^∗σ · a + σda. • Pokaßem, qto operator d^∗_∇ korrektno opredelen. VybiraØ drugoæ bazis e^′ = eu^∗, imeem Φ^′ = udu^∗ + uΦu^∗, λ^′ = uλu^∗, ê^′ = uê, i dlØ σ^′ ∈ Ω^2_D(A) s e^′ ⊗σ^′ ⊗ê^′ = e⊗σ⊗ê poluqaem σ^′ = uσu^∗. Teper~ prØmoæ podsqet s ispol~zovaniem sledstviØ B.6 i sootnoxeniØ

u^∗u = uu^∗ = 1 daet ω^′ = uωu^∗ dlØ ω = d^∗σ+σΦ^∗−Φσ i ω^′ = d^∗σ^′+σ^′Φ^{′∗}−Φ^′σ^′. Ots¸da poluqaetsØ trebuemoe ravenstvo e^′ ⊗ (ω^′ − ω^{′∗}) ⊗ ê^′ = e ⊗ (ω − ω^∗) ⊗ ê.

66 S. V. BU˚LO

B.VII. VariaciØ ffnergii δE∇(ξ). Operator

δ∇ : E → E ⊗_A Ω^1_D(A)

A-lineen, poskol~ku ffto – raznost~ dvuh differencirovaniæ. Takim obrazom, ego moßno rassmatrivat~ kak fflement prostranstva E ⊗ Ω^1_D(A) ⊗ Ê.

Krome togo, dlØ bazisa e ∈ U imeem δ∇ = e ⊗ δΦ ⊗ (∧e), gde δ∇(e) = e ⊗ δΦ. (B.7) Lemma. DlØ ξ ∈ E vypolnØetsØ ravenstvo ⟨δ∇, ∇ξ ⊗ ξ̂⟩ = −⟨ξ ⊗ ^∇ξ̂, δ∇⟩. Dokazatel~stvo. Poskol~ku svØznosti ∇ i ∇^′ = ∇ + δ∇ Λffrmitovy, to imeet mesto ravenstvo

λ · δΦ + (δΦ)^∗λ = 0.

Takim obrazom, predstavlØØ ξ = ea, imeem ∇ξ = e ⊗ (da + Φa),

ξ̂ = a∗ê (sm. lemmu B.2) i ⟨δ∇, ∇ξ ⊗ ξ̂⟩ = ⟨e ⊗ δΦ ⊗ (∧e), e ⊗ (da + Φa) ⊗ a^∗ê⟩ = ⟨δΦ, λ(da + Φa)a^∗⟩ = ⟨a(da + Φa)^∗λ, (δΦ)^∗⟩ = ⟨a(da + Φa)^∗, (δΦ)^∗λ⟩ = −⟨a(da + Φa)^∗, λ · δΦ⟩ = −⟨e ⊗ a(da + Φa)^∗ ⊗ ê, e ⊗ δΦ ⊗ ∧e⟩ = −⟨ξ ⊗ ^∇ξ̂, δ∇⟩. • (B.8) Lemma. DlØ e ⊗ ω ∈ Ω^1_D(A), ξ = ea ∈ E vypolnØ¸tsØ raven-

stva

∇^∗(e ⊗ ω) = e · λ^{−1} (d^∗(λω) + Φ^∗λω) , ∇^∗∇ξ = e · λ^{−1} (d^∗ (λ(da + Φa)) + Φ^∗λ(da + Φa)) , gde ∇e = e ⊗ Φ.

Dokazatel~stvo. Vtoroe ravenstvo vytekaet iz pervogo, poskol~ku ∇ξ = e ⊗ (da + Φa). DlØ togo, qtoby dokazat~ pervoe

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 67 ravenstvo, voz~mem η ∈ E, η = e · b i rassmotrim ⟨∇^∗(e ⊗ ω), η⟩ = ⟨e ⊗ ω, ∇η⟩ = ⟨e ⊗ ω, e ⊗ (db + Φb)⟩ = ⟨ω, λ(db + Φb)⟩ = ⟨λω, db⟩ + ⟨λω, Φb⟩ = ⟨d^∗(λω) + Φ^∗λω, b⟩ = ⟨λ^{−1} (d^∗(λω) + Φ^∗λω) , (e, e)_Λb⟩ = ⟨e · λ^{−1} (d^∗(λω) + Φ^∗λω) , η⟩. • DlØ Λ-ffrmitovoæ svØznosti ∇ : E → E ⊗_A Ω^1_D(A) opredelim dve (voobwe govorØ, razliqnye) svØznosti

^∇, ∇ : Ê → Ω^1_D(A) ⊗ Ê

na Ê, polagaØ dlØ bazisa e ∈ U

^∇ê = Φ^∗ ⊗ ê i ∇(∧e) = Φ^∗ ⊗ ∧e,

gde ∇e = e ⊗ Φ, ê = λ^{−1} · ∧e. Poskol~ku svØznost~ ∇ Λ-ffrmitova, to, kak legko videt~,

( ^∇ − ∇)(∧e) = λ(Φ + Φ^∗)λ^{−1} ⊗ ∧e.

Takim obrazom, dlØ unitarnoæ svØznosti ∇, t.e. Φ+Φ^∗ = 0, imeem ∇ = ^∇. Esli dano ξ = e · a ∈ E, to ∧ξ = a^∗(∧e). Sledovatel~no, ∇(∧ξ) = (da^∗ + a^∗Φ^∗) ⊗ ∧e. Ots¸da, kak v lemme B.8, poluqaem sledu¸wee utverßdenie (ostavlØØ podrobnosti qitatel¸).

(B.9) Lemma. DlØ ω ⊗ ∧e ∈ Ω^1_D(A) ⊗^^E i ∧ξ = a^∗(∧e) ∈^^E vypolnØ-

¸tsØ ravenstva ∇^∗(ω ⊗ ∧e) = (d^∗(ωλ) + ωλΦ) ê, ∇^∗∇(∧ξ) = (d^∗ ((da^∗ + a^∗Φ^∗)λ) + (da^∗ + a^∗Φ^∗)λΦ) ê. •

PrØmoæ podsqet s ispol~zovaniem lemm B.8 i B.9 daet (B.10) Sledstvie. DlØ ξ, δξ ∈ E vypolnØetsØ ravenstvo ⟨δξ, ∇^∗∇ξ⟩ = ⟨∇^∗∇(∧ξ), ∧δξ⟩. • Pust~ δE_∇(ξ) – qast~ raznosti E_{∇+δ∇}(ξ +δξ)−E_∇(ξ), lineænaØ po δ∇ i δξ.

68 S. V. BU˚LO

(B.11) Lemma. VariaciØ ffnergii imeet vid δE_∇(ξ) = ⟨J, δ∇⟩ + ⟨∇^∗∇ξ, δξ⟩ + ⟨∇^∗∇(∧ξ), ∧δξ⟩, gde J = ∇ξ ⊗ ξ̂ − ξ ⊗ ^∇ξ̂. Dokazatel~stvo. Poskol~ku E_{∇+δ∇}(ξ +δξ)−E_∇(ξ) = ⟨(∇+δ∇)(ξ +δξ), (∇+δ∇)(ξ +δξ)⟩−⟨∇ξ, ∇ξ⟩, to, ispol~zuØ lemmu B.7 i sledstvie B.10, poluqaem δE_∇(ξ) = ⟨∇ξ, ∇(δξ)⟩ + ⟨∇(δξ), ∇ξ⟩ + ⟨∇ξ, δ∇(ξ)⟩ + ⟨δ∇(ξ), ∇ξ⟩ = ⟨∇^∗∇ξ, δξ⟩ + ⟨δξ, ∇^∗∇ξ⟩ + ⟨∇ξ ⊗ ξ̂, δ∇⟩ + ⟨δ∇, ∇ξ ⊗ ξ̂⟩ = ⟨J, δ∇⟩ + ⟨∇^∗∇ξ, δξ⟩ + ⟨∇^∗∇(∧ξ), ∧δξ⟩. • B.VIII. VariaciØ deæstviØ ˚nga–Millsa YM(∇). PrØmoæ podsqet pokazyvaet, qto operator T := ∇ ∘ δ∇ + δ∇ ∘ ∇ : E → E ⊗_A Ω^2_D(A) A-lineen. Takim obrazom ego moßno rassmatrivat~ kak fflement prostranstva E ⊗ Ω^2_D(A) ⊗ Ê. Krome togo, T = e ⊗ (d(δΦ) + Φ · δΦ + δΦ · Φ) ⊗ ∧e, gde ∇e = e ⊗ Φ, δ∇(e) = e ⊗ δΦ dlØ Φ, δΦ ∈ Ω^1_D(A). (B.12) Lemma. Pust~ θ ∈ Ω^2_D(A) – operator krivizny svØznosti

∇, ∇^2e = e ⊗ θ. Togda ⟨∇^2, T ⟩ = ⟨e ⊗ ω ⊗ ê, δ∇⟩, gde ω = d^∗(θλ) + θλΦ^∗ − Φθλ, ∇e = e ⊗ Φ.

Dokazatel~stvo. PredstavlØØ kriviznu ∇^2 v vide ∇^2 = e⊗θ⊗∧e, poluqaem ⟨∇^2, T ⟩ = ⟨θλ, λ (d(δΦ) + Φ · δΦ + δΦ · Φ)⟩. Poskol~ku svØznost~ ∇ Λ-ffrmitova, to λ · d(δΦ) = d(λ · δΦ) − (λΦ + Φ^∗λ) · δΦ.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 69 Takim obrazom, ⟨∇^2, T ⟩ = ⟨d^∗(θλ) − λ^{−1}(λΦ + Φ^∗λ)^∗θλ, λ · δΦ⟩ + ⟨Φ^∗λθλ, δΦ⟩ + ⟨θλΦ^∗, λ · δΦ⟩ = ⟨d^∗(θλ) − λ^{−1}(λΦ + Φ^∗λ)θλ + λ^{−1}Φ^∗λθλ + θλΦ^∗, λ · δΦ⟩ = ⟨ω, λ · δΦ⟩ = ⟨e ⊗ ω ⊗ ê, δ∇⟩. • Ispol~zuØ ravenstvo λ · δΦ + (δΦ)^∗λ = 0 tak ße, kak v dokazatel~stve lemmy B.7, analogiqnym vyqisleniem poluqaem sledu- ¸wiæ rezul~tat (podrobnosti ostavlØem qitatel¸). (B.13) Lemma. V usloviØh lemmy B.12 vypolnØetsØ ravenstvo ⟨T, ∇^2⟩ = −⟨e ⊗ ω^∗ ⊗ ê, δ∇⟩. • Pust~

δ YM(∇)

– qast~ raznosti YM(∇ + δ∇) − YM(∇), lineænaØ po δ∇. (B.14) Lemma. DlØ variacii deæstviØ ˚nga–Millsa imeet me-

sto ravenstvo δ YM(∇) = ⟨d^∗_∇∇^2, δ∇⟩. Dokazatel~stvo. Tak kak ∇^2 = e⊗θ⊗∧e = e⊗θλ⊗ê, to, primenØØ lemmy B.12 i B.13, poluqaem δ YM(∇) = ⟨∇^2, T ⟩ + ⟨T, ∇^2⟩ = ⟨e ⊗ (ω − ω^∗) ⊗ ê, δ∇⟩ = ⟨d^∗_∇∇^2, δ∇⟩, gde ω = d^∗(θλ) + θλΦ^∗ − Φθλ. • (B.15) Sledstvie. DlØ variacii deæstviØ S ime¸t mesto ra-

venstva δS(∇, ξ) := δ YM(∇) + δE_∇(ξ) − m^2δ‖ξ‖^2 = ⟨d^∗_∇∇^2 + J, δ∇⟩ + ⟨∇^∗∇ξ − m^2ξ, δξ⟩ + ⟨∇^∗∇ ∧ ξ − m^2 ∧ ξ, ∧δξ⟩.

70 S. V. BU˚LO

Dokazatel~stvo. �to vytekaet iz lemm B.11 i B.14 i togo, qto δ‖ξ‖^2 = ⟨ξ, δξ⟩ + ⟨δξ, ξ⟩ = ⟨ξ, δξ⟩ + ⟨∧ξ, ∧δξ⟩. • Dokazatel~stvo teoremy B.3. Poskol~ku dlØ δξ = e · δa i ∧δξ =

(δa)^∗ ∧ e imeem

δa = Re(δa) + i · Im(δa) i (δa)^∗ = Re(δa) − i · Im(δa),

to moßno sqitat~, qto variacii δξ i ∧δξ nezavisimy. Takim obrazom, uravneniØ �ælera–Lagranßa dlØ deæstviØ S ime¸t vid d^∗_∇∇^2 = −J, ∇^∗∇ξ = m^2ξ, ∇^∗∇ ∧ ξ = m^2 ∧ ξ. Ispol~zuØ tot fakt, qto dlØ ω ∈ Ω^1_D(A) vypolneno ravenstvo

(d^∗ω)^∗ = d^∗ω^∗ (sm. lemmu B.4), my vidim iz lemm B.8 i B.9, qto

tret~e uravnenie sleduet iz vtorogo. •

VybiraØ bazis e ∈ U i predstavlØØ ∇e = e ⊗ Φ, ξ = ea, λ =

λ(Λ, e), ξ̂ = a^∗ê, poluqaem J = ∇ξ ⊗ ξ̂ − ξ ⊗ ^∇ξ̂ = e ⊗ ((da + Φa)a^∗ − a(da + Φa)^∗) ⊗ ê. Sledovatel~no, iz lemm B.8 i B.14 vytekaet, qto uravneniØ �ælera–Lagranßa (B.3.1) i (B.3.2) v koordinatah ime¸t vid

ω − ω^∗ = a(da + Φa)^∗ − (da + Φa)a^∗, (B.16.1) d^∗ (λ(da + Φa)) + Φ^∗λ(da + Φa) = m^2λa,

(B.16.2) gde ω = d^∗(θλ) + θλΦ^∗ − Φθλ.

DlØ sluqaØ dipolØ pust~ p = (1, 0), q = 1 − p ∈ A – proektory. Togda

a = ξ_0p + ξ_1q, λ = λ_0p + λ_1q, Φ = −iΔs^2 (ϕ_{01}pdp + ϕ_{10}qdp), θ = i(ϕ_{10} − ϕ_{01} + iϕ_{10}ϕ_{01}Δs^2) · 1,

gde ξ_0, ξ_1, ϕ_{01}, ϕ_{10} ∈ C , λ_0, λ_1 > 0.

METRIKI I �LEKTROMAGNITNYE POL˚ 71 PrØmye vyqisleniØ, ispol~zu¸wie uslovie Λ-ffrmitovosti (3.2.3) i lemmy B.4 i B.5 dlØ nahoßdeniØ vnexnego differenciala d^∗, pokazyva¸t, qto uravnenie (B.16.1) prinimaet vid (3.2.1), a (B.16.2) – vid (3.2.2). Na nekotorom xage sleduet vospol~zovat~sØ tem, qto operator θ samosoprØßen v silu usloviØ (3.2.3): θ^∗ = θ.

Literatura

1. S. V. BuØlo, V. L. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ graf-mnogoobraziæ. I.

KonformnaØ geometrizaciØ. — Algebra i analiz 7, ˝ 2 (1995), 3–45.

2. S. V. BuØlo, V. L. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ graf-mnogoobraziæ. II.

IzometriqeskaØ geometrizaciØ. — Algebra i analiz 7, ˝ 3 (1995),

96–117.

3. S. V. BuØlo, V. L. Kobel~skiæ, GeometrizaciØ beskoneqnyh graf-mnogo-

obraziæ. — Algebra i analiz 8 (1996).

4. A. Chamseddine, A. Connes, The spectral action principle. Preprint IH- ES/M/96/37.

5. A. Connes, Non Commutative Geometry. Academic Press, 1994. 6. A. Connes, Non commutative geometry and physics. Preprint IHES/M/93/32. 7. A. Connes, Noncommutative geometry and reality. — J. Math. Phys. 36 (1995). 8. A. Connes, Gravity coupled with matter and the foundation of non-commutative geometry. — Commun. Math. Phys. 182 (1996), 155–176.

9. A. Connes, H. Moscovici, The local index formula in noncommutative geometry.

— GAFA 5 (1995), 174–243.

10. W. Kalau, Hamilton formalism in non-commutative geometry. — J. Geom. Phys.

18 (1996), 349–380.

11. W. Kalau, N. A. Papadopoulos, J. Plass, J.-M. Warzecha, Differential algebras in non-commutative geometry. — J. Geom. Phys. 16 (1995), 149–167.

12. W. Kalau, M. Walze, Gravity, non-commutative geometry and the Wodzicki residue. — J. Geom. Phys. 16 (1995), 327–344.

13. T. Schücker, J.-M. Zylinski, Connes’ model building kit. — J. Geom. Phys. 16 (1995), 207–326.

14. A. Sitarz, Noncommutative geometry and gauge theory on discrete groups. — J.

Geom. Phys. 15 (1995), 123–136.

15. J. C. Várilly, J. M. Gracia-Bondia, Connes’ noncommutative differential geometry and the Standard Model. — J. Geom. Phys. 12 (1993), 223–301.

Buyalo S. V. Metrics of nonpositive curvature on graph-manifolds and electromagnetic fields on graphs.

A 3-dimensional graph-manifold M consists of simple blocks, which are products of compact surfaces with boundary by the circle. The global structure of M can be as complicated as one likes and is described by a graph which can be arbitrary. A metric of nonpositive curvature (an NPC-metric) on M , if it exists, is described essentially by a finite number of parameters satisfying a geometrization equation. In the paper, this

72 S. V. BU˚LO equation is shown to be a discrete version of the Maxwell equations of classical electrodynamics, and its solutions, i.e., NPC-metrics on M , are critical configurations of the same sort of action that describes interaction of an electromagnetic field with a scalar charged field. This analogy is established in the framework of A. Connes’ spectral calculus (noncommutative geometry).

Postupilo 23 fevralØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

e-mail buyalo@pdmi.ras.ru