F. A. XamoØn, O. V. ˚roslavceva NEPRERYVNYE PROEKTORY, DVO`STVENNOST^ I DIAGONAL^NOE OTOBRAȷENIE V VESOVYH PROSTRANSTVAH GOLOMORFNYH FUNKCI` SO SMEXANNO` NORMO`

Vvedenie

Pust~ U^n = {z = (z_1, . . . , z_n) : |z_j| < 1, j = 1, n} – ediniqnyæ polidisk v n-mernom kompleksnom prostranstve C^n , T^n – ego ostov, ⃗p = (p_1, . . . , p_n), ⃗ω(t) = (ω_1(t), . . . , ω_n(t)), gde 0 < p_j < +∞, ω_j(t) – poloßitel~nye medlenno izmenØ¸wiesØ funkcii na (0, 1], j = 1, n. Oboznaqim qerez L^{⃗p}(⃗ω) prostranstvo izmerimyh v U^n funkciæ f, dlØ kotoryh ‖f‖_L⃗p_{(⃗ω)} = ( ∫ U ω_n(1−|ζ_n|) ( ∫ U ω_{n−1}(1 − |ζ_{n−1}|)... ( ∫ U |f(ζ_1, ..., ζ_n)|^{p1}

× ω_1(1 − |ζ_1|)dm_2(ζ_1)

)^p2_{p1} . . . dm_2(ζ_{n−1}) )^pn_{pn}�_1 dm_2(ζ_n) ) 1_{pn} < +∞, gde dm_2 – 2-mernaØ mera Lebega na U . Podprostranstvo L^{⃗p}(⃗ω), sostoØwee iz golomorfnyh v U^n funkciæ, oboznaqim qerez H^{⃗p}(⃗ω), a podprostranstvo L^{⃗p}(⃗ω), sostoØwee iz n-garmoniqeskih v U^n funkciæ, – qerez h^{⃗p}(⃗ω). Otmetim, qto izuqenie prostranstv L^{⃗p} bylo naqato v rabote [1]. V dal~neæxem issledovaniØ po teorii prostranstv tipa L^{⃗p} intensivno prodolßalis~, qto naxlo otraßenie v izvestnyh monografiØh [2–4]. Odnako sootvetstvu- ¸wie prostranstva golomorfnyh funkciæ v otliqie ot prostranstv tipa Hardi (sm. [5–7]) i prostranstv tipa Bergmana (sm. [8–11]) sravnitel~no malo izuqeny.

V fftoæ stat~e my postroim lineænyæ ograniqennyæ operator, otobraßa¸wiæ L^{⃗p}(⃗ω) na H^{⃗p}(⃗ω) pri vseh ⃗p = (p_1, . . . , p_n),

Pervyæ avtor qastiqno podderßan grantom RFFI No. 96-01-00693. 268

NEPRERYVNYE PROEKTORY 269

1 6 pj < +∞, i h^{⃗p}(⃗ω) na H^{⃗p}(⃗ω) pri 0 < pj < 1, j = 1, n. Krome togo

my poluqim polnoe opisanie lineænyh nepreryvnyh funkcionalov na prostranstvah H^{⃗p}(⃗ω) i harakteristiku sledov funkciæ klassa H^{⃗p}(⃗ω) na diagonali U^n pri vseh ⃗p i ⃗ω. Pri fftom my postroim lineænyæ operator prodolßeniØ s diagonali polidiska v polidisk.

§1. Postroenie lineænogo ograniqennogo proektora, otobraßa¸wego L^{⃗p}(⃗ω) i h^{⃗p}(⃗ω) na H^{⃗p}(⃗ω) Snaqala napomnim, qto klassom funkciæ, pravil~no izmenØ- ¸wihsØ na promeßutke (0, 1], nazyvaetsØ mnoßestvo izmerimyh funkciæ, oblada¸wih sledu¸wimi svoæstvami:

1) ω(t) > 0, t ∈ (0, 1];

2) suwestvu¸t poloßitel~nye qisla q_ω, m_ω ∈ (0, 1), M_ω > 0 takie, qto

m_ω 6 ω(λr) ω(r) 6 M_ω, r ∈ (0, 1], λ ∈ [q_ω, 1]. Mnoßestvo takih funkciæ oboznaqim qerez S. UqityvaØ rezul~- taty [12], moßno ustanovit~, qto ω ∈ S togda i tol~ko togda, kogda suwestvu¸t ograniqennye izmerimye funkcii η, ε na (0, 1] takie, qto

ω(x) = exp η(x) + 1∫ x ε(u) u du , x ∈ (0, 1], pri fftom lg m_ω lg^1_{qω} 6 ε(u) 6 lg M_ω lg^1_{qω} , u ∈ (0, 1]. Budem predpolagat~, qto η(x) ≡ 0, α_ω = lg m_ω lg^1_{qω}

, 0 < β_ω = lg^1_{mω} lg^1_{qω} < 1. Pust~ dalee α = (α_1, . . . , α_n), α_j > 1, j = 1, n, ζ = (ζ_1, . . . , ζ_n), z = (z_1 , . . . , z_n) ∈ U^n. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: D_α(ζ, z) = n∏ j=1 D_{αj} (ζ_j , z_j),

270 F. A. XAMO˚N, O. V. ˚ROSLAVCEVA gde D_{αj} (ζ_j , z_j) =

(α_j + 1)(1 − |ζ_j|^2)^{αj} π(1 − ζ_jz_j )^{αj +2} . Otmetim, qto v sluqae α = 0 ffti Ødra sovpada¸t s Ødrami Bergmana. BlagodarØ “gasØwemu” mnoßitel¸ (1 − |ζ_j|^2)^{αj} ffti Ødra oblada¸t rØdom svoæstv, udobnyh v priloßeniØh (sm., naprimer, [8, 11, 13]). Nekotorymi takimi priloßeniØmi ØvlØ¸tsØ sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema 1. Pust~ ⃗p = (p1, . . . , pn) , 1 6 pj < +∞, ⃗ω = (ω1, . . . , ωn),

ω_j ∈ S, j = 1, n. Togda operator K(f)(z) = ∫ U^n D_α(ζ, z)f(ζ)dm_{2n}(ζ), z ∈ U^n, (1) ØvlØetsØ ograniqennym operatorom iz L^{⃗p}(⃗ω) v H^{⃗p}(⃗ω) pri vseh α = (α_1, . . . , α_n), α_j > α_{ωj} , j = 1, n.

Zameqanie. Esli ωj(t) = t^{γj} , t ∈ (0, 1], γj > −1, j = 1, n, to, kak i

v [14], moßno ustanovit~, qto utverßdenie teoremy spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda α_j > γ_j −^1_{qj} ,^1_{pj} +^1_{qj} = 1, j = 1, n. Teorema 2. Pust~ ⃗p = (p1, . . . , pn), ⃗ω = (ω1, . . . , ωn), ωj ∈ S, 0 < p_j < 1, α_j > α_{ωj} +^2_{p0} , j = 1, n. Togda operator K(u)(z) = ∫ U^n D_α(ζ, z)u(ζ)dm_{2n}(ζ) ØvlØetsØ ograniqennym operatorom iz h^{⃗p}(⃗ω) na H^{⃗p}(⃗ω).

Ispol~zuØ ravenstvo

f(0) = ∫ U^n D_α(ζ, z)f(ζ)dm_{2n}(ζ), z ∈ U^n, iz Teorem 1, 2 poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

Sledstvie. Pust~ f(z) – golomorfnaØ v U^n funkciØ, f(0) = 0,

⃗p = (p_1, . . . , p_n), 0 < p_j < +∞, ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_n), ω_j ∈ S, j = 1, n. Togda imeet mesto ocenka: ‖f‖_H ⃗p_{(⃗ω)} 6 const ‖ Re f‖_h⃗p_{(⃗ω)}.

NEPRERYVNYE PROEKTORY 271

§2. Opisanie lineænyh nepreryvnyh funkcionalov v prostranstvah H^{⃗p}(⃗ω)

Legko videt~, qto otnositel~no normy ‖f‖_H ⃗p_{(⃗ω)} prostranstvo H^{⃗p}(⃗ω) prevrawaetsØ v banahovo prostranstvo pri ⃗p = (p_1, . . . , p_n), 1 6 p_j < +∞, j = 1, n, i v kvazibanahovo prostranstvo pri 0 < p_j < 1. Teoremy 1, 2 pozvolØ¸t poluqit~ polnoe opisanie lineænyh nepreryvnyh funkcionalov v fftih prostranstvah. Analogi fftih utverßdeniæ v sluqae prostranstv tipa prostranstv Hardi moßno naæti v [5, 7, 15], a tipa prostranstv Bergmana – v [10, 11]. DlØ formulirovki poluqennyh rezul~tatov vvedem ponØtie integrodifferencial~nogo operatora Rimana–LiuvillØ. Naxe opredelenie fftih operatorov neznaqitel~no otliqaetsØ ot obyqnyh opredeleniæ operatorov ukazannogo tipa. Pust~ f – golomorfnaØ v U^n funkciØ:

f(z_1 , . . . , z_n) = +∞∑ k1,... ,k_n=0 a_{k1...kn} z^{k1}_1 . . . z^{kn}_n . Poloßim D^αf(z) = +∞∑ |k|=0 Γ(α + 1 + k) Γ(α + 1)Γ(k + 1) a_kz^k, (2)

z = (z_1 , . . . , z_n), α = (α_1, . . . , α_n), α_j > −1, j = 1, n, |k| = k_1 +. . .+k_n. Zdes~ Γ(α + 1 + k) Γ(α + 1)Γ(k + 1) = n∏ j=1 Γ(α_j + 1 + k_j) Γ(α_j + 1)Γ(k_j + 1) . Legko videt~, qto esli f – golomorfnaØ v U^n funkciØ, to D^αf takße budet golomorfnoæ v U^n funkcieæ. Oqevidny sledu¸wie svoæstva operatorov D^α:

1) Esli ψ(z) = ∫ U^n h(ζ)dm_{2n}(ζ) (1 − ζz) , z = (z_1, . . . , z_n) ∈ U^n, h ∈ L^1(dm_{2n}), to D^αψ(z) = ∫ U^n h(ζ)dm_{2n}(ζ) (1 − ζz)^{α+1} . 2) Esli D^αψ(ζ) = D^αg(ζ), ζ ∈ U^n, to ψ(ζ) ≡ g(ζ), ζ ∈ U^n.

272 F. A. XAMO˚N, O. V. ˚ROSLAVCEVA

Pust~ ζ = (ζ_1, . . . , ζ_n), z = (z_1, . . . , z_n) ∈ U^n. Poloßim

e_z (ζ) = n∏ 1 1 1 − ζ_j z_j . (3)

Teorema 3. Pust~ Φ – lineænyæ nepreryvnyæ funkcional na

H^{⃗p}(⃗ω), ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_n), ω_j ∈ S, ⃗p = (p_1, . . . , p_n), 1 < p_j < +∞, j = 1, n, i g(z) = Φ(e_z), z ∈ U^n. Togda

1. a) g golomorfna v U^n i D^αg prinadleßit klassu H^{⃗q} (⃗ω_α) pri α_j > α_{ωj} , j = 1, n, gde

ω_{αj} (t) = ω_j (t) · ( t^{αj} ω_j (t) )_{qj} , t ∈ (0, 1), q_j = p_j p_j − 1 , j = 1, n. b) Φ predstavim v vide

Φ(f) = lim_{p→1−0} 1 (2π)^n ∫ Tn^{f(ρζ)g(ρζ̄ )dmn(ζ), (4)} priqem suwestvu¸t poloßitel~nye qisla C_1(⃗p, α), C_2(⃗p, α) takie, qto C_1(⃗p, α)‖D^{α+1}g‖_H⃗q_{(⃗ωα)} 6 ‖Φ‖ 6 C_2(⃗p, α)‖D^{α+1}g‖_H⃗q_{(⃗ωα)}. (5) 2. Obratno: kaßdaØ funkciØ g takaØ, qto D^αg ∈ H^{⃗q}(⃗ω_α) (α_j > α_{ωj} , j = 1, n) po formule (4) poroßdaet lineænyæ nepreryvnyæ funkcional na H^{⃗p}(⃗ω), dlØ kotorogo spravedlivy ocenki (5).

Imeet mesto analog Teoremy 3 i v sluqae, kogda 0 < p_j 6 1, j = 1, n. Pust~ ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_n), ω_j ∈ S, ⃗p = (p_1, . . . , p_n), 0 < p_j 6 1. Oboznaqim qerez λ^{⃗p}_{⃗ω} = λ^{⃗p}_{ω1,... ,ωn} mnoßestvo vseh golomorfnyh v U^n funkciæ f, dlØ kotoryh pri α_j >^{αωj}_{pj} vypolnØetsØ ocenka |D^{α+1}g(z_1 , . . . , z_n)| 6 const^{∏ [ωj(1 − |zj|)]}

1_p j (1 − |z_j|)^{αj +2− 2pj} , z = (z_1, . . . , z_n) ∈ U^n. Zdes~ operator D^α opredelØetsØ po (2). Vvedem v λ^{⃗p}_{⃗ω} normu: ‖g‖_λ⃗p_{⃗ω} = sup_{z∈U n} { |D^{α+1}g(z)|(1 − |z|)^{α+2− 2p} [ω(1 − |z|)]^{1p} } ,

NEPRERYVNYE PROEKTORY 273 gde (1 − |z|)^β [ω(1 − |z|)]^γ = n∏ j=1 (1 − |z_j|)^{βj} [ω_j(1 − |z_j |)]^{γj} . Oqevidno, qto otnositel~no ukazannoæ normy mnoßestvo λ^{⃗p}_{⃗ω} prevrawaetsØ v banahovo prostranstvo.

Teorema 4. Pust~ Φ – lineænyæ nepreryvnyæ funkcional na

H^{⃗p}(⃗ω), ⃗p = (p_1, . . . , p_n), 0 < p_j 6 1, ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_n), ω_j ∈ S, j = 1, n, i pust~ e_z (ζ), ζ, z ∈ U^n, opredelØetsØ po (3), g(z) = Φ(e_z). Togda:

1. g ∈ λ^{⃗p}_{⃗ω}, Φ predstavim v vide

Φ(f) = lim_{ρ→1−0} 1 (2π)^n ∫ Tn^{f(ρζ)g(ρζ̄ )dmn(ζ), (6)} pri fftom suwestvu¸t poloßitel~nye konstanty C_1(⃗p, α), C_2(⃗p, α) takie, qto C_1(⃗p, α)‖Φ‖ 6 ‖g‖_λ⃗p_{⃗ω} 6 C_2(⃗p, α)‖Φ‖. (7) 2. Obratno: kaßdaØ funkciØ g ∈ λ^{⃗p}_{⃗ω} po formule (6) poroßdaet lineænyæ nepreryvnyæ funkcional na H^{⃗p}(⃗ω), dlØ kotorogo spravedlivy ocenki (7).

§3. Diagonal~noe otobraßenie v prostranstvah H^{⃗p}(⃗ω) Netrudno zametit~, qto esli f ∈ H^{⃗p}(⃗ω), to funkciØ φ(z) = D(f)(z)^{def}= f(z, . . . , z), z ∈ U, ØvlØetsØ golomorfnoæ funkcieæ v U . Estestvenno voznikaet vopros o polnoæ harakteristike funkciæ, golomorfnyh v U , dopuska¸wih takoe predstavlenie. V sluqae klassiqeskih prostranstv Hardi analogiqnaØ zadaqa byla postavlena U. Rudinym v [6] i rexena v [15]. Bolee podrobnu¸ istori¸ voprosa moßno naæti v obzore [9] i v rabote [15]. Zdes~ my poluqaem rexenie analogiqnoæ zadaqi v prostranstvah H^{⃗p}(⃗ω). DlØ formulirovki osnovnogo rezul~tata fftogo paragrafa vvedem oboznaqeniØ. Pust~ ⃗p = (p_1, . . . , p_n), ⃗ω = (ω_1, . . . , ω_n),

ω̃_p(t) = ω_n(t) n−1∏ j=1 (ω_j (t)t^2)^{pnpj} , t ∈ (0, 1].

274 F. A. XAMO˚N, O. V. ˚ROSLAVCEVA Qerez H^{pn} (ω̃_p) oboznaqim prostranstvo golomorfnyh v U funkciæ f, dlØ kotoryh ‖f‖_Hpn_{(ω̃p)} = ∫ U |f(z)|^{pn} ω̃_p(1 − |z|)dm_2(z) 1_{pn} < +∞. Teorema 5. Pust~ f ∈ H^{⃗p}(⃗ω), gde ⃗ω = (ω1, . . . , ωn), ωj ∈ S, ⃗p =

(p_1, . . . , p_n), 0 < p_j < +∞, j = 1, n, i D(f)(z)^{def}= f(z, . . . , z), z ∈ U . Togda D(f) ∈ H^{pn} (ω̃_p), pri fftom ‖D(f)‖_Hpn_{(ω̃p)} 6 const ‖f‖_H ⃗p_{(⃗ω)}. Obratno: pust~ f ∈ H^{pn} (ω̃_p) i α – dostatoqno bol~xoe poloßitel~noe qislo. Togda funkciØ

F (z_1, . . . , z_n) = αn − 1 π ∫ U (1 − |ζ|^2)^{αn−2}f(ζ)dm_2 (ζ) (1 − ζ_1z_1)^α . . . (1 − ζ_nz_n)^α

prinadleßit klassu H^{⃗p}(⃗ω), pri fftom spravedliva ocenka: ‖F ‖_H ⃗p_{(⃗ω)} 6 const ‖f‖_Hpn_{(ω̃p )}, t.e. DH^{⃗p}(⃗ω) = H^{pn} (ω̃_p).

Zameqanie. Otmetim, qto Teorema 5 pri pj = p, j = 1, n, byla

poluqena pervym avtorom v [10].

Literatura

1. A. Benedek, R. Panzone, The spaces Lp with mixed norm. — Duke Math. J. 28, No. 3 (1961), 301–324.

2. S. M. Nikol~skiæ, Priblißenie funkciæ mnogih peremennyh i teoremy vloßeniØ. M, Nauka, 1969.

3. O. V. Besov, V. P. Il~in, S. M. Nikol~skiæ, Integral~nye predstavleniØ funkciæ i teoremy vloßeniØ. M, Nauka, 1975.

4. H. Tribel~, TeoriØ funkcional~nyh prostranstv. M, Mir, 1986.

5. P. L. Duren, Theory of Hp spaces. New York and London, Acad. Press, 1970.

6. U. Rudin, TeoriØ funkciæ v polikruge. M, Mir, 1974.

7. A. B. Aleksandrov, Essays on non locally convex Hardy classes. — Complex Anal.

and spectral theory. Lect. Not. in Math. 844 (1981), 1–90.

8. A. Djrbashian, F. A. Shamoyan, Topics in the theory of Apα spaces. Teubner Texte zur Math.. vol. 105, Leipzig, 1988.

NEPRERYVNYE PROEKTORY 275

9. S. V. Xvedenko, Klassy Hardi i svØzannye s nimi prostranstva analitiqeskih funkciæ v ediniqnom kruge, polikruge i xare. — Itogi nauki i tehniki, VINITI, Matematiqeskiæ analiz 23 (1985), 3–103.

10. F. A. XamoØn, Diagonal~noe otobraßenie i voprosy predstavleniØ v anizotropnyh prostranstvah golomorfnyh v polidiske funkciæ. — Sib. mat. ßurnal 31, No. 2 (1990), 199–215.

11. A. L. Shields, D. L. Williams, Bounded projections, duality and multipliers in space of analytic functions. — Trans. Amer. Math. Soc. 162 (1971), 287–302.

12. E. Seneta, Pravil~no menØ¸wiesØ funkcii. M, Nauka, 1985. 13. M. M. DßrbaxØn, K probleme predstavimosti analitiqeskih funkciæ.

— Soobw. In-ta matematiki i mehaniki AN Arm. SSR Vyp. 2, (1948), 3–30.

14. F. Forelly, W. Rudin, Projection spaces of holomorphic functions in balls. — Indiana Univ. Math. J. 24 (1974), 596–602.

15. A. Frezier, The dual space of Hp of polydisc for 0 < p < 1. — Duke Math. Journ.

39 (1972), 369–379.

16. F. A. XamoØn, Teoremy vloßeniØ i harakteristika sledov v prostranstvah H^p(U^n), 0 < p < +1. — Mat. sb. 107, No. 3 (1978), 446–466.

Shamoyan F. A., Yaroslavtseva O. V. Continuous projections, duality and the diagonal mapping in weighted spaces of holomorphic functions with mixed norm.

The content of the paper is reflected by the title.

Postupilo 1 aprelØ 1997 g. BrØnskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ institut