V. A. Slouw

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH SPEKTRA SAMOSOPR˚ȷENNOGO OPERATORA PRI NEOGRANIQENNYH VOZMUWENI˚H

1. Pust~ A – samosoprØßennyæ operator v gil~bertovom pro-

stranstve H, spektr kotorogo soderßit lakunu (α, β), vozmoßno poluograniqennu¸. Pust~ B = B^∗ = A + V – vozmuwennyæ operator; vozmuwenie, voobwe govorØ, – neograniqennoe. My rassmatrivaem neskol~ko vozrasta¸wih po sloßnosti voprosov. Imenno, iwutsØ dostatoqnye usloviØ, pri kotoryh spektr B v (α, β) 1) diskreten 2) ne nakaplivaetsØ k odnomu iz koncov lakuny 3) koneqen. V poslednem sluqae ukazyvaetsØ takße ocenka dlØ qisla sobstvennyh znaqeniæ (s uqetom ih kratnosti) operatora B v (α, β). Diskretnost~ spektra obespeqivaetsØ klassiqeskoæ teoremoæ VeælØ o kompaktnyh vozmuweniØh ili ee obobweniØmi (sm., naprimer [2]). �togo, odnako, ne vsegda dostatoqno dlØ primeneniæ. My imeem v vidu preßde vsego zadaqi, v kotoryh A – fflliptiqeskiæ differencial~nyh operator, a V – differencial~nyæ operator bolee vysokogo porØdka. K soßaleni¸, po nedostatku mesta my ograniqivaemsØ zdes~ materialom abstraktnogo haraktera.

Avtor blagodarit prof. M. X. Birmana za postanovku zadaqi i pomow~ pri vypolnenii raboty.

Niße qerez B(H) oboznaqaetsØ prostranstvo lineænyh ograniqennyh operatorov v H, a qerez S_∞(H) – prostranstvo vseh kompaktnyh operatorov v H. DlØ lineænogo plotno opredelennogo operatora M qerez D(M ), M^∗, ρ(M ) i σ(M ) oboznaqa¸tsØ sootvetstvenno ego oblast~ opredeleniØ, soprØßennyæ operator, rezol~ventnoe mnoßestvo i spektr. DlØ samosoprØßennogo operatora T i borelevskogo mnoßestva na osi δ qerez E_T (δ) oboznaqaetsØ spektral~nyæ proektor operatora T , a qerez π_T (δ) – razmernost~ podprostranstva E_T (δ)H. Esli operator T poluograniqen snizu, to ego toqnaØ nißnØØ gran~ oboznaqaetsØ m_T . My budem ispol~zovat~ sledu¸wee opredelenie podqinenosti, pri- 237

238 V. A. SLOUW nØtoe v teorii rasseØniØ (sm. [1], a takße [3]).

Budem govorit~, qto samosoprØßennyæ operator A podqinen samosoprØßennomu operatoru B, esli suwestvu¸t nepreryvnye funkcii f i g takie, qto f(x) ¿ 1, g(x) ¿ 1, x ∈ R; lim_{|x|→∞} f(x) = ∞; D(g(B)) ⊂ D(f(A)). 2. V fftom punkte my sformuliruem rezul~taty, analogiqnye

teoreme VeælØ o sohranenii suwestvennogo spektra σ_e( . ). �ti rezul~taty udobno ispol~zovat~ dlØ vozmuweniæ, ne ØvlØ¸wihsØ otnositel~no kompaktnymi. Niße A, B – samosoprØßennye operatory v H.

Teorema 1. Pust~ A podqinen B i dlØ l¸bogo a > 0 E_B (−a, a)(B − A) E_A(−a, a) ∈ S_∞(H). (1) Togda σ_e(B) ⊂ σ_e(A).

Zameqanie. Pust~ a > 0, z ∈ ρ(A) ∩ ρ(B). Togda vkl¸qenie (1)

ffkvivalentno sootnoxeni¸ E_B(−a, a) ( (B − zI)^{−1} − (A − zI)^{−1} ) E_A(−a, a) ∈ S_∞(H). Teorema 2. Pust~ A podqinen B, z ∈ ρ(A) ∩ ρ(B), i dlØ l¸bogo a > 0 ( (B − zI)^{−1} − (A − zI)^{−1} ) E_A(−a, a) ∈ S_∞(H). Togda σ_e(B) = σ_e(A).

Sledstvie. Pust~ A podqinen B i dlØ l¸bogo a > 0 E_A(−a, a) H ⊂ D(B); (B − A) E_A(−a, a) ∈ S_∞(H). Togda σ_e(B) = σ_e(A).

Teorema 3. Pust~ A, B poluograniqeny, B > A (v smysle kvadra-

tiqnyh form) i 0 < m_A < α. Predpoloßim, qto

(B^{−1} − A^{−1}) E_A[m_A, α] ∈ S_∞(H).

Togda σ_e(B)∩(α, β) = ∅, i pri nekotorom ε > 0 vypolneno (β−ε, β) ∈ ρ(B). 3. Vo vsem dal~neæxem operator A poloßitel~no opredelen

(m_A > 0) i vozmuwenie neotricatel~no. Bolee toqno, pust~ a – polutoralineænaØ forma operatora A, i d [a] = D(A^{1/2}) – ee

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH SPEKTRA 239 oblast~ opredeleniØ. Pust~ D_0 ⊂ d [a] – plotnyæ v H lineal, i W_0 – zamykaemyæ lineænyæ operator, D(W_0) = D_0. Oboznaqim qerez W zamykanie W_0. Vvedem formu b_0(t) [u, v] = a [u, v] + t (W_0u, W_0v), u, v ∈ D_0, t > 0. Forma b_0 (t) dopuskaet zamykanie b(t), priqem d [b(t)] ne zavisit ot t > 0, ^d := d [b(t)] ⊂ d [a] ∩ D(W ), b(t) [u, v] = a [u, v] + t (W u, W v), u, v ∈ ^d, t > 0. Qerez B(t) oboznaqim samosoprØßennyæ v H operator, poroßdennyæ formoæ b(t). Predpoloßim teper~, qto 0 < m_A < α i vypolneny usloviØ E_A [m_A, α] H ⊂ ^d, (2) W E_A [m_A, α] ∈ S_∞(H). (3)

Teorema 4. Pri usloviØh (2), (3) vypolneny usloviØ teoremy 3

dlØ pary operatorov A, B(t), a potomu σ_e(B(t)) ∩ (α, β) = ∅, i pri nekotorom ε := ε(t) > 0 vypolneno (β − ε, β) ⊂ ρ(B(t)).

Oboznaqim teper~ dlØ kratkosti E_1 = E_A [m_A, α], E_2 = E_A [β, +∞), H_k = E_k H, k = 1, 2. Predpoloßim, dalee, qto

W E_1 ∈ B(H) (4) i vvedem oboznaqeniØ A_1 = A | |_{H1} , Q_1 = (W E_1)^∗(W E_1) | |_{H1} , χ(λ) = −W E_1(A_1 − λ I_1)^{−1}(W E_1)^∗, λ > α. (5)

Teorema 5. Pust~ vypolneny usloviØ (2), (3). Togda π_{B(t)}(α, β) 6 π_{A1+t Q1} (α, +∞), t > 0. (6) Operator-funkciØ (5) – nevozrasta¸waØ. Predpoloßim, qto ona imeet kompaktnu¸ maßorantu: χ(λ) 6 χ_0 ∈ S_∞(H), λ > α. (7) Ob¨edinØØ ocenku (6) s principom Birmana–Xvingera, prihodim k sledu¸wemu utverßdeni¸.

240 V. A. SLOUW

Teorema 6. Pust~ vypolneny usloviØ (2), (3) i (7). Togda pri

l¸bom t > 0 pravaØ qast~ v (6) koneqna, a sledovatel~no, spektr B(t) v lakune (α, β) koneqen.

4. Pust~ spektr operatora B(t) v lakune (α, β) diskreten pri

l¸bom t > 0, i λ – fiksirovannaØ vnutrennØØ toqka lakuny. Oboznaqim qerez N (A, λ, τ ) qislo sobstvennyh znaqeniæ operatora B(t), proxedxih qerez toqku λ pri uveliqenii t ot 0 do τ : N (A, λ, τ ) = ∑ t∈(0,τ] dim Ker (B(t) − λI), τ > 0. Dalee, oboznaqim qerez b_2(t), t > 0, sußenie formy b(t) na d [b_2] := ^d ∩ H_2. Pri uslovii (2) forma b_2(t) poloßitel~no opredelena, plotno zadana i zamknuta v H_2. Qerez B_2(t) oboznaqim sootvetstvu¸wiæ samosoprØßennyæ operator v H_2. ˚sno, qto m_{B2(t)} ¿ β, a potomu (−∞, β) ⊂ ρ (B_2(t)), t > 0. Korrektno opredelena neotricatel~naØ operator-funkciØ

F (t, λ) := t^2(W E_1)^∗ ( W (B_2 − λ I_2)^{−1/2} E_2 ) × × ( W (B_2 − λ I_2)^{−1/2} E_2 )_∗ (W E_1), t > 0, λ < β, priqem F (t, λ) H_2 = 0 i Ran F (t, λ) ⊂ H_1. Nakonec, pri usloviØh (2), (3) F (t, λ) ∈ S_∞(H). Vvedem oboznaqeniØ F_1(t, λ) = F (t, λ) | |_{H1} , A_1 + t Q_1 − F_1(t, λ) = Γ(λ, t).

Teorema 7. Pust~ vypolneny usloviØ (2), (3) i λ ∈ (α, β). Togda # { t ∈ (0, τ ] : λ ∈ σ(B(t)) } < +∞, N (A, λ, τ ) = π_{Γ(λ,τ)} [λ, +∞), τ > 0. (8) Ravenstvo (8) srazu privodit k ocenke, dostatoqno udobnoæ dlØ primeniæ. Imenno, spravedlivo

Sledstvie. V usloviØh teoremy 7 spravedliva ocenka N (A, λ, τ ) 6 π_{A1+τ Q1} [λ, +∞), τ > 0.

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH SPEKTRA 241 Literatura 1. M. X. Birman, Lokal~nyæ kriteriæ suwestvovaniØ volnovyh operatorov. — Izv. AN SSSR, ser. matem. 32 (1968), 914–942.

2. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßen-

nyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. izd-vo LGU, Leningrad

(1980).

3. D. R. ˚faev, MatematiqeskaØ teoriØ rasseØniØ. Izd. S.-Peterburgskogo universiteta (1994).

Sloushch V. A. Discrete spectrum in the spectral gaps of a selfadjoint operator for unbounded perturbations.

Let A be a selfadjoint operator, (α, β) a gap in the spectrum of A, B = A+V , where, in general, the perturbation operator V is unbounded. We establish some abstract conditions under which the spectrum of B on (α, β) is discrete; does not accumulate to β; is finite. An estimate of the number of the eigenvalues of B on (α, β) is obtained.

Postupilo 15 marta 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet